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HUSK - Hitil...

« Forutsetninger for og essensen i faget
« Metodekall, rekursjon, permutasjoner

Uke 1,
« Analyse av algoritmer Uke 2 og
« Introduksjon til ADT’er Uke 3
« De fgrste ADT'er: Lister, stabler og kger
« Flere ADT'er: Generelle traer, binaere traer og
binaere sgketrzer Bti g °9

« Flere ADT'er: Hashing, hash-tabeller

o ADT'er for disk-datastrukturer introduseres: Uke 6
Utvidbar hashing, B-Traer

Uke 7.1
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OVERSIKT - Uke 7, Forelesning 2 (W7.1.2)

Vi fortsetter med og avslutter prioritetskger.
Vi skal se pa:
« Heap implementasjon (MAW kap. 6)

« Programeksempler

« Tilleggsoperasjoner

« Bygge opp en heap

« Anvendelser
« Finn medianen
« Sortering
« Hendelsessimulering (Event Simulaton)
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TEMA: PRIORITETSK@ER

Prioritetskoer:
Heap-implementasjon
0g anvendelser
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HEAP — Repetisjon

« Vi har sett fglgende forrige gang:

« Strukturkravet: At en heap er et komplett binzert tre (et
niva er helt fylt, unntatt nederste niva som fylles fra
venstre til hagyre

« Ordningskravet: At en heap har minste verdi i roten
(ogsa for alle subtreer)

« Insert-operasjonen med “percolation” oppover (bobling
oppover), med/uten dgrvakt
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HEAP — Insert (kode)

Insert — kode i Java, uten dgrvakt (MAW side 189):

public void insert( Comparable x ) throws Overflow

{ ifCisFull())

throw new Overflow( );

// Percolate up

int hole = ++currentSize;

for( ; hole > 1 && x.compareTo( array[ hole/ 2] ) < 0; hole /=2)
array[ hole ] = array[ hole/ 2 ];

array[ hole ] = x;

Q: Hva hvis vi hadde brukt en dgrvakt?
A: Med dgrvakt hadde vi sluppet "hole > 1" testen i for-lgkken.
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HEAP — DeleteMin

DeleteMin: Fjerner minste elementet...

Det er lett a finne det minste elementet, men nar vi har fjernet
det, er det en tom boble i roten.

Samtidig er vi ngdt til & flytte den “siste” noden X i heapen, siden
treet skal krympe med et element og fortsatt vaere komplett.

Hvis X kan plasseres i rotboblen uten & bryte ordningskravet, er vi
ferdig.

I motsatt fall lar vi boblen synke nedover i treet (percolate
down) inntil X kan settes inn i boblen.

Nar boblen skal synke nedover, lar vi den bytte plass med sitt
minste barn:

6 83 B & 876 o

v Riktig! x Galt!

M. Naci Akkgk, W7.L2
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HEAP — DeleteMin eksempel #1

DeleteMin eksempel:
Utfor deleteMin p3 heapen:

Fgrst fjerner vi 3 fra rotboblen,
og samtidig fjerner vi boblen
rundt det siste elementet i
heapen:

Men 18 kan ikke settes inn i
roten fordi barna har mindre
verdier...

M. Naci Akkek, W7.L2

Department of Informatics, University of Oslo, Norway

! /5 INF110 - Algorithms & Data Structures Page 8




HEAP — DeleteMin eksempel #2

Siden 18 kan ikke settes inn i
roten fordi barna har mindre
verdier, lar vi boblen synke
nedover ved at den bytter
plass med sitt minste barn

Fortsatt kan ikke 18 settes inn
(fordi 17 < 18), s& vi lar
boblen synke videre nedover...

Na kan 18 settes inn!
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HEAP — Tisdsforbruk &> Koding

Tidsforbruk:

« Det viser seg at i gjennomsnitt synker boblen nesten helt
ned til bladnoden, dvs. at deleteMin er O (log n) bade i
verste tilfelle og i gjennomsnitt.

Koding:

« Vi ma passe pa det spesialtilfellet at antall elementer i
heapen er like og boblen flyter ned til elementet med bare 1
barn.
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HEAP — DeleteMin i Java (MAW side 191) #1

public Comparable deleteMin( )

{
if( iISEmpty( ) ) return null;

Comparable minItem = findMin( );
array[1] = array[currentSize--];

percolateDown(1);

return minltem;

3

// NB! currentSize = 11 i eksemplet.

// Litt redundant. Minste er i rot-noden array[1]
// Flytt siste element til roten...

// og reduser array-stgrrelsen med 1,
// dvs. currentSize = 10.

// S8 far siste elementet som n& er i roten
// synke ned til rett plass.

M. Naci Akkgk, W7.L2 &
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HEAP — DeleteMin i Java (MAW side 191) #2

HUSK-
« Array implementasjon

ALTSA: Hvis mor er pd array
index i (f. eks. i = 3) ..

Da er venstre barn pd

2xi (= 6),
og hgyre barn pé
2xi + 1 (= 3),

—— Alitid fra venstre
til hoyre

18] 8 4 [12] 9 [21[17[53[41]60] | | |
01 2 3 45 6 7 8 910111213
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HEAP — DeleteMin i Java (MAW side 191) #3

private void percolateDown( int hole ) // F. eks. hole = 1 ved inngang, verdi = 18
{ int child;
Comparable tmp = array[hole]; // tmp 'husker’ array[1] = 18
// hole inneholder verdien som skal synke ned (verdien er mellomlagret i tmp)
// currentSize = 10

for( ; hole ¥ 2 <= currentSize; hole = child ) // Sé& lenge venstre barn er i heap’en;
// og child blir ny hole i neste omgang.
{ child = hole * 2; // child er venstre barn til hole.

// f. eks. child = 2
// Velg minste barn: Hvis child (venstre barn) ikke er den siste, og hvis hgyre
// barn (=4) er mindre, velg hgyre barn. Ellers behold venstre barn.

if( child != currentSize && array[child+1].compareTo(array[child])<0 ) child++;

// NB! N& er child = 3, hgyre barn = array[3] = 4 og tmp = 18.

if( array[child].compareTo(tmp) < 0) //Ja, 4 < 18.
array[hole] = array[child]; // Altsd array[1] = array[3] = 4
else break; // og for-lgkken fortsetter med hole=3
>
array[ hole ] = tmp; // NB! Siste 'hole’ far verdien 18.

H

[-[18[8]4[12] 9]21[17[53[a1]60[15] [ ]
0123456 7 8 910111213
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HEAP — Audre Heap Operasjoner

« Selv om findMin er lett, s3 er heap-ordningskravet ikke til
hjelp hvis vi gnsker 8 implementere tilleggsfunksjonen
findMax.

« Det eneste vi vet om det stgrste elementet, er at det
befinner seg i en bladnode (hvorfor vet vi det?)

« Men ... siden cirka halvparten av nodene i et komplett

binzert tre er bladnoder, er ikke det til noe saerlig hjelp.

Hvis det er viktig & vite hvor i heapen et gitt element er, ma

vi bruke en annen datastruktur i tillegg, f.eks. en hash.

« Hvis heap-posisjonen til et element, i, er kjent, kan

fglgende operasjoner utfgres i O (log n) verstetid:
DecreaseKey(i, A), IncreaseKey(i, A) og Delete(i).
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HEAP — Reduser eller Ok Prioritet

DecreaseKey(i, A)

+ DecreaseKey minsker prioriteten til elementet i posisjon '/’ med
verdien A
(H[i1 = H[i] - A'i en heltalls-heap).

« Heap-ordningen kan bli gdelagt, s vi lar elementet flyte oppover i
heapen inntil den er kommet til en “lovlig” plass.

« Eks (0S): En systemadministrator kan gke prioriteten til en viktig
jobb.

IncreaseKey(i, A)

« IncreaseKey gker prioriteten til elementet i posisjon i’ med
verdien A
(HLi1 = HLi1 + A).

+ Heap-ordningen kan bli (zidelagt,osg vi lar elementet synke nedover
i heapen inntil det er kommet pa riktig plass.

. Eks (0S): Mange jobbfordelere senker automatisk prioriteten pa
jobber som har kjagrt lenge.
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HEAP — Slett en Heap, Bygg en Heap

Delete

. E)elete fijerner elementet i posisjon ‘i’ fra heapen. Det kan gjgres ved fgrst
a utfgre DecreaseKey(i,1) og deretter DeleteMin.

. Eks (0S): Nar en bruker dreper en prosess (kill), m& den fiernes fra
prioritetskgen.

BuildHeap
. Anta at du har N elementer som du gnsker & sette inn i en tom heap.

« En enkel innsetting tar O (1) tid i gjennomsnitt og O (log n) tid i verste
fall.

o Dermed kan vi bygge heapen i O (n) gjennomsnittlig tid og O (n log n)
verstetid ved a utfgre Insert N ganger.

. Er det mulig 8 klare 8 fa lineser tid ogsa i verste tilfelle?
« En smart BuildHeap-algoritme:

» Sett de N elementene inn i et komplett binaert tre, men uten & tenke
pa om heap-ordingskravet er oppfylt.

o fori= N div 2 downto 1 PercolateDown(i);
« PercolateDown(i) lar elementet i posisjon ‘i’ synke ned i treet.
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HEAP — Eksempel: Bygg en Heap #1

Ikke en heap! —

<+—— Etter PercolateDown(7)

Etter PercolateDown(6), ——
PercolateDown(5),
og PercolateDown(4)

SER
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HEAP — Eksempel: Bygg en Heap #2

Forrige, etter ——
PercolateDown(7)
PercolateDown(6)
PercolateDown(5)

og PercolateDown(4)

<«—— Etter
PercolateDown(3)
PercolateDown(2)

Etter PercolateDown(1) —
er treet nd en heap!
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HEAP — Tidsforbruk for Bygging av en Heap #1

Vi gnsker & vise at bygge-algoritmen har verstetid O (n).

Vi observerer at i eksemplet over er arbeidet (antall
flyttinger/tester) proporsjonalt med antallet kanter for hver
perkolering (de rgde kantene).

Antall slike (rgde) kanter kan maksimalt veaere lik summen
av hgydene til alle nodene i heapen.

Altsd:
Hvis vi kan bevise at denne summen alltid er O (n), sa er
algoritmen ogsd O (n). Det er det vi skal forsgke...

M. Naci Akkgk, W7.L2
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HEAP — Tidsforbruk for Bygging av en Heap #2

Teorem 1: I et komplett binzert tre med hoyde h og med
21 -1 noder, er summen av hgydene til alle nodene lik
2M1-1 - (h+1).

Merk: — 2% noder med hgyde h-0
— 2! noder med hgyde h-1
— 22 noder med hgyde h-2

— 23 noder med hgyde h-3

h
Alts3 er summen  S= ZZ‘(h—i)

eller S=h+2h-D)+22[(h-2)+..+2"" 1

M. Naci Akkek, W7.L2
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HEAP — Tidsforbruk for Bygging av en Heap #3

BEVIS:

« Vi bruker et triks. Vi trekker summen fra den dobbelte
summen S=2[5-S

208= 2 +2°Oh-)+2°(h-2)+..+2"V 2+2"
- S= h+20h-1)+2°Qh-2)+2°(h-3)+..+2"" 1
S=2[5-S= —-h+2+4+8+..+2M+2" 4111
—h+@+2+4+8+..+2" +2") -1
2" -1)-(h+1)

som var det vi skulle vise.

« Dette er en gvre grense.

« Siden en heap med hgyde h har mellom 2" og 2"1- 1 noder,
sa er summen O (n).
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HEAP — _Anvendelser

Sortering
- Anta at vi skal sortere n elementer.

« Ved forst a bruke BuildHeap og deretter DeleteMin n
ganger, har vi en rask O (n+nlogn) =0 (nlogn)
sorteringsalgoritme.

A finne medianen

« Vi kan ogsa finne det k'te minste elementet ved & bruke
BuildHeap og deretter DeleteMin k ganger.

« Vi har dermed en O (nlog n)-algoritme for & finne medianen
(k=n/2).
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HEAP — Hendelsessimulering

Hendelser og simulering ved hjelp av en heap

« Ved simulering (f.eks. av kassakger i et supermarked) deler
man tiden inn i diskrete biter kalt “ticks”.

. I stedet for for hvert tick a8 sjekke om det er registrert en
hendelse pa dette tidspunktet, legger man hendelsene inn i
en prioritetskg ordnet etter hendelsestidspunktet.

« Neste hendelse kan da taes ut fra toppen av heapen.

« Dette sparer mye prosesseringstid, spesielt ved hgy
tidsopplgselighet.
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NESTE GANG - Oppsummering

Disjunkt mengde ADT (Disjoint Sets, MAW kap. 8.1-8.5)
« Relasjoner aRb

« Ekvivalens relasjoner,
ekvivalens klasser,
det dynamiske ekvivalensproblemet

« Operasjoner
« Implementasjon
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