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Filterdesign i frekvensdomenet
Lavpassfiltre

• Slipper bare gjennom lave frekvenser (mindre enn en grense D
0
 

som kalles filterets cut-off-frekvens)
– I signalbehandling (1D) oppgis ofte D

0
 oppgis ofte som et tall mellom 0 og 1, da 

menes at cut-off er D
0
N/2; vi kommer da til å mene at cut-off er D

0
min{M,N}/2

• Ideelt lavpassfilter:

• Ordet ideelt kommer av at overgangene mellom 0 og 1 i H(u,v) er 
maksimalt raske

– Det må ikke tolkes som best!

H (u ,v)={1 if D(u ,v )≤D0

0 if D(u ,v )>D0

D(u ,v )=√(u�M /2)2+(v�N /2)2
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Romlig representasjon av ideelt lavpassfilter

• Vi får en «ringing»-effekt i bildet

– Husk også tommelfingerregel fra forrige forelesning:

⇔Smal/bred struktur i bildet  Bred/smal struktur i Fourier-spekteret

(trunkert sinc-funksjon)

2D IDFT
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Eksempel: Ideelt lavpassfilter

Original
D0=0.2 D0=0.3

Se på bildene i god nok oppløsning (du skal se stripe/ringing-effekter i de to til høyre)
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Matlab-eksempel: Ideelt lavpassfilter

f = double(imread('..'));

[M N] = size(f);

H = zeros(M,N);

D0 = 0.2 * min(M,N) / 2;

for i = 1:M

  for j = 1:N

    if sqrt( (i-floor(M/2+1))^2 + (j-floor(N/2+1))^2 ) <= D0 % +1 pga én-indeksering

      H(i,j) = 1;           % og nedrunding for konjugert symmetri ved odde M og/eller N

    end

  end

end

F = fftshift( fft2(f) );

g = real( ifft2( ifftshift( F.*H ) ) );

imshow(g, []);
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Notch-filtre

• Slipper igjennom (notch-passfiltre) eller stopper (notch-stoppfiltre) 
mindre predefinerte området i Fourier-spekteret

• Også disse kan bruke de samme overgangene:

– Ideelt, Butterworth, Gaussisk (eller én av mange andre typer)

• + Kan være svært nyttige

• - Ofte trengs interaktivitet for å definere de aktuelle områdene

13. mars 2012     26 / 45INF2310

Eksempel: Notch-stoppfilter

Fig. 4.64 i DIP
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Analyse av filtre
Frekvensrespons til noen vanlige filtre I
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Frekvensrespons til noen vanlige filtre II
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Design i bildedomenet og filtrering i frekvensdomenet

Fremgangsmåte (antar at bildet er størst):

1. Utvid bildet på ønskelig måte til minst (M+m-1)x(N+n-1)

2. Beregn 2D DFT-en av det utvidede bildet

3. Beregn 2D DFT-en av filteret (etter nullutvidelse)

4. Punktmultipliser de to transformerte matrisene

5. Beregn 2D IDFT av produktet

6. Forminsk resultatet til opprinnelig størrelse
(i henhold til retningen det ble utvidet i punkt 1)

Resultatet av punkt 6 vil være det filtrerte bildet
med ønsket behandling av randproblemet
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• Anta at bildet har størrelse NxN og filteret nxn

• Filtrering i bildedomenet: O(N2n) ved separabilitet eller 
oppdatering (O(N2n2) ved direkte implementasjon)

• Filtrering i frekvensdomenet er O(N2 log
2
 N)

– 2D FFT av bildet og filteret: O(N2 log
2
 N) 

– Punktmultiplikasjon i frekvensdomenet: N2 multiplikasjoner

– Inverstransform av resultatet: O(N2 log
2
 N)

– N vil kunne være opptil det dobbelt for å unngå wraparound-feil

• Konklusjon: Filtrering i frekvensdomenet er raskere når 
filteret er stort; n >> log

2
N der >> brukes (istedetfor >) 

fordi frekvensimplementeringen har høyere konstantfaktor

Når er filtrering raskest i frekvensdomenet?
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• Wraparound-feil er ikke et isolert problem for 
frekvensimplementering av romlige filtre

• Vil også forekomme ved filtrering ved bruk av
filtre designet i frekvensdomenet

• Dette er naturlig med tanke på dualiteten som 
konvolusjonsteoremet beskriver

Wraparound-feil for filtre designet i frekvensdomenet
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Eksempel: Wraparound-feil i 2D I

Original ln(Fourier-spekter) Filtrerings-
resultat

Notch-stoppfiltrert med
Butterworth-overganger
og D

0
 = 12 og n = 4.

Notch-sentre er bestemt
vha. brukerinteraksjon
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Eksempel: Wraparound-feil i 2D II

Nullutvidet
original

Notch-stoppfiltrert med
Butterworth-overganger
og D

0
 = 2*12 og n = 4.

Notch-sentre er bestemt
vha. brukerinteraksjon

Filtrerings-
resultat

ln(Fourier-spekter)
til nullutvidet org.

Det ser likt ut, men
er dobbelt så stort
i begge retninger
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Eksempel: Wraparound-feil i 2D III

Uten nullutvidelse Med nullutvidelse
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• Dersom man kun skal analysere et bilde/konvolusjonsfilter trenger man 
ikke utvide (wraparound-feil er kun knyttet til frekvensfiltrering)

• Faktisk er det bedre å la være fordi utvidelsen kan forårsake 
diskontinuitet langs randen

– Naturligvis kan det uansett være diskontinuitet langs randen når 
antagelsen om periodisk bilde er usann

– Effekten av begge diskontinuitetene er tilsvarende; utsmørning i 
Fourier-spekteret, ofte mest synlig ved de økte høyfrekvente 
bidragene langs u- og v-aksen

• At bildeutvidelse kan forårsake diskontinuitet langs randen er helt 
generelt (og ikke spesifikt for analyse av bilder/konvolusjonsfiltre)

• En vindusfunksjon kan brukes for å redusere diskontinuiteten

– En vindusfunksjon modifiserer intensitetsverdiene til bildet (før 
eventuell utvidelse) slik at de går mot null når man går mot randen

– Utføres ved å punktmultiplisere bildet med vindusfunksjonen før 2D 
DFT beregnes: 1) f

w
(x,y)=f(x,y)w(x,y) deretter 2) 2D DFT av f

w
(x,y)

Wraparound-feil, diskontinuitet og vindusfunksjoner
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Eksempel: Bruk av vindusfunksjon I

      2D DFT       2D DFT

x =
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Oppsummering

• Konvolusjonsteoremet: 

– Sirkelkonvolusjon i bildedomenet er ekvivalent med 
punktmultiplikasjon i frekvensdomenet, og omvendt

• Anvendelser:

– Design av filtre i frekvensdomenet (husk wraparound-feil!)
• Lavpass, høypass, båndpass, båndstopp, notch

– Analyse av konvolusjonsfiltre

• Studere Fourier-spekteret og tolke vba. teoremet

– Rask implementasjon av større konvolusjonsfiltre (husk wa!)

• Hindr wraparound-feil ved å utvide gråtonebildet

– Dersom ikke ønsker sirkulær indeksering

• Punktvis multiplikasjon med en vindusfunksjon:

– I bildedomenet: Redusere bidraget til randdiskontinuiteten

– I frekvensdomenet: Definere overgangene i et filter


