INF2310 — Digital bildebehandling
FORELESNING 10

FOURIER-TRANFORM — 11
Andreas Kleppe

* Repetisjon av forrige tirsdagsforelesning

e Konvolusjonsteoremet og bruk av dette:
— Design av konvolusjonsfiltre med bestemte frekvensegenskaper
— Analyse og rask implementasjon av konvolusjonsfiltre

e Hvordan unnga wraparound-feil
e Vindusfunksjoner

G&W: 4.6.6, 4.7.2-4.9.3, 4.10 0g 5.4-5.4.3
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Repetisjon: Standardbasis

Eksempel: Standardbasis for 4x4 e Et gratonebilde representeres vanligvis
som en matrise av gratoneintensiteter.

Dette tilsvarer & bruke den sakalte
standardbasisen for matriser.

Eksempel: 4x4-grdtonebilder:

— Standardbasisen er de 16
4x4-matrisene vist til venstre.

— En vektet sum av disse matrisene
kan unikt representere enhver
4x4-matrise/-gratonebilde.

<l

I bildene er
sort 0 og hvitt 1.
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Repetisjon: Alternativ basis

e Det finnes mange andre basiser for matriser.
— Muligheten til & unikt representere enhver matrise ligger i basis.

e 2D DFT bruker én slik basis som er basert pa
sinuser og cosinuser med forskjellige frekvenser.

— Disse sinusene og cosinusene er faste for en gitt bildestgrrelse (MxN)
og kan representeres som hver sin mengde av MN MxN-bilder;
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ene for 4x4-bilder Sinus-bildene for 4x4-bilder
(i bildene er sort -1, gratt er 0 og hvitt er 1)
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Repetisjon: Cosinus-bilder for stgrre bilder

% /ﬂ o tilv =N
Z

* . | ene er 3
til u = M-1 ~sort -1 og hvitt 1.
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Repetisjon: Sinus-bilder for stgrre bilder
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Repetisjon: 2D diskret Fourier-transform (DFT)

e 2D DFT av et MxN-bilde er matrisen F som er gitt ved:

e x 0g yer hhv. vertikal

M-1 N—-1
— —j2n(ux/M+vy/N)  og horisontal koordinat.
Fluv)=2, 2 flx.y)e

e 4 0g Vver hhv. vertikal

x=0 y=0 og horisontal frekvens.
e j=V—1 er den
for u = 0, 1, 2, ver, M-1 og v = 0/ 1, 2/ ey N-1. imaginzgere enheten
. (ofte betegnet /
e Merk: i matematikken)

— F(u,v) er (generelt) et komplekst tall.
— F(u,v) er en vektet sum av alle gratoneintensitetene i bildet.

e 2D invers diskret Fourier-transform (2D IDFT) er gitt ved:

| M—-1N-1 2l -
_ j2mlux I M+vyl N
f(x’y)_MN ;O VZOF(”,V)@

og vil alltid perfekt reversere basisskifte gjort av 2D DFT.
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Repetisjon: Grunnleggende om 2D DFT

e real(F(u,v)) = sum( . X 7 )
.

realdelen til punkt- cosinus-bildet
2D DFT-eni = sum( bildet multi-  for frekvens )
frekvens (u,v) plisert (u,v)

e Tilsvarende for imaginagerdelen og sinus-bildet.

e Hvert punkt i 2D DFT-en beskriver altsd noe ved hele bildet.
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Repetisjon: 2D DFT pa polarform

e Magnituden av en 2D DFT kalles Fourier-spekteret.
— Beskriver hvilke frekvenser gratonebildet inneholder.
— Sterkt knyttet til intuisjonen i Fourier-analyse.

e For & rekonstruere det opprinnelige bildet er derimot fasen viktigere:

¥
'

Alle bildene er
uniformt rekvantifisert
slik at de fyller
gratone-intervallet.

Rekonstruert

ved bruk av: Original Kun fasen  Kun spekteret Den korrekte
fasen og den
andres spekter
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Repetisjon: Utvalgte egenskaper ved 2D DFT

e F(u,v) er periodisk:
— F(u,v) = F(u+kM,v+kN)
der ker et heltall; k€Z
= F(u,v) = F(u+M,v)
= F(u,v+N)
= F(u+M,v+N)

e Bildet antas indirekte a veere periodisk: 2
— f(x,y) = f(x+kM,y+kN) der k er et heltall.

e F(u,v) er konjugert symmetrisk
hvis (og bare hvis) f(x,y) er reell.
— Konjugert symmetri: F(u,v) = F*(-u,-v)
= |F(u,v)|=|F(-u,-v)|
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Konvolusjonsteoremet

e Konvolusjonsteoremet er en sveert viktig egenskap ved 2D DFT.
— Hovedtemaet i dag er anvendelser av dette teoremet.
e Konvolusjonsteoremet bestdr av to deler:

1) N3r < betegner at hgyresiden er 2D DFT-en til venstresiden, og
Tidligere benyttet vi - & betegner sirkel-konvolusjon, d.v.s. at sirkulzer indeksering benyttes, er:

* for konvolusjon,

FogH er
men her benyttes *.
- 2D DFT-en
Denne endringen skyldes f * o . .
ikke at det her benyttes h F H fac\)/gb;:dﬁﬂs

sirkulaer indeksering.

(For 4 folge lzerebokas  Oirkelkonvolusjon i bildedomenet < Punktvis multiplikasjon i Fourier-domenet

notasjon burde vi
ha brukt *x hele tida.)

2) Tilsvarende er ogsa:

f-h  FxH

Punktvis multiplikasjon i bildedomenet < Sirkelkonvolusjon i Fourier-domenet

— Formlene antar at f, h, f * h og F 4+ H har samme stgrrelse.

F10 16.04.2013 INF2310 10 / 49



Konvolusjonsteoremet: Bevis i 1D (kursorisk)

Likhet etter definisjon, akkurat dette stedet etter definisjonen av 1D DFT

N

DFTh(z®y)

Sirkelkonvolusjon
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INF2310 11 /49



Bruke konvolusjonsteoremet til andre konvolusjoner

Kan konvolusjonsteoremet brukes for @ konvolvere bildet f med filteret A nar:

e h er mindre enn f?
— Ja, anvend teoremet pa f og hp der hp er h nullutvidet til stgrrelsen av f.

e Husk at det alltid er implisitt «antatt» at filteret er 0 utenfor randen
nar vi konvolverer, derfor er det opplagt at F* h = f * hp :

e viikke gnsker 8 behandle bilderandproblemet med sirkulzaer indeksering?

— Ja. 1) Utvid f pa den gnskelig maten og nullutvid A~ med like mange piksler.
2) Anvend teoremet pa disse utvidelsene. 3) Fjern den utvidede delen.

e For et sentrert mxn-filter (m og n er odde) ma vi utvide med minst
m-1 piksler horisontalt og n-1 piksler vertikalt.

e Huvis vi bruker teoremet uten & utvide f og h sa far vi det vi kaller wraparound-feil ;
vi implisitt antar sirkulaer indeksering p.g.a. filtrering i Fourier-domenet,
men dette er ikke gnskelig behandling av bilderandproblemet.

e vi gnsker det utvidede ut-bildet?
(Altsd gnsker vi responsen overalt hvor det er overlapp mellom f og h.)

— Ja. Som over, bare at vi nd ma utvide f og h med 2(m-1) og 2(n-1)
og i punkt 3 bare fjerne m-1 piksler horisontalt og n-1 piksler vertikalt.
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Eksempel: 5x5-middelverdifiltrering og konvolusjonsteoremet

Ut-bildet
1111111}1
11111]1]1
* L 1]1|1]1]1 =
25 1111111}1 in(c'lsjarllz:ﬁr:g
1]1]1]1]1 bilggs?ﬁe;/raeﬁe)

Nullutvidet til 512x512

2D DFT 2D IDFT 2D DFT 2D IDFT 2D DI-_I'l TZD IDFT

-200 -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200
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Eksempel: 5x5-middelverdifiltrering og konvolusjonsteoremet

-250

| Inﬂ'b"de. | 5x5-middelverdifilter nullutvidet til 512x512 ~ Ut-bildet

-200
-150
-100
-50
* 0 =
50 (sirkulzer
indeksering
og bevart

bildestgrrelse)

250
100 200 300 400 500 -200 -100

100 200

2D DFT 2D IDFT 2D DFT 2D IDFT 2D DI-_I'l TZD IDFT

— ©

-200 -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200
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Anvendelse av konvolusjonsteoremet

e Design av konvolusjonsfiltre
med bestemte frekvensegenskaper.

— Designe konvolusjonsfilteret i Fourier-domenet
slik at vi har bedre kontroll pa dets frekvensegenskaper.

e Analyse av konvolusjonsfiltre.

— 2D DFT-en til et konvolusjonsfilter gir oss innblikk i hvordan
filteret vil pavirke de forskjellig frekvenskomponentene.

e Rask implementasjon av stgrre konvolusjonsfiltre.
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Filterdesign i Fourier-domenet
Generelt

e Vi @gnsker bare 3 pavirke Fourier-spekteret
=> filteret er reelt og ikke-negativt i Fourier-domenet.

o Ofte er alle verdiene til filteret mellom 0 og 1;
0 fjerner og 1 bevarer den aktuelle frekvensen.

e Hvis DC i filteret er 1 sa bevares bildets middelverdi.
— Vi viste forrige tirsdag at DC er summen av gratoneverdiene.

— Hvis DC i filteret er 1 s& vil DC i ut-bildet bli lik DC i inn-bildet,
altsa vil summen av gratoneverdiene bevares.
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Lavpassfiltre

e Slipper bare gjennom lave frekvenser
(mindre enn en grense D, som kalles filterets cut-off-frekvens)

— I signalbehandling (1D) oppgis ofte D, som et tall mellom 0 og 1, da menes at
cut-off er D,N/2; vi kommer da (i 2D) til & mene at cut-off er D,min{M,N}/2.

o Ideelt lavpassfilter:

H(u, v) ) H(n, v)

—

1 H(M,V): | 1fD(M,V)SDO
) 1_ 0 if D(u,v)>D,
| DD - D(u,v)= u+v’

FIGURE 4.40 (a) Perspective plot of an ideal lowpass-filter transfer function. (b) Filter displayed as an image.
(c) Filter radial cross section.

e Ordet ideelt kommer av at overgangene mellom 0 og 1 i H(u,v) er
maksimalt raske.

— Det m3 ikke tolkes som best
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Romlig representasjon av ideelt lavpassfilter

-100

2D IDFT °
E] > 0
50
100
-100  -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
4x10°
Den romlige representasjonen 10°
2 er en trunkert sinc-funksjon. 3
Sinc-funksjonen er definert som:
. sin (7w x)
sinc (x )=
° T X
-0.5 . - . L . .
-100 -50 0 50 100 og SInC(O) - 1.

Horisontal intensitetsprofil gjennom origo

00 q00

e Vifar ringing i bildet.
— Husk ogsa tommelfingerregel fra forrige forelesning:

Smal/bred struktur i bildet < Bred/smal struktur i Fourier-spekteret
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Eksempel: Ideelt lavpassfilter

Original | 3[ |
Filtrert med D,=0.2min{M,N}/2  Filtrert med D,=0.3min{M,N}/2

I god nok opplasning kan striper/ringinger sees
ut fra markante kanter i de to filtrerte bildene.
Det er dette vi kaller ringing.
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MATLAB-eksempel: Ideelt lavpassfilter

f = double(imread('..");
[M,N] = size(f);

H = zeros(M,N);

DO = 0.2 * min(M,N) / 2;

fori=1:M
forj = 1:N
if sqrt( {i-floor(M/2+1))~2 + (j-floor(N/2+1))~2") <= DO
H(i,j) = 1;
end
end

end

F = fftshift( fft2(f) );

g = real( ifft2( ifftshift( F.¥H ) ) );

imshow(g, []);

F10 16.04.2013
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i og j er array-indeksene til H og
er relatert til frekvensene ved et skift:

u=i—|M/2]
v=j—|N/2]

Hvorfor floor(M/2+1)?

Hvis M er odde: DC skal vaere pikselet
midt i filteret. Da vil filterposisjonene
representere frekvensintervallet
[-floor(M/2), floor(M/2)]. Array-
indeksene vil derfor angi frekvensene
hvis vi skifter med floor(M/2) (null-
indeksert array) eller floor(M/2+1) =
ceil(M/2) (en-indeksert array).

Hvis M er like: Senterpunktet i filteret
er nd midt mellom piksler, men DC
skal ligge i et piksel. Generelt kan vi
velge om DC skal veere den M/2-te
eller (M/2+1)-te posisjonen i filteret.
Det er sistnevnte som er vanlig og
som brukes i FFTSHIFT og IFFTSHIFT.
Med dette valget vil filterposisjonene
representere frekvensintervallet
[-M/2, M/2-1]. For én-indeksering skal
vi da skifte med M/2+1 = floor(M/2+1).

Analog forklaring for floor(N/2+1).
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Butterworth lavpassfilter

e Glattere overganger mellom 0 og 1 vil redusere ringingen.

e Butterworth lavpassfilter av orden n er definert som:
|
1+[D(u,v)/ D,

H(u,v)z

e H(0,0) er 1 og H er strengt avtagende i alle retninger ut fra DC.

e D, angir avstanden fra DC til punktet der H har sunket til 0,5.

e n angir hvor rask senkningen er;
— Lav filterorden (n liten): H faller langsomt: Lite ringing (ingenting hvis n=1)
— Hagy filterorden (n stor): H faller raskt: Mer ringing
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Butterworth lavpassfilter

A EE

=~Diu, v)

il

FIGURE 4.44 (a) Pcrspective plot of a Buttcrworth lowpass-filter transfer function. (b) Filter displaved as an
image. (c) Filter radial eross sections of orders 1 through 4.
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Romlig representasjon av Butterworth lavpassfilter

abced

FIGURE 4.46 (a)-(d) Spatial representation of BLPFs of order 1, 2, 5, and 20, and corresponding intensity
profiles through the center of the filters (the size in all cases is 1000 x 1000 and the cutoff frequency is 5).
Observe how ringing increases as a function of filter order.
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Eksempel: Butterworth lavpassfilter

n=41 n=61

D, = 0.2min{M,N}/2 i alle filtreringene.
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Gaussisk lavpassfilter

o Gaussisk lavpassfilter med spredning D er definert som:

—Dz(u, v)
2D,

H(u,v)=e

altsa en 2D normalfordeling (uten konstantfaktoren) med
DC som forventning og D, som standardavvik (i hver retning, ingen kovarians).

e H(0,0) er 1 og H er strengt avtagende i alle retninger ut fra DC.
e Standardavviket angi avstanden fra DC til punktet der H er =0,6.

e 2D IDFT-en av et Gaussisk lavpassfilter er ogsa Gaussisk.
— Far ingen ringing i bildedomenet!
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Gaussisk lavpassfilter

H(u, v) H(u, v)
A A
1.0
Dy= 10
0.667 | ~ Dy =20
~ Dy = 40
Dy =100
U
= D(u, v)
\i
u
abc

FIGURE 4.47 (a) Perspective plot of a GLPF transfer function. (b) Filter displayed as an image. (c¢) Filter
radial cross sections for various values of D,

Husk tommelfingerregelen:
Smal/bred struktur i bildet < Bred/smal struktur i Fourier-spekteret
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Haypassfiltrering

e Et hgypassfilter kan defineres ut fra et lavpassfilter:
HHP(M’ V)ZI_HLP(u’ V)

e Ideelt hgypassfilter:
0 if D(u,v)<D,

Hlu,v)=
() 1 if D(u,v)>D,

e Butterworth hgypassfilter:

H(u,v)= 1

1+[Dy/D(u,v)]™"

e Gaussisk hgypassfilter:
—D? (u , v)
2D;

H(u,v)=1—e
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Bandpass- og bandstoppfiltere

e Bandpassfilter: Slipper kun gjennom energien i et bestemt
frekvensbdnd <D, Dy;;n> (eller <Dy-Q, Dy+Q>).

low’

e Bandstoppfilter: Fjerner energien i et bestemt frekvensband
<D s Phigh™-

low”

Bandstopp Bdandpass

e Kan bruke de samme overgangene
som for lav-/hgypassfiltre:

— Ideelt, Butterworth, Gaussisk
(finnes ogsa mange andre).
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Notch-filtre

e Slipper igjennom (notch-passfiltre) eller stopper (notch-stoppfiltre)
energien i mindre predefinerte omradet i Fourier-spekteret.

e (Ogsa disse kan bruke de samme overgangene:
— Ideelt, Butterworth, Gaussisk (eller én av mange andre typer).

e + Kan veere sveert nyttige.

e - Ofte trengs interaktivitet for 8 definere de aktuelle omradene.
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Eksempel: Notch-stoppfilter

Fig. 4.64 i DIP
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Analyse av filtre
Fourier-spekteret til noen lavpassfiltre
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h i Prewitt-operatoren (en gradientoperator)

Y
* il { -
X
1 - ;
, 15
1
1]0]-1
1]0]-1
1]0]-1
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Fourier-spekteret til noen hgypassfiltre
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Rask implementering
Design i bildedomenet og filtrering i Fourier-domenet

Situasjon: Skal filtrere et bilde med et konvolusjonsfilter.
Fremgangsmate: Utfgre filtreringen i Fourier-domenet.

Initielt forslag til fremgangsmate (antar at bildet er stgrst):
1. Beregn 2D DFT-en av bildet.

2. Beregn 2D DFT-en av filteret etter nullutvidelse.

3. Punktmultipliser de to 2D DFT-ene.

4. Beregn 2D IDFT av produktet.

Resultatet av punkt 4 vil veere det filtrerte bildet.
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Eksempel: Wraparound-feil i 1D

f(m) f(m)
3 ; :3
+—t m - }
0 200 400 0 200 400
h(m) h(m)
2 : 2
} —t m v
0 200 400 0 200 400
h(—m) h(—m)
L m
0 200 400 0 200 400
h(x —m) h(x —m)
— | X | -— — | X | -—
—— m 1 f
0 200 400 0 200 400
f(x)*g(x) f(x)*g(x)
1200 4 L 2000 .
600 - A 4 md‘a_/_\ ..... ;
X ———
0 200 400 600 800 0 200 400

F10 16.04.2013

I Range of =~
Fourier transform
computation
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m

Fig. 4.28 i DIP

35/49



Wraparound-feil

Nar vi filtrerer i bildedomenet velger vi hvordan vi skal
behandle bilderandproblemet, ingenting er implisitt antatt.

— Ofte nullutvider vi inn-bildet.

P.g.a. periodisitets-egenskapen til 2D DFT er sirkulaer indeksering
implisitt antatt ndr vi filtrerer i Fourier-domenet.

For & benytte en annen utvidelse av inn-bildet
utvides pa gnskelig mate for 2D DFT-en av det beregnes.

— Filteret m& da nullutvides til stgrrelsen av det utvidede inn-bildet.

Dersom inn-bildet har stgrrelse MxN og filteret mxn,
ma det utvidede inn-bildet minst ha stgrrelse (M+m-1)x(N+n-1).

— Kan utvide i vilkarlig retning, ofte velges det & legge til pa slutten.
— Dersom bildet er starst er (2M-1)x(2N-1) alltid tilstrekkelig.
2D DFT-en av det utvidede inn-bildet og det utvidede filteret beregnes.
2D IDFT-en av punktproduktet av 2D DFT-ene beregnes.
Pikslene som inn-bildet med utvidet med fjernes, resultatet er ut-bildet.
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Design i bildedomenet og filtrering i Fourier-domenet

Fremgangsmate (antar at bildet er stagrst):

Utvid bildet pd gnskelig mate til minst (M+m-1)x(N+n-1)
Beregn 2D DFT-en av det utvidede bildet.

Beregn 2D DFT-en av filteret etter nullutvidelse.
Punktmultipliser de to 2D DFT-ene.

Beregn 2D IDFT av produktet.

Fjern pikslene bildet ble utvidet med i punkt 1.

oy h =

Resultatet av punkt 6 vil veere det filtrerte MxN-bildet
med gnsket behandling av bilderandproblemet.
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Nar er filtrering raskest i Fourier-domenet?

e Anta at bildet har stgrrelse NxN og filteret nxn.

e Filtrering i bildedomenet:
— O(N*n?) ved direkte implementasjon.
— O(N®n) ved bruk av separabilitet eller oppdatering.

o Filtrering i Fourier-domenet er O(N” log, N)

— 2D FFT av bildet og filteret: O(N? log, N).
— Punktmultiplikasjon i Fourier-domenet: N2 multiplikasjoner.
— 2D IFFT av resultatet: O(N? log, N).

— (For & unngd wraparound-feil vil N métte veere opptil det dobbelt,
men dette bidrar «bare» til ytterligere gkt konstantfaktor.)

e Raskere & filtrere i Fourier-domenet nar filteret er stort.
— n >> log,N der >> brukes (istedenfor >) fordi
Fourier-implementeringen har hgyere konstantfaktor.
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Wraparound-feil for filtre designet i Fourier-domenet

e Wraparound-feil er ikke et isolert problem for
Fourier-implementering av romlige filtre.

e Vil ogséd forekomme ved filtrering ved bruk av
filtre designet i Fourier-domenet.

e Dette er naturlig med tanke pa dualiteten som
konvolusjonsteoremet beskriver.
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Eksempel: Wraparound-feil i 2D

50
1004
150 £

200+

Original
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50 100 150

-100 -100
-50 -50
0 5 0
50 50
200
100 100
-50 0 50 -50 0 50

In(Fourier-spekter) Notch-stoppfiltrert med
Butterworth-overganger
ogD =1209n =4

Notch-sentre er bestemt
v.h.a. Brukerinteraksjon.
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Filtrerings-
resultat
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Eksempel: Wraparound-feil i 2D

50

100 501

150

200 100+

250

300 150 j-.:

350 i _

400 200 -'_;A g L

450
100 200 300 -100 8 100 -100 8 100 i 5‘0 160 | 150
Nullutvidet In(Fourier-spekter) Notch-stoppfiltrert med Filtrerings-
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Eksempel: Wraparound-feil i 2D
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Wraparound-feil, diskontinuitet og vindusfunksjoner

e Dersom man kun skal analysere et bilde/konvolusjonsfilter trenger
man ikke utvide (wraparound-feil er kun knyttet til Fourier-filtrering).

e Likevel vil 2D DFT-en og analysen av denne
bli pavirket av eventuell diskontinuitet langs bilderanden.

— Dersom vi ikke utvider sa antas implisitt periodisk utvidelse
p.g.a. periodisitets-egenskapen til 2D DFT.

— Dersom vi utvider kan dette ogsa forarsake diskontinuitet.

— Begge fremgangsmadtene vil ofte gi diskontinuitet i praksis, og
resulterer i utsmgrning av Fourier-spekteret langs u- og v-aksen.

e En vindusfunksjon kan brukes til 3 redusere diskontinuiteten.

— En vindusfunksjon modifiserer gratoneverdiene til bildet
slik at de gar mot null ndr man gar mot randen.

— Utfgres ved @ punktmultiplisere bildet med vindusfunksjonen
for 2D DFT; 1) f (x,y)=f(x,y)w(x,y) deretter 2) 2D DFT av f, .
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Eksempel: Bruk av vindusfunksjon
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Effekten av vindusfunksjoner

e Huvis vi bruker vindusfunksjon til 3 redusere diskontinuiteten
langs bilderanden gjar vi f (x,y)=f(x,y)w(x,y) for 2D DFT.

e Dette gjgr at bidrag fra bilderandens diskontinuitet reduseres
i 2D DFT-en og dets Fourier-spekter.

— Ofte mest tydelig ved redusert aksebidrag,
men vi pavirker ogsa andre frekvenser i bildet.

e Vindusfunksjonens totale effekt er lettest a forsta v.b.a.
konvolusjonsteoremet; Effekten av en punktmultiplikasjon i
bildedomenet er en sirkelkonvolusjon i Fourier-domenet.

— Punktmultiplikasjon med en bred klokkefunksjon i bildedomenet
< sirkelkonvolusjon av en smal klokkefunksjon i Fourier-domenet.

— Bruk av vindusfunksjon glatter Fourier-spekteret.
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Eksempel: Bruk av vindusfunksjon
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Vindusfunksjoner

e Det finnes mange typer vindusfunksjoner.
e Ofte defineres de i 1D og utvides til 2D ved matrisemultiplikasjon.

— 1D samplet vindusfunksjon /A (kolonnevektor) gir 2D-en ved hh’ .
e Forrige eksempel benyttet 7ukey-vinduet, som i 1D er definert som:

( ! [1 + cos (?T (ﬁ - 1))} when( €< n < “{‘n{;”
w(n) = 4 1 when “{"ﬁg_l) <n<(N-1)(1-%)

\% {1 + cos (?T (Q{E}H_” - fj+ 1))] when (N —1)(1 - ‘2—‘) <n<(N-1)

— Parameteren o kontrollerer skarpheten til overgangen;
0 gir et rektangulaert vindu, 1 gir et glatt vindu kalt Hann vinau.

e Vindusfunksjoner kan ogsd brukes i Fourier-domenet,
da til 3 definere overgangene i et filter.

— Butterworth og Gaussisk er vindusfunksjoner.
— Alle vindusfunksjoner kan brukes i begge domener.
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Korrelasjonsteoremet

e Korrelasjon har tilsvarende 2D DFT-egenskap som konvolusjon:

— Nar < betegner at hgyresiden er 2D DFT-en til venstresiden, og

¥ betegner sirkel-korrelasjon og * betegner komplekskonjugering, er:
FogHer

2D DFT-en

f wh < F " H av bildene

f og h, hhv.
Sirkelkorrelasjon i bildedomenet <> Punktmultiplikasjon med F i Fourier-domenet

— Tilsvarende er ogsa:
f-h o F*xH

Punktmultiplikasjon med f* i bildedomenet < Sirkelkorrelasjon i Fourier-domenet

e Bortsett fra komplekskonjugeringen av F eller f
og at vi skal korrelere istedenfor & konvolvere
er dette teoremet helt likt konvolusjonsteoremet.

e Kan f.eks. brukes til «template matching».
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Oppsummering

Konvolusjonsteoremet:

— Sirkelkonvolusjon i bildedomenet er ekvivalent med
punktmultiplikasjon i Fourier-domenet, og omvendt.

Anvendelser:
— Design av konvolusjonsfiltre i Fourier-domenet (husk wraparound-feil!).
e Lavpass, hgypass, bandpass, bandstopp, notch.
— Analyse av konvolusjonsfiltre.
e Studere Fourier-spekteret og tolke v.b.a. teoremet.
— Rask implementasjon av stgrre konvolusjonsfiltre (husk w.a.-feil!).
Hindr wraparound-feil ved & utvide gratonebildet.
— Dersom vi ikke gnsker @ benytte sirkulaer indeksering.
Punktvis multiplikasjon med en vindusfunksjon:
— I bildedomenet: Redusere bilderanddiskontinuiteten.
— I Fourier-domenet: Definere overgangene i et filter.
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