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Tema

Fra forrige gang
z-transformasjonen
DTFT; Diskret tid Fourier transformasjon
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Dagens temaer

Fra forrige gang

Frekvensrespons funksjonen
Fourier rekker og transformer
Egenskaper til DT Fourier transform
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z-transformasjonen

» Definisjon; formel + ROC

» Egenskaper

» Drofte systemer vha z-transformen
» Invers z-transformasjon

Poler og nullpunkter

v
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Egenfunksjoner til et LTI system

» La
x[n] =™ —co<n<oo, Qel-mmn] Diskret tid Fourier transform; DTFT

» Daer Notasjon:

Analyse : X(Q) = F{x[n]} =302 __ x[n]e~ "
Alternativt: X(F) = >0 _ x[n]e 727Fn,

Syntese : x[n] = F~H{X(Q)} = 2~ [, X(Q)e*"dQ.
Alternativt: x[n] = fisz X(F)e?™F gF.

x[n & x(Q).

v

ylnl = hlalsxin) =" " hlklx[n— k]

= > hKeR = em 3" hlkle*
—  H(Q)e™™ = H(Q)x[n].

v

v

v

v

» dvs at egenfunksjonen til et LTI system er
x[n =™, —co<n<oo, Qe€][-mmn].
» og egenverdien, benevnt H(2), er
H(Q) = Y% hlkle 7k,
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Frekvensresponen til LTI system
» Hvis inngangssignalet er en kompleks eksponensial

x[n] = Ae’® e, blir utgangssignalet
Tema

yin =" hlkjAe?® e
= (>0, hiKle™2) Aer®err
= HQ)Ae®e®  _—o<n<oo

Frekvensrespons funksjonen

hvor
HQ) =Y h(k)e k.

» H(w): Egenverdi til LTI system,
Ae’® e Egenfunksjonen til LTI systems.

» H(Q) og h[n] er relatert pa en unik mate.
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H(Q) = 352 hlk]e .

H(Q): Frekvensresponsen

>

» H(Q) er en funksjon av frekvensvariabelen .
>

H(Q) er, generelt, en kompleks storrelse, og kan skrives

som:
» Reell og imagineer del: H(Q2) = Hr(2) + yH(Q2) eller
» Magnitude og fase: H(Q) = |H(Q)|e’®),
» hvor |[H(Q)? = HQ)H*(Q) = HA(Q) + H3(Q)
> 0g ©(Q) = tan~" F13.

» Gruppeforsinkelsen (eller envelopeforsinkelsen) til H:
Q) — _99©Q)
79(Q2) = ——ga -
» http:
//en.wikipedia.org/wiki/Group_velocity/

» Periodisitet: Siden x[n] = &% = g"(%+27) m3 vi ha at

H(Q0) = H(Qp + 271).
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Tema

Fourier rekker og transformer
Kontinuerlig tid Fourier rekke og transform
Frekvens analyse av diskret tid periodiske signaler
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Example

Betrakt LTI-system med enhets step respon
h[n] = a"u[n], a« € R, |a| < 1.
Frekvensresponsen er da

HQ) =" hine”™®=13"" anem™
oo 1
— -\ _
- Zk:()(ae ) T ae I’

Kvadrert magnityde H(2) er
|H(Q)|2 _ 1 . 1 _ 1

T 1—ae 1 1—qef? 1+02—2a.c0sQ’
(o] 0] faseresponsen er

1 H(Q 1 _asi
O(Q) =tan 1%ztan ! masing

Gruppeforsinkelsen er gitt som

__ aP—acosQ
TQ(Q)_ 1+a2—2acosQ”
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Fourier rekker og transformer g rosto

» Mal: Utvikle et matematisk verktay (et “prisme”) som

dekomponerer signaler (“lys”) inn i sinus og cosinus
komponenter (“farger”).

» Virere: Utvilke verktayet (“det inverse prismet”) som
syntetiserer et signal fra beskrivelser av dets
frekvenskomponenter .

White light

[| Beam of
sunlight

(b)

Figure 4.1.1  (a) Analysis and (b) synthesis of the white light (sunlight) using
glass prisms.
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Kontinuerlig tid Fourier rekke og transform

De fire Fourier rekkene/transformasjonene

Continsous-ine szl Disrte e inis » Fourier rekker: Dekomposisjon av signaler til sum av
Time-domain Frequency-domain Time-domain Frequency-domain . . .
sinus/cosinus ledd (eller komplekse eksponensialer)
\/\D\ ...||}||... o= TTTLT? tle e, -v-.'IT,TTT,IIT,--'k — frekvens domenet. o
oo I R o » De aller fleste signaler av prakisk interesse kan
B onheoomee =2 oo, sy Zyner ;F dekomponeres i en sum av sinus/cosinus ledd.
SO R T emEse » Periodiske signaler: Fourier series.
Continuous and periodic Discrete and aperiodic Discrete and periodic Discrete and periodic > Ende“g energi Signaler: Fourier tranSfOI’m.
X (1) XF) xny X(w) . . .
T W » Viktig i analyse av LTI systemer:
i 5 ‘ g - nTTTTTn e B I I B » Et LTI systems respons til en sinus/cosinus er en
S| xm=[noerma —> Xor=E e =3 tilsvarende sinus/cosinus, men med en (kompleks)
2 .
B E= =] X e ar <|: w0 =35, Xwieiondo skalerin g.
I —— I > Et LTI systems respons til en linezer sum av sinus/cosinus

ledd er en tilsvarende sum av sinus/cosinus ledd med kun

Figure 43.1 S f analysis and synthesis formulas. . .
e S S en mulig kompleks skalering av hvert ledd.
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Fourier rekker til CT periodiske signalert&

> Huvis x(t) er et periodisk signal som tilfredstiller Dirichlet Fourier transformasjonen til CT signaler
krav, sa er
» Syntese likn.: x(t) = Y52 cre?2mkbl,
» Analyse likn.: ¢x = %p J5, x(t)e 2 kbt

» Betrakt et aperiodisk signal x(t) med endelig lengde.
» Konstruer et periodisk signal x,(t) med periode T.
» Daer x(t) =Ilimr, _ . Xp(1).

» Dirichlets krav: ") To—o %p(1)

1. Signalet x(t) har et endelig antall diskontinuiteter innenfor
enhver periode.

x(1)

2. Signalet x(t) innehar et endelig antall maks og min punkte 0 TR g
innenfor enhver periode. ®

3. Signalet x(t) er absolutt integrerbar innefor enhver periode .y
dvs [ [x(t)ldt < cc. /4\4‘/2 NN é\

» | praksis vil alle periodiske signaler av interesse tilfredstill¢
disse kravene.

» Andre periodiske signaler kan ogsa ha en Fourier rekke
representasjon.

(b)

Figure 4.1.7  (a) Aperiodic signal x(¢) and (b) periodic signal x,(¢) constructed
by repeating x () with a period 7.
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. : . : Diskret tid Fourier rekker.
Fourier transformasjonen til CT signaler

» Gitt et signal x[n] med periode N, dvs. x[n] = x[n+ N]¥N,
da vil
x[n] = II:I;(; Ckej27rkn/N,
hvor {ck} er Fourier koeffisienten i rekkeutviklingen.
» Fourier koeffisienter:
o =4SN x[nje=” N 1 =0,1,...,N - 1.
» {cx} representerer amplitude og fase til
frekvenskoeffisienten
sk[n] = e2™k/N — @un Q= 2mk /N.
» {cx} er periodisk med periode N.

» Hvis x(t) er et aperiodisk signal som tilfredstiller the
Dirichlet krav, sa er

» Syntese likn,: x(t) = [0 X(f)e®™"df.
> Analyse likn.: X(f) = [*_x(t)e=2"dt.
» Dirichlets krav:

1. Signalet x(t) har et endelig antall diskontinuiteter.
2. Signal x(t) innehar et endelig antall maks og min punkter.
3. Signal x(t) er absolutt integrerbart, dvs [ _[x(t)|dt < co.

» Alle signaler av praktisk interesse tilfedstiller disse kraveng

Ifi/lJiO  AA, INF3470 Time 6 Okt. 2009 Ifi/lJiO  AA, INF3470 Time 6 Okt. 2009
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Energitetthetsspekter av periodiske sekvenser
Gjennomsnittlig energi av et diskret tid periodisk signal: Fourier transformasjonen til diskrete ikke-periodiske
_ 15N 2 _ N N-1. 12 .
Px = 5 > n—o IX[N]I* = > k2o lCkl* signaler.

Parseval’s relasjon.
> X(Q) =32 x[n]e .
» X(9Q) representerer frekvensinnholdet i signalet x[n], dvs.
» X(Q) er en dekomposisjon av x[n] inn i sine
frekvenskomponenter.

Fourier rekker av reelle diskrete periodiske signaler

» Hvis x[n] er reell (x*[n] = x[n]), s& er
> Cj = C_x, eller ogsa
» Like symmetri: |c_k| = |ck|,
Ulike symmetri: —Zc_x = Zck.
» Reelle signaler kan uttrykkes som
x[n] = co+2k_q|ck|cos(3Tkn + by)
= ap + Y k4 (ak cos(37kn) — by sin(3Tkn)
hvor ag = ¢y, ax = 2|ck| cos Ok, bx = 2|ck| sin bk, 0g
L= N/2hvis N like og L = (N — 1)/2 hvis N ulike.

» Unik over frekvensintervallet (—m, 7), eller ekvivalent
(0,27).

» X(Q) er periodisk med periode 27.

> x[n] =5 [T X(Q)e*"dQ.

20
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Fourier transformasjonen til diskrete ikke-periodisk Diskret tid Fourier transform; DTFT

signaler ... Notasjon:

» Analysis : X(Q) = F{x[n]} =302 __ x[n]e~ "
» Alternativt: X(F) =>0° __ x[n]e= 727
» Syntese : x[n] = F~{X(Q)} = & [, X(Q)e’"dQ.

> Alternativt: x[n] = ['/7, X(F)e?™"F oF .

» Konvergerer: Xy(Q2) = Zﬁ:_Nx[n]e—JQ” konvergerer
uniformt til X(£2), dvs. limy_.{supq | X(Q2) — Xn(Q2)|} = O
» Garantert hvis x[n] er absolutt summerbar.
» Mulig med kvadratisk summerbare sekvenser hvis
mean-square konvergenskriterium er oppfylt.

» Energitetthetsspekter

Ee= Y o Wl = 4 [T, IX(@)Pag. > Al & X(9),

21 22
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Fra z-transf. til DTFT

» Finner X(Q2) ved & evaluere z-transformasjonen langs
enhetssirkelen. Tema
> X(2) = 2{x[n]} = >0 x[njz™"
» z=Re”?F Lar R=1 og far:
Egenskaper til DT Fourier transform

Inlx@|

tween X (2) and X () for the sequence
4, with A = Land L = 10

23 24
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Egenskaper til DTFT

» Symmetri » Tidsreversering / Folding:
S ——— F{x[—n]} = X(—Q)
e T e (dvs. frekvensinnhold reelt signal (X(—) = X*(Q2))
avhenger bare av form.)
» Konjugering:
F{xr(n} = X*(=9Q).
» Konvolusjon:
Faln] « xe[n]} = F{xan} F{xe[n]} = Xi(2)Xa().
» Korrelasjon: F{r,x,} = Sx;x, = X1(2)Xa(—Q).

Egenskaper til DTFT ...

Realle signaler x[n] har konjugert symetrisk X(£2).

» Linearitet: Kryss-korrelasjonstetthetsspektrum.
Flaxi[n] + bxo[n]} = aF {x1[n]} + bF{x2[n]}. » Wiener-Khintchine teorem:
» Shifting i tid: La x[n] veere et reelt signal. Da er

F{x[n— K]} = X(Q)e 79,
(dvs. frekvensinnhold avhenger bare av form.)

F{ra(N)} = Sx(£2) = X(Q)X(-Q) = X(Q2)X*(%2).
(Ingen faseinformasjon, dvs ikke unik!)

25 26
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Sammenheng mellom system funksjon og frekvens
Egenskaper til DTFT ... respons
_ o [ee) e)
> Shifting i frekvens: > H(Q) = H(2)|z—em = 2n=—oc AlN]E™
F{x[n]e’™ = X(Q — Q). » Hvis H(z) rasjonell,

Modulasjon:

F{x[n]cos[Qon]} = F[X(Q + Qo) + X(Q — Qo)]-
» Parseval’s relasjon / Energi:

Ex = Yontoo IX[MP = 25 7 IX(Q)12d.
» Multiplikasjon:

F{xi[n] - xe[n]} = F{xi[n]} ® F{x[n]} =

2= | X1(0)X2(Q — 0)do.

® : Periodic convolution.

_B@) _ Sobe™ M (1-ze 99
A0) = @) = 55 aem = Ponfr 1—pey
hvor {ax} og {bx} reelle, men {z} og {px} kan veere
komplekse.
» Magnitude kvadrert: |H(Q)[? = H(Q)H*(Q)
» H*(Q) finnes ved & evaluere H*(1/z*) pa enhetssirkelen.
» Nar {h[n]} reell (= {ax} and {bx} reelle)
= komplekse poler og nullpunkter opptrer i
kompleks-konjugerte par
= H*(1/z*) = H(z "), i.e. H(Q) = H(-Q) og
[H(Q)]? = HQ)H*(Q) = HQ)H(-Q) = H(2)H(z")|;—e

27 28
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Ideell filterkarakteristikk

» |deelle filte har konstant magnitudekarakteristikk.
Tema g

» Skal se pa responskarakterstikk av lavpass, hoypass,
bandpass, all-pass og bandstop eller band-eliminasjons

LTIl systemer som frekvens-selektive filtre filtre.

Ideell filterkarakteristikk & enkle filtre » Lineaer faserespons

Ideelle filtre har lineaer fase i passbandet.
» | alle tilfeller: Ideelle filtre er ikke fysisk realiserbare!

» Design av enkle digitale filtre

1. Basert pa pol- og nullpunktplassering.
2. Alle poler innenfor enhetssirkelen (nullpkt hvor som helst).
3. Komplekse poler/nullpkt. i komplekskonjugerte par.

29 30
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Ideell filterkarakteristikk ...

1H(@)!

i - Enkle filtre
S » Lavpass
, » Lavpass til hgypass transformasjon
b\ 1. Hip(Q) = Hp(Q — ), i.e.
T Pl = (&™) hp[n] = (=1)"hp[n].
—%—% Digitale resonatorer

1H(@)!

Notch filire
Kam filtre
All-pass filtre

1 Bandstop

= 0 o n
1H(@)

vV v v Vv

1 All-pass.

- 0 E3

Figure 5.4.1 Magnitude responses for some ideal frequency-selective
discrete-time filters.

31 32
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Lavpass and hgypass filtre Lavpass and hgypass filtre ...

~ DD 3
NPNPRNP, E
DD T
NPV ==

. Figure 543 Magnitude and phase response of (1) a single-pole filter and (2) a
Highpass one-pole, one-zero filter; H, (2) = (1 — a)/(1 —az ™),
Hy (@) = [(1— @)/2)[(1 4 2-)/(L = az~)] and a = 0.

Figure 5.4.2  Pole-zero patterns for several lowpass and highpass filters.
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|H(w)l

0.4
02

=2

O(w)
NI o IR

- -z 0 T n
2

Figure 5.4.4 Magnitude and phase response of a simple highpass filter;
H@) =[0-a)/2)[(1 =27/ +az™")] witha = 0.9.

33
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Bandpass filter
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Figure 5.4.7 Magnitude and phase response of digital resonator with zeros at
w=0andw=ox and (1) r = 0.8 and (2) r = 0.95.

1.2 T 4 v . s
Digital resonator
1.0 ]
0.8+ 1
3 o6l )
£ 0.6
0.4r 1
021 1
= P ' T P
3 0 2
<] H
£ 0
-§ 2
= _zl =
2 71 © &
7t i Figure 5.4.6 (a) Pole-zero pattern and (b) the corresponding magnitude and
. . . phase response of a digital resonator with (1) r = 0.8 and (2) r = 0.95.
- _ 0 n k4
2 2
Figure 5.4.5 Magnitude and phase response of a simple bandpass filter in
Example 5.4.2; H(z) = 0.15[(1 — z72)/(1 + 0.7z72)].
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Notch filter

20108 |H)

s B g B *

H H

Figure 5.4.9 Frequency response characteristics of a notch filter with a notch at
w=m/4or f=1/8; Hz) = G[1 —2coswpz™! +z77].

UNIVERSITETET
I OSLO

6(w)

- x 0 T ™

Figure 5.4.10  Frequency response characteristics of two notch filters with poles
at(1)r =085 and (2) r = 0.95;
H(z) = bo[(1 —2coswpz ™' +272)/(1 = 2r coswyz ™! + rz72)].
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Allpass filter

Co o,y

7 @,
wy
0 a J1T oL 1
a
1
(o)
(@) (b)
Figure 5.4.16  Pole-zero patterns of (a) a first-order and (b) a second-order
all-pass filter.
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Figure 5.4.17 Frequency response characteristics of an all-pass filter with system
functions (1) H(2) = (0.6 +271)/(1 +0.627),
(@) H) = (r? —2rcosawpz™" + 272/ (1 = 2r coswpz™" +r2272), r = 0.9,
o =n/4
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Kam filter

|H(w)|

Figure 5.4.11

12 : - .
10} 1
0.8F y
0.6} ]
0.4+ 1
02t ]

s T 0 : x

2

Magnitude response characteristic for the comb filter given by
(5.4.34) with M = 10.
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