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Dagens temaer

z-dometet; ett av tre domener
ztransformasjonen; definisjon og egenskaper

H(z); systemfunksjonen og implementasjoner
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Tema

z-dometet; ett av tre domener
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3 domener
Digitale systemer kan analyseres i tids-, frekvens- eller z-domenet...

1. Tidsdomenet, eller n-domenet:
» Domenet for sekvenser, impulsresponser og differens likninger.
> Signaler er generert og prosessert i dette domenet.
> Filtre er implementert i dette domenet.

x(t) ADC { x[n] h[n] y[n] = x[n]*h[n] w .~
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3 domener
Digitale systemer kan analyseres i tids-, frekvens- eller z-domenet...

2. Frekvensdomenet, eller 2-domenet:
» Domenet for frekvensresponsen & spektrumrepresentasjon, og
tolking av disse!
» Viktig for analyse av f.eks lyd, men sjeldent benyttet til
implementasjon (i HW).

x(t) ADC xn] h[n] y[n] = x[n]*h[n]

FTL H () | =X H(w)@}m
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3 domener
Digitale systemer kan analyseres i tids-, frekvens- eller z-domenet...

3. zdomenet:
» Domenet for ztransformasjonen, operatorer, poler &

nullpunkter.

> Eksisterer primart fordi det muliggjgr en matematisk analyse
& syntese.

x(t) ADC X[n] h[n] y[n] = x[n]*h[n] >
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Hvorfor flere domener???

» Vanskelige analyser i et domene kan veere enklere i et annet
domene ...

> Flere domener kan gi bedre innsikt ...
» Eksempel: Finn utgangssignalet y[n] nar: x[n] —>—> yn]

Beregning:
» n-domenet: Her m3 vi bruke konvolusjon (en krevende
operasjon).
» z-domentet: Reduseres til polynomsk multiplikasjon.
Stabilitet:

> n-domenet: Bounded Input Bounded Output (BIBO) - dvs.
dersom |y[n]| < B for alle x[n], der B er en endelig verdi.
» z-domenet: Dersom enhetssirkelen ligger i “Region of
Convergence” (mer om dette snart).
Kausalitet:
» n-domenet: Kun benytte tidligere og nétids sampler.
» z-domenet: Alle poler innenfor enhetssirkelen.
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Tema

z-transformasjonen; definisjon og egenskaper
Definisjon
ROC
Et lite case
Egenskaper
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Definisjon av z-transformasjonen

[e.°]
> X(z) = Z{x[n]} = > xnz ",
n=—00

hvor z = re>™F = re*? er en kompleks variabel.
» En uendelig potensrekke; eksisterer kun for de verdiene av z

hvor rekken konvergerer

= Region Of Convergence (ROC);

den mengen av argumenter hvor X(z) antar en endelig verdi.
» Notasjon:

x[n] & X(2)

x[n] < = X(2)
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Repetisjon: Sammenhengen mellom

vinkler /frekvenser

» Hvaer Qi z= refi?

0 = wt=2rft
| digital konvertering, t = Tsn

f
=2nflsn=21—n

10/31

s Symbol Enhet Beskrivelse

=2nFn=Qn t [s] Tid

n Samplenummer

f [Hz] Signalets frekvens

T, [s] Samplingsperiode

F, [s7!]  Samplingsfrekvens

F Normalisert frekvens

Q [rad] Normalisert vinkelfrekvens
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Definisjon av z-transformasjonen ...

> ztransformasjonen er en funksjon
av en kompleks variabel; illustreres
i det komplekse zplanet.

> I _
ot
—-n __ re—]27rfTsn = re ]27Tfsn N

re—an

T telz)

» z-transformasjonen evaluert pa
enhetssirkelen tilsvarer DTFT ;
(tema for kapittel 5): 1

X(&) = X(2)| e

» Hvis DTFT en eksisterer, s ligger
enhetssirkelen i ROC
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Drill problem 4.2
(a) x[n] = 0.5" u[n]. Finn z-transformen X(z) og dens ROC.
(b) y[n] = (—0.5)" u[n]. Finn z-transformen Y(z) og dens ROC.

(c) gln] = —(0.5)" u[—n — 1]. Finn z-transformen G(z) og dens
ROC.
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Visual presentation of Drill problem 4.2 a
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ROC
» Gitt endelig lengde sekvens x[n]. Da er X(z) et polynom i z
Ny
eller 7! (X(z2) = > x{n]z~") som konvergerer for alle z
n=N1

bortsett fra

> i z=0, hvis X(z) inneholder ledd p& formen z~
> i z= 00, hvis X(2) inneholder ledd p3 formen z"

n

—> X(z) endelig for hele planet med mulig untak for z=0 og
z = oo0.

» Mer generelt, s& er X(z) en rasjonell funksjon:

N(z)  by+biz '+ byz ™ S bz

X(z) = =
(2 D(z) ag+ajzt+---+ayz N ZLVZO akzk
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Rasjonell z-transformasjon

> X(z) = N(z) _ botbiz'dtbyz=" _ 33 bz
D(z) = aotaizl+tayz N = SN 5k

» Hvis ag # 0 og by # 0, sd kan vi ungd negative eksponenter

av z ved 3 faktorisere ut leddene bpz~M og apz~":

X(z) = N(z) _ bgzM 2M+(b1/b0) 2+ +bu/bo
- D(Z) - aoz—’\’ ZN+(31/30)ZN_1+~“+3N/30
boz=M (z=21)(z=22)--(z2=2m)

aoz=N (z—py)(z—p3)(z—pn)
@ZN—MHkle(Z*Zk)

a0 HkN:1(z*Pk)
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Rasjonell z-transformasjon ...

M
e
» M endelige nullpunkt z= 2z, z3, ..., zpm.
> N endelige poler z= py, py, ..., py-
> |N — M| nullpunkt (hvis N > M) eller poler (hvis N < M) i
origo z= 0.
» Poler og nullpkt kan forekomme i z= co. Et nullpkt eksisterer
i z= 00 hvis X(co) = 0 og en pol eksisterer i z= oo hvis
X(o0) = 0.
> Teller vi med alle poler og nullpunkter i origo og uendelig,
finner vi at X(z) har like mange poler som nullpunkter.
» ROC kan ikke inneholde poler!
» Hovis alle poler/nullpkt er kjent kan vi bestemme X(z) pa en

konstant naer (S—g)
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ROC ...

» ROC generelt en annulus pa formen a < |z < .

» Hvis a = 0, kan ROC ogsa inneholde punktet z= 0.
» Hvis 8 = oo, kan ROC ogsa inneholde punktet z= cc.

» Endelig tid signaler

» Kausal: Hele z-planet untatt z= 0.
» Anti-kausal: Hele z-planet untatt z = cc.
» Tosidig: Hele zplane untatt z= 0 og z = oc.

> Uendelig lengde signaler
» Kausal: a < |4
> Anti-kausal: |z < S8
» Tosidig: a<lz < p
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Et lite case for a fa i gang hodecellene..
Hva skjer nar vi "slar pa strengen' til en gitar?

<
5 e mmmn
-t ;;-ﬂ;:sa.lnl“i'ﬂlm
==
==

= Vi far et signal med en frekvens (og litt av
noen harmoniske) som dgr ut med tiden...

De viktigste "systemene" her er strengen og gitarkassa:

18/31

streng kasse
— L0 hrrrs o o

z1(n) =~ d(n) z9(n) A Aed2mFot y(n) ~ A-tei2mFot

» Hvordan tror du hy(t) og hi(t) vil se ut her?
» Er dette 'FIR’ eller 'lIR’ filtre?

» Hva med kausalitet og linezritet?
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Et annet case..

Hvorfor far man av og til 'pipelyd’ i hgytalerne pa en scene?

5(n) forsterker (n)
n y(n
100 —>
S
o,
N\
Alygt D

forsinkelse dempning
» For hvilke verdier av D er dette systemet stabilt?

» Huvis det er stabilt, hvordan vil y[n] da se ut?
» Hvorfor kan dette systemet bli ustabilt, men ikke gitaren?
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Kort oppsummert sa langt..

» z-transformen er primaert brukt til & forstd og designe IIR filtre
/ rekursive systemer...

» z-domenet spennes ut av normalisert frekvens €} = 277%5, og
et forsterkningsfaktor r.

» z-transformen for et vilkarlig signal x[n] (ogsa
impulsresponser) er gitt ved:

o0

1. X(z) = > x[n]z~" = En geometrisk rekke av komplekse

n=—o00
polynomer

2. En slik rekke s kan skrives som

n—o0o
a(1—/t1y <1,

Xz)=a+ar+ar+ - -a"=27"H7 "= 2.
3. ROC er de verdier for z som gjgr at rekka konvergerer, dvs.
som gir |r] < 1.
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Egenskaper til z-transformasjonen

» Linearitet:
Z{alxl[n] + QQXQ[FI]} = 31X1 (Z) + QQXQ (Z)
ROC: minst ROC,; N ROCys.
» Skifting i tid:
Z{x{n — no]} = z7™X(2)
ROC = ROC,, med mulig untak at punktene z=0 z= oo
kan legges til eller fjernes.
» Skifting i frekvens:
Za"x[n]} = X(3)
ROC = ROC skalert med |al.
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Egenskaper til ztransformasjonen ...

» Tidsreversering:
Hvis  Z{x[n|} = X(2) ROC:n < |zl <n
sier Z{x[-n]} =X(z') ROC:1/n<|7<1/n
» Derivering i zdomenet:
Z{nx{n)} = -z ROC = ROC,.

» Konvolusjon av to sekvenser:

Z{x[n] * xo[n]} = X1(2)Xe(z)  ROC : ROCx NROCy0.

ROC kan vare stgrre hvis det forekommer pol-nullpkt
kansellering i produktet X (z)Xa(z).

22/31
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Egenskaper til z-transformasjonen ...

» Kompleks konjugering:
Z{x*[n]} = X*(z*) ROC = ROC,.

» Startverdi (initial value) teoremet:
Hvis x[n] kausal, si er x[0] = ILm X(2).

23/51
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Tema

H(z); systemfunksjonen og implementasjoner
System transferfunksjonen
Koblede systemer
Operator- og blokknotasjon
Blokkdiagramer

24/31
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“The transfere function” eller
systemfunksjonen

» Y(2) = H(z)X(2).

» H(z) = § h[n]z~! og h[n] er ekvivalente beskrivelse av et

n=—oo
system i forskjellige domener.

» H(z) kalles system transfere function eller bare

systemfunksjonen.
Input x/n] System Output y/n] = x[n]#%h[n] = hin]#*x[n]
impulse response = hifn] Output = convolution of x/n] and hfn]
Input X(z) System Output  ¥(z) = H(z)X(z)
transfer function = H(z) Output = product of H(z) and X(z)

FIGURE 4.3 System description in the time domain and z-domain. In the time domain,
the system output is found by the convolution of x[n] and h[n]. In the zdomain, the
transformed output Y(2) is found by the product of X(2) and H(z). Convolution in one
domain transforms to multiplication in the other
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“The transfere function” eller
systemfunksjonen ...

> Lineaer konstant-koeffisient differanse ligning:

N M
yln] = — kgl ayln — K| + > bix[n — K] gir

k=0
M
Z bkz_k
H(z) = =5%—.
1+ Y agz*
k=1
» Hvis ay = 0 for k= 1..N; all-zero system/ FIR system / MA

system.
» If by =0 for k= 1..M; all-pole system/ |IR system.

» Generell form; pole-nullpunkt system/ 1IR system.
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Koblede systemer

Two LTI systems in cascade Equivalent LTI system

X(z) Hyz) =Yz ">  X(z2)= Hfz) Hy(z) [— Y(z)

Two LTI systems in parallel

Y(z) Equivalent LTI system

> X(z)={H ) +Hyz)— Y(z)

FIGURE 4.4 The equivalent transfer function of systems in cascade is the product of
the individual transfer functions. The equivalent transfer function of systems in
parallel is the sum of the individual transfer functions
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Operatornotasjon

» En forsinkelse pa ett sampel tilsvarer mult. med z~!

> x[n—1] 71 X(2)

> Refererer til dette som unit-delay property.

» Blokknotasjon av y[n] = box[n] + bix[n — 1]

X
(n] '§
X(:)‘ bo
—1
2z by
Unit z ]X(:)‘x[n—l] yln]

Delay

X~

@

McClellan, Schafer and Yoder, Signal Processing First, ISBN 0-13-065562-7.
Pearson Prentice Hall, Inc. Upper Saddle River, NJ 07458. © 2003
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Direkte form | struktur

» Gitt systemfunksjonen H(z)

_ botbiz7?t
T 1—a1z1

> Faktorisering av denne i en FIR og en IIR del gir

(i) = 862) ()

» Kaskadekobling av de to delene gir

H(z) = (bo + b1z71)

, Inc. Upper Saddle River,

nd Yoder, Signal Processin

g First, ISBN 0-13-065562-7.
NJ 07458. © 2003

bo
x[n} ~ vl o~ y[n]
X & >
7zt 7!
by aj
¥ % y[n—1]
Feed-Forward Part Feedback Part
B(z) 1
A(2)

29/31
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Direkte form Il struktur
» Ved bytting av rekkefglgen pd “lIR" og “FIR" delen f3s;

_ 1 .
H(z) = m) B(2):
x[n] @ wln] ql\y[n] bo
x[n] % q yln]
@® D
ay
wln—1]
1
wln—1]
Feedback Part Feed-Forward Part éz\
; B@) ®
A(2)
e omisn o
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Transponert form

» Med utgangspkt i en Direkte form struktur (vanligvis DF I1):
1. Bytt retning pa alle piler (og behold multiplikatorer).
2. La alle "samlepunkt” bli “summepunkt” og vv.
3. Bytt roller til inngang og utgang.

x[n] y[n]

@<=

»(1)
-

Av[n] 4

McClellan, Schafer and Yoder, Signal Processing First, ISBN 0-13-065562-7.
Pearson Prentice Hall, Inc. Upper Saddle River, NJ 07458. © 2003
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