MAT 1010

Innfaring i bruk av Maple
Var semester et 2005

Dette er en liten gvelsei bruk av Maple. Den kan gjennomferes pa egenhand pa en av
fakultetets datamaskiner.

Lykke til!

DEL 1

1. Sett i gang Maple pa din arbeidsstasjon. Etter en kort stund kommer det frem et
M apl e-arbeidsdokument pa din skjerm. Inntil videre heter det "Untitled(1)".

Det er meningen at du skal skrive de aller fleste kommandoene som blir omtalt videre
inn i dette dokumentet. Du vil ogsa bli bedt om & |@se noen enkle oppgaver.

@verst i venstre hjerne ser du tegnet [> etterfulgt av en marker som blinker. Dette
betyr at Maple venter pa at en kommando skal tastesin.

Nar du skriver inn en kommando, avslutter den med semi-kolon tegnet ; og trykker
Return, vil kommandoen bli effektuert og Maple's svar kommer rett under. Under
svaret vil du daseet nytttegn[> etterfulgt av den blinkende markeren. Dette betyr
at Maple venter paen ny kommando.

Laoss utfgre en enkel utregning. De fire vanlige operasjonene med tall, addison,
sustraksjon, multiplikasjon og division kodes ved symbolene +, -,* og / i
Maple. Det er fort gjort & glemme & skrive * nér man skal gange sammen to tall /
uttrykk, men Maple vil stort sett gi beskjed om at noe er galt.

1
27+413—$
Vi regner ut 5 ved

[>( 2*7 + 4*13 - 19*5/7 ) | 6;

Maple bruker samme prioriteringsrekkefalge mellom de forskjellige operasjonene
som du antagelig er vant med frabruk av kalkulator. Men er du i tvil er det altid lurt &
spandere noen paranteser.

2. Dersom vi avslutter kommandoen med kolon-tegnet : i stedet for
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semikolon-tegnet ; og trykker Return blir kommandoen effektuert av Maple, men
svaret visesikke.

Dette er ofte nyttig nar man skal be Maple laste inn noen tilleggspakker som den ikke
|laster inn fra start (for aikke bruke opp maskinhukommelsen ungdvendig). Det er ogsa
nyttig for & utfare en mellomregning der svaret blir brukt i neste kommando. Vi kan
nemlig alltid henvisetil forrige svar ved askriveinn prosent-tegnet % i neste
kommando. Vi kan da gjerne skrive inn begge kommandoene i ssmme linje. Laoss se
pa et eksempel:

[>( 2%7 + 4*13 - 19*5/7 ) | 6:

[> %- 17/42,
[>

Alternativt kan vi skrive

[>( 2*7 + 4*13 - 19*5/7 ) | 6: % - 17/42;
L>

Vi kan na bruke dette svaret videre:

L[> %* 108/5;
[>

3. Dersom det er noe galt i kommandoen som man ber Maple om a effektuere,
kommer Maple med en feilmelding, og markaren blinker der en mulig feil kan vaare.

Det ferste du ber du sjekke er om feilen ikke bare skyldes en ren skrivefeil. Det vil
det ofte vazre i begynnelsen. Er det ikke det kan du preve & utnytte den hjelpen Maple
tilbyr ved & draned Hjelp-rullgardinen.

En veldig vanlig fell er som sagt a glemme gangetegnet * nar man ganger sammen to
tall/utrykk. La oss preve aregne 99 ganget med forrige svar ved & "glemme" * tegnet:

[> 99%

Markgren blinker nd pa din skjerm mellom 99 og % fordi Maple tror at feilen er der.
Maple kan forgvrig ikke vite at vi ansket & gange sammen her, altsa at det vi gnsket &
skrive er 99* %,

Legg merke til at nar markaren blinker der en mulig feil kan vaare, kommer det ikke et
nytt [> under feilmeldingen: det er meningen at du skal rette opp feilen og trykke
Return for a effektuere den korrekte kommandoen uten & métte skrive inn alt pa nytt.

Retter du na opp feilen i kommandoen ovenfor padin skjerm far du frem

[>99 * %
>

Dersom du ikkeklarer arette opp en feil og gnsker a ga videre med en annen

kommando, drar du ned "Insert”-rullgardinen , aktiviserer "Execution group" og
velger enten "Before Cursor” eller "After Cursor” (avhengig av hvor markeren din
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stér plassert).
Alternativt kan du viske vekk hele kommandoen og feilmeldingen (pa vanlig méte).

Etterhvert ber du pa egenhand preve ut de mulighetene som rullgardinene og
knapperaden tilbyr, De er mange, men vi skal bare omtale det som er strengt
nadvendig. Med en liten innsats vil du oppdage at Maple kan ogsa brukes som et
tekstbehandlingsprogram der matematiske formler og uttrykk kan i inngd Denne
avelsen er feks. skrevet ved & bruke Maple som skriveverktay.

Oppgave 1 Betrakt (den ukorrekte) kommandoen [> 9 (1 - 2/3 + 4*5 - 8/7;
a) Effektuer denne. Tenk over hva som er feilen(e).
b) Lag et nytt [> under fellmeldingen.

c) Skriv inn den korrekte kommandoen og effektuer denne. (Det kan her bruke
kopieringsmulighetene hvisdu vil spare krefter!)

d) Gatilbake til den ukorrekte kommandoen og visk vekk bade den og den til herende
feilmeldingen. Du kan gjerne bruke "Delete paragraph” kommandoen som finnes pa
Edit-rullgardinen.

4.1 ale kommandoene vi har skrevet hittil har vi bare brukt rasjonale tall og Maple
oppgir da svaret som et rasjonalt tall. Dersom det i inngdr minst et tall pa
desimalform vil Maple oppgi svaret pa desimalform. Som regel oppgir Maple
svaret med opptil 10 desimaler. Dette kan man forandre pa hvis man vil, men vi
kommer til aklare oss lenge med 10 desimaler.

La oss som et eksempel regne ut 1.2734'° og tredjeroten av 100.

Vi trenger da avite at uttrykket x? kodes som x*a i Maple. Merk at vi ma bruke
parenteser rundt a dersom a ikke bestar av et enkelt tall/bokstav

Det farste gar greit:
[ > 1.2734710;
Det neste gar ikke fullt sa greit:

[> 1007(1/3);
L >

Maple synestydeligvis at dette er svaret branok! Sannheten er imidlertid den at
Maple prever aberegne tredje roten av 100 som et rasjonalt tall (siden vi oppga bare
ragonaletall i kommandoen. Den klarer ikke det og derfor returneres bare uttrykket.

Vi kan imidlertid tvinge Maple til & beregne et talluttrykk pa desimalform ved agi
kommandoen
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[> evalf( utrykket );
Et alternativ er aoppgi et av tallene pa desimalform.

Her kan vi velge enten

[> eval f(%;
[>

eler

[> eval f(1007(1/3));
[>

eler
[ > 100.07(1/3);
r>

Vi kan sjekke at svaret er riktig ved a utfere

[> %3;
[>

o (3

Oppgave 2 a) Beregn 2.72 b) Beregn 3

5. Mange av de vanlige konstantene og funksjonene finnes ferdig lagret i Maple.

Vi ser pa noen eksempler:

a) Vi preover & beregne tan(%) + cos(%) ved

[> tan(Pi/6) + cos(Pi/9);
L>

Maple vil gjerne oppgi svarene paen "pen” form, men far det ikke til nar det gjelder &

T
beregne co 9/

Vi fér da svaret pa desimalform ved & effektuere

[> eval f(9W;
[>

b) Vi gnsker & beregne In(3 + 5€-2)) , men er usikre om Maple klarer &finne en pen

form for svaret. Vi kan dalike godt skrive f@lgende to kommandoer pa samme linje
(svarene kommer rett under hverandre):
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[> | n( 3+ 5*exp(-2) ); eval f( I n( 3+ 5*exp(-2) ) );

L[>

Legg merketil at vi skrev inn exp(-2) for €2 og ikke e*(-2). Spesielt ber det huskes
at tallet e skrives som exp(1).

Oppgave 3.
5 sin(%)
a) Beregn — 6 3cos(1.2m).
T e
b) Beregn In( 5" 3‘) =

6. Maple kan ogsa brukes til & regne med symbolske uttrykk, der det inngér en eller
flere variable, slik som polynomer og trigonometriske funksjoner. Variablenei slike
uttrykk kalles ofte x, y eller z av gammel vane, men du kan bruke (naarmest) hva du vil
av bokstavkombinasjoner.

For aforsgke autvikle et produkt kan man bruke kommandoen

[> expand( (produkt-)uttrykk );

Vi utvikler f.eks produktuttrykket (x + 2y +32z) (x-y+42z) ved
[ > expand( (x+2*y+3*z) *(x-y+4*z));

Vi kan faMapletil aberegne et uttrykk ved dangi verdien for en eller flereav
variablene som inngar. Vi bruker da subs-kommandoen

[> subs( x=verdil, y=verdi2, ..., uttrykki x.y,...);

For afinne verdien av ovenstaende uttrykk nar x = 2 og y = 3 (som et uttrykk i
variabelen z) kan vi derfor effektuere

[ > subs(x=2,y=3,%;
Verdien av dette uttrykket nar z= 2.1 far vi frem ved

[ > subs(z=2.1,%;

Maple "kan" binomialteoremet, dvs utvikle produktet (a + b)". Dette kan vi sjekke nar
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n=10 ved a effetkuere
[> expand( (a+b)~10);

L[>

Vi kan videre beregne (2 + b)19 ved

[> subs(a=2, 9 ;

eller mere direkte ved

[> expand( (2+b)~10);

Vi tar med noen eksempler til som viser at "expand'-kommandoen "virker" brai noen
andretilfeller (her de to farste) men ikke gir noe nytt i noen andre (her det siste).

[ > expand(exp(x+y));

[ > expand(sin(x-y));

[ > expand(l n(x*y));

7. Noen ganger gnsker vi & gjare det motsatte av a utvikle et produkt: vi lurer pa om et
uttrykk kan skrives som et produkt, mao om uttrykket kan faktoriseres. Vi kan la
Maple prove a gjere dette ved a gi kommandoen

[> factor (uttrykk);

Ofte vil ikke Maple klare & faktorisere det du ber om, dette er mye vanskeligere enn &
ekspandere et uttrykk.

Vi prover afaktorisere a* - b* ved

[ > factor(a™4-bn4);
[>

Legg merke til at Maple i utgangspunktet antar at variablene er reelle variable. Den
faktoriserer derfor ikke uttrykket a2 + b? i svaret ovenfor.

Maple tilbyr ogsa kommandoene
[> combine(uttrykk); og [> ssimplify(uttrykk);

Disse kan brukes hhvis til & kombinere og forenkle enkelte uttrykk, som f.eks.
trigonometriske uttrykk. Vag obs paat Maple's svar ikke alltid vil vaare slik som du
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forventer, for det er ikke alltid |ett for den & avgjere hva som forventes av en
forenkling.

Vi tar med noen eksempler :
[ > conbi ne(sin(x)*sin(y));

[> combi ne(si n(3*x) *cos(4*y));

L[> sinmplify(cos(3*x)-cos(x));

[ > conbine(9;

[L> sinmplify(3-4*sin(x)"2+ 10*cos(x)”"2);
[L> sinmplify(3*cos(2*x)-4*cos(x)"2);

Oppgave 4.

2) Ekspander (x + 2y) (3y - 42) (x - 2)°.
Angi uttrykket som en funksonx ndry=-1o0gz=4.

2 5

b) Sjekk om Maple klarer & faktorisere direkte 2.1 x% - 3.15Xy° + Y2 X 1.5y° .
Skriv koeffisientene om til ragonaletall og prev igjen.
c) Ekspander (b + 3).
d) Kombiner cos(x) cos(y).
€) Forenkl uttrykket 3 cos(2 x) — 4 cos(x)>.
8. Vi skal kort se pa hvordan vi kan bruke Mapletil algse likninger mhp en variabel.
For alaMaple lgse en likning av typen " uttrykkl = uttrykk2 " mhp variabelen x
(som damainngai minst ett av uttrykkene ) kan vi bruke kommandoen
[> solve( likning, X);

Laoss sekke at Maple kan |gse 2.gradslikningen ax®+ b x+ c=0ved hjelp av
"solve":

[ > sol ve(a*x"2+b*x+c=0, x) ;
Og at den kan beregne svaret i et konkret eksempel.
[ > sol ve(x"2+x=1, X) ;

Vi skal videre se pato eksempler der "solve'-kommandoen ikke virker fullt sa bra.

Page 7



Farst funderer vi over svaret Maple gir oss pa falgende enkle trigonometriske likning:
[ > sol ve(sin(x)-cos(x)=0,x);
Det som ikke er "bra"' her er at likningen sin(x) - cos(x) = 0 har uendelige mange

l@sninger, nemlig alle tall paformen % + kmt der k er et helt tall. Kommandoen
"solve" angir her bare en av |gsningene, sa dette betyr at man kan ikke stole blindt pa

"solve” (og Maple). Det er oftelurt i sliketilfeller abruke Maple il ategneet graflsk
bilde som vi kan bruke til aavgjrare om det kan vage flere |gsninger enn det "solve'
angir. | denne gvelsen trenger vi bare a vite falgende:

Nar vi har med en likning i en (reell ) variabel x skrevet paformen f(x) = 0, kan vi fa
Mapletil ategne grafen til f(x) over intervallet [a, b] ved & bruke kommandoen

[> plot(f(x),x=a..b);

Merk at det er er nok med to prikker mellom a og b ovenfor !

Vi kan da"lese" lgsningene av likningen f(x) = O i intervallet [a, b] ved afinne x
-koordinaten til punktene der grafen til f(x) skjaarer x-aksen, dik du sikkert har vaat
vant til & gjere med en grafisk kalkulator.

La oss na skissere grafen til sin(x) — cos(x) over intervallet [-2 , 2rt ]:

[ > plot(sin(x)-cos(x),x = -2*Pi .. 2*Pi);

Vi kan da se at likningen har fireretter i intervallet [-27 , 2rt ]. Disse rgttene er
fn 3m m 5n
4° 44 4

sin(x) — cos(x) = 0 er ekvivalent med at.sin(x) = cos(x). Funkgonen sin(x) — cos(x)

er ellers periodisk med periode 2 i, sd likningen sin(x) — cos(x) = 0 har to retter i

hver periode og dermed uendelig mange patallinja.

, hoe som forgvrig kan utledes ved & observerere at

Legg merketil at vi kan lese av en numerisk approksimasjon av koordinatene til
ethvert punkt pa grafen ved a peke med muspilen pa punktet: koordinatene kommer da
opp i et lite vindu pa skjermen. Prov dette pa grafen ovenfor. Dette kan ofte brukes
til & finne en rask approksimasjon av rettene man er ute etter.

L a oss na se pa neste eksempel der "solve" ikke kommer direkte med | @sningen(e).
[ > sol ve(x"5+2*x+1=0, X) ;

Maple svarer her at I@sningene er regttene av den oppgitte femtegradsllknl ng, og det
visste vi jo! Problemet er at disse rettene ikke kan skrives paen "pen" form og derfor
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ma approksimeres. Dette kan vi be Maple om a gjere ved a bruke fglgende
kommando

[ > allvalues(%;

Typografien er ikke helt optimal her, men vi klarer alese med litt velvilje at likningen
har fire komplekse ratter (I star for denii imaginaae enheten sgrt(-1) som vi kommer
tilbake til senere) og enreell rot (angitt ovenfor med 10 desimaler som tallet -
0.4863890359: Maple dlayfer talet O foran desimal punktum).

Dette kan vi lett 5ekke ved & se pagrafen til xX° + 2 x + 1 over intervallet [-1, 1].

En kommentar er pasin plassfer vi gjer dette: vi ber i sike situasjoner tenke litt over
hvilket intervall vi skal velge.

Det hadde ikke vaat saalig lurt & velge f.eks. intervallet [-10,10] , noe du gjerne kan
preve. Du vil dase at grafen blir delvis flatklemt pagrunn av skal aprobl emer og at den
er verdilgs for vart formd. Videre har man 0gsa det eventuelle probl emet at det kunne
finnes retter utenfor det intervallet man velger: igjen betyr det at man ma tenke seg
om. Man kan f.eks. prove & velge et intervall som er slik at vi lett kan begrunne at det
iIkke finnes retter utenfor dette intervallet (et dlikt intervall vil imidlertid ikke altid
finnes).

| vart eksempel er det opplagt at xX° + 2 X + 1 er sterreenn 4 nar x er sterreenn 1, og
mindre enn -2 ndr x er mindre enn -1, sd eventuelle (reelle) ratter maligge mellom -1
og 1.

[> plot(x"5+2*x+1, x= -1 .. 1);

Dersom vi i utgangspunktet er forngyd med a finne en numerisk lgsning av en
likning kan vi prave kommandoen

[> fsolve( likning i x , X);

i stedet for a bruke "solve'-kommandoen. Med en numerisk |@sning menes at
l@sningen ikke nadvendigvis er en eksakt Igsning, men kun en approksimasjon angitt
padesimalform. Det er viktig a merke seg at denne kommandoen vil heller ikke alltid
finne noen lasning, selv om likningen har |@sning(er), og at den vil ikke alltid angi alle
|@sningene. Videre angir den bare reelle Igsninger.

Det er ogsa mulig &angi et intervall [a, b] der Maple skal se etter en mulig l@sning
ved a utvide kommandoen dlik:

[> fsolve( likning i x, X, x =a .. b);
Det er da ofte lurt &"lgse" likningen grafisk ferst for & se etter hvor eventuelle retter
finnes og derved kunne bestemme seg for valg av intervall. Man ber helst velge "sma
intervaller rundt rgttene. (Maple' s "fsolve"-kommando bruker en variant av Newtons
metode, og den metoden er ofte avhengig av et godt valg i utgangspunktet).

Vi prover "fsolve" pavart forrige eksempel:

[ > fsol ve(x"5+2*x+1=0, X) ;
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L>
Her var det jo bare en reell rot og "fsolve" finner den uten problemer.
Vi prever deretter "fsolve' palikningen sin(x) — cos(x) =0:

[ > fsolve(sin(x)-cos(x)=0,x);

Svaret likner pé% (slik vi fant med "solve" tidligere) og dette gekker vi ved

[>evalf(%- Pi/4);
[>

Vi kan finne lgsningen i intervallet [, 2t ] ved

[> fsolve(sin(x)-cos(x)=0,x,x =Pi .. 2*Pi);

. ... 5 .
somertllnaermelsesvlsllkTTc siden

[> evalf(%5*Pi/4);
[ >

Oppgave 5
a) Betrakt likningen X - 5x° + 2x* - x2+5x-2=0.
L @s denne likningen grafisk , ved hjelp av "solve" og ved hjelp av "fsolve".

b) Betrakt likningen cos(2 x) = cos(Xx).
Prov algse denne likningen grafisk , ved hjelp av "solve" og ved hjelp av "fsolve".
Gir dette ale |gsningene?

9. Noen praktiske kommentarer til slutt.

For atavare pa arbeidsdokumentet du na har skrevet i , velger du "Save as' i
File-rullgardinen. Du ma da skrive inn et navn som avsluttesmed .mws, som f.eks.
labl.mws. Videre ma du angi ditt per sonlige omrade som lagringsomrade. Dette
dokumentet kan du dpne igjen senere og effektuere pa nytt.

Nar man har brukt %-tegnet i et dokument er det viktig at man effektuerer ale
kommandoene etter tur fratoppen og ned, ellers kan det fort gi gale svar.

L agrede arbeidsdokumenter far du frem igjen ved avelge "Open" i File-rullgardinen
og angi dokumentets navn, Du far frem et nytt dok ument ved avelge "New" samme
sted.

For aavslutte hele programmet kan du velge "Quit" i File-rullgardinen.
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DEL 2

1. | del 1 har vi sett at Maple kan handtere uttrykk i en eller flere variable og at vi
kan anvende Maples "subs’-kommandoen til a beregne verdien av et uttrykk ved a
fastsette verdien av en eller flere av variablene som inngar i uttrykket. En dlik
verdifastsettelse av en variabel i "subs’-kommandoen gjelder kun der og da, og
Maple betrakter verdien av variabelen som ikke fastlagt i videre beregninger.

Ofte vil det vagre hensiktsmessig akunne fastsette verdien av en variabel. For
eksempel ndr man skal studere eksponensiell vekst i en variabel x gitt ved et uttrykk

paformen C e*¥ vil man gjerne ha behov for & gi variablene C og k forskjellige
verdier.

Fastsettelsen av verdien til en variabel gjgres ved fastsettel seskommandoen
[> variabel := verdi;

For eksempel kan vi sette

[ > k:=3.1;

Vi far daat

[> (k+1)72;

0g

[ > Crexp(k*x);

Legg merke til at bokstaver og navn som ikke er tilordnet noen verdi ( slik som C
ovenfor) oppfattes som "frie" variable, dvs uten fastlagt verdi.

2. Dersom vi skal utfare mange beregninger er det fort gjort & glemme hvilke
variabelnavn vi har brukt tidligere og om disse har fétt tilordnet faste verdier. Maple
husker faktisk disse verdiene selv om vi gar over til et nytt arbeidsdokument og helt til
vi avdutter programmet, med mindre vi velger a klargjere variabelen(e). Med
klargjering av en variabel menes at vi opphever det at variabelen har en fastlagt
verdi.

Dette gjeres ved klar gj gringskommandoen
[> variabel :=" variabel '
alternativt ved kommandoen
[> unassign( ' variabel ');
Merk at merke-tegnene far og etter variabel skal vaare med i disse kommandoene.

Vi kan altsa klargjere variabelen med navn k som vi brukte ovenfor ved

[> k:="k';
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Vi kan gekke at k ikke har noen fastlagt verdi ved
[> k;

Vi fastlegger sa verdien av variabelen C ved

[> C =2

Dette gir

[ > Crexp(k*x);

Vi kan igjen klargjere C ved

[ > unassign(' C);

Legg merke til at det ikke kommer noe "svar" nar vi bruker denne klargjerings
kommando.

Vi kan gekke at C naikke har noen fastlagt verdi ved

[> G

3. Vi kan ogsa gi navn til et uttrykk eller til en likning ved kommandoene
[> navn := uttrykk ; [> navn := likning ;

Dette er praktisk fordi vi derved slipper & kopiere om og om igjen samme

uttrykk/likning dersom vi gnsker a bruke det/den flere ganger. Navn kan vi stort sett

velge fritt.

For eksempel kan vi la

[> uttr:=C*exp(k*x);

Fastsetter vi na verdiene av k og C ved

[> k:=2; C =-1;

kan vi sjekke at Maple bruker disse verdiene av k og C nar vi ber den om a oppgi hva
navnet "uttr" star nafor

> uttr;

Vi kan oppheve fastsettelesen av hva "uttr" star far pa samme méte som nar vi klargjer
variable, altsa ved

L>uttr:= "uttr';
eler ved
[ > unassign('uttr');

Laoss se pa et eksempel med en likning som vi kaller liknl. Vi setter
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[> 1liknl := Crexp(k*x)+9*x=1;

Legg merke til at Maple oppgir liknl med k =2 og C = -1 siden vi ikke har klargjort k
og C.

Vi kan nd henvise il likningen ovenfor ved a skrive liknl. For eksempel kan vi be
Maple om &finne en mulig lgsning av likningen —€?*) + 9 x = 1i intervallet [0,1] ved

[ > fsolve(liknl, x=0..1);

Vi kan klargjgre k, C og liknl alle paen gang ved aliste dem etter hverandre under
klargjeringskommandoen "unassign" pa falgende méte

[> unassign('k',"C,"liknl");

Vi gekker dette ved

[> k;Cliknl;

Vi tar med noen nyttige bemerkninger om variabelbruk og Maple.

Navnenex ,y, z ogt brukes sd oftetil a betegne variable at f@lgende tips kan vaare
nyttig:

fastsett (nesten) aldri verdieneav x, Yy, z, ogt ved fastsettel seskommandoen!

Grunnen er at det er fort gjort & glemme a klargjere variable, noe som kan fere til at
Maple ikke gjer det du forventer.

En mate aklargjere alle variablene og alle navn som har vaat brukt er a effektuere
kommandoen

[>restart;

Det lanner seg a alltid begynne et arbei dsdokument med kommandoen "restart”. Man
vil nemlig ofte ha behov for & ga gjennom alle kommandoene i et dokument pa nytt en
eller annen gang og det er da best a klargjare alle variable/navn ndr man begynner pa
dokumentet for & unnga feil.

Hvis en har forandret verdien av en variabel flere ganger er det den siste verdien som
teller.

Hvis en variabel inngér i definigonen av et uttrykk er det verdien av variabelen i det
ayeblikket definigonen effektueres som teller.

4. For aberegne verdien av et uttrykk i en eller flere variable har vi sett i
innferingslaben at vi kan bruke "subs’-kommandoen. Dette kan vaare tungvint dersom
vi gnsker & gjere det flere ganger og det er da praktisk a definere en funksion som
tilordner verdien av uttrykket til enhver verdi av variabelen (eller variablene) som
inngar i formelen for uttrykket. Vi skal bare se pafunksjoner av en variabel i disse
gvelsene (selv om det gar an a definere funksjoner av flere variable i Maple).
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For adefinereen funksjon av en variabe, laosssi x, kan vi bruke fglgende
kommando:

[>f:= x-> uttrykk (der x inngar) ;
Funksjonen f(x) er da definert for alle x som er slik at uttrykket har mening.
Vi kan for eksempel definere f(x) = In(1+x) ved
[>f:= x-> 1n(1+x);

og beregne f(x) for forskjellige verdier av x

Vi kan ogsa ha definere samme funksjon dlik:
[> uttr:=ln(1+x);

[> g:=x->uttr;

[> g(x);

> f(x)-9(x);

Forskjellen mellom det & gi navn til et uttrykk der variabelen x inngar og det a definere
en funksjon som tilordner dette uttrykket til hver x er ikke stor. Fra et Maple-synspunkt
kan man si at det er hensiktsmessig & definere en funksjon dersom man skal beregne
verdien av uttrykket for mange x ' er, for man slipper da a bruke subs-kommandoen
mange ganger.

For & skissere grafen til en funksjon f over intervallet [a, b] bruker vi kommandoen
"plot":

[> plot(f(x),x=a..b);
For eksempel far vi frem grafen til In(1 + x) over intervallet [-0.5, 4] ved
[>plot(f(x),x=-0.5.. 4);

Vi kunne ha fatt frem samme bildet ved & gi kommandoen [> plot(In(1+x) , x =
-0.5..4);
eller kommandoen [> plot (uttr, x=-0.5 .. 4);

Maple har ingen problemer med & definere en funksjon av en variabel selv om det
inngar andre variable i formelen for uttrykket som beskriver funksjonen.

Laossf. eks. definere funksionen h(x) = (10 + 3 cos(ax) + 4 sin(ax)) 1.02*
[> h:=x->(10 + 3*cos(a*x)+ 4*sin(a*x))* 1.02"x;

Beregner vi verdien av h(x) for en verdi av x, f. eks. x = 3, vil dasvaret bli et uttrykk
der ainngar:
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L> h(3);

L a oss na fastsette verdien av atil évaere% og be Maple tegne grafen over [0,20]:
[> a = Pi/2;
[ > h(x);

[> plot(h(x), x=0 .. 20);

Vi kan gatilbake til den generelle formelen for h(x) ved a klargjere variabelen a. Legg
merke til at vi daikke vil kunne skissere grafen til h siden a ikke lenger vil haen
bestemt verdi.

Kommandoen [> plot(h(x), x=0..20); gir na bare et "tomt" bilde (og ingen
feilmelding!). Prov!

5. Man har ofte bruk for ategne flere grafer i samme tegning. Vi kan be Maple tegne
to eller flere grafer i samme aksesystem over samme intervall [a, b] ved
kommandoen

[>plot ( {f(x), 9(x), ...}, x=a ..b);

Laossillustrere dette ved & skissere grafen til sin(x) og grafen til x3 over intervallet |
T Tt

63k
[> plot({sin(x),x"3},x=Pi/6..Pi/3);

Som vi ser av bildet ovenfor er det all grunn til atro at grafene skjearer hverandrei et
punkt. Dette kan man begrunne formelt ved hjelp av skjagingsetningen. Merk at et
skjermbilde aldri kan tolkes som et bevisfor at to grafer skjager hverandre, kun som
en indikasjon pa at dette skjer. For enkelte funksjoner med komplisert graf vil det
grafiske bildet pa skjermen som Maple angir bare vaae en darlig approksimasjon av
grafen og et tilsynelatende skjaaingspunkt pa skjermen trenger ikke & vaare det |
virkeligheten.

6. Maple er ganske effektiv til & beregne grenseverdier (dersom de eksisterer). Dette
o} o N O

er spesielt nyttig nar en skal undersgke sakalte "ubestemte uttrykk” a Ia"6 "M Qoo

etc., noe som vi skal laae hvordan man kan handtere i mange tilfeller ved hjelp av I

Hopitals regel senerei kurset.

Til &beregne grenseverdien lim f(x) brukes kommandoen
X—a

[> limit( f(x), X = a); dersom aer et tall,

[> limit( f(x), x = infinity); dersom a = o,
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[> limit( f(x), x = -infinity); dersoma = —.

1 - cos(x)

La oss undersgke grensen  lim >

x—0 X
Direkte innsetting gir et "% " -uttrykk som Maple handterer ved kommandoen

C> limt((1-cos(x))/(x"2),x = 0);

At dette svaret ser rimelig ut kan vi gekke grafisk ved

[> plot((1-cos(x))/(x"2),x=-Pi/2 .. Pil2);

og numerisk ved a definere

[> r:=x->(1-cos(x))/(x"2):

og deretter beregne noen av verdienetil r naa 0, f. eks. ved kommandoen
> [r(-0.1),r(0.01),r(-0.001),r(0.0001)];

Det at vi setter klammer rundt verdiene av r listet etter hverandre ovenfor gjer at
Maple skriver ut verdiene som en liste. Vag obs. pa at Maple angir r(0.00001) =0'!
Man ma da gke antall gjeldende sifre som Maple bruker for afariktig svar lik 0.5.

7. Maple kan ogsa behandle ensidige grenser ved kommandoene

[> limit( f(x), x=a, right ); for Ilim f(x) og

X — a+

[> limit( f(x), x=a, left); for lim  f(x).
X — a-

t 1
Vi definerer f.eks. v(t) = |t{1| ~1C1 ved

[>v:=t->(sqrt(t)/abs(t-1)) - 1/(t-1);
og beregner de ensidige grenseverdiene av v rundt t=1 ved

C>limt(v(t),t=1,right);
C>limt(v(t),t=1,left);

Vi kan dermed konkludere at lim v(t) ikke eksisterer, noe Maple er enigi:
t—1

[>limt(v(t),t=1);

Vi kan giekke disse svarene grafisk ved ategne grafen til v(t) over [1,2] og over [0,1]
hver for seg (bildet blir ubrukelig hvis vi istedet bare velger intervallet [0,2])
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L[> plot(v(t),t=1..2);
[> plot(v(t),t=0.5..1,y=0..100);

Legg merke til at vi métte begrensetillate verdier pay-aksen ved atilfaye
y=0.100i plot-kommandoen ovenfor fordi v(t) gar mot o ndr t naamer seg 1
nedenfra.

Fer vi avdlutter dette avsnittet om grenseverdier, bar det sies at Maple ikke klarer ale
grenser. F.eks.

L>1limt((1-cos(x))/(x"a),x=0,right);

Det er ikke s vanskelig (prev!) afinne ut for hand at grenseverdien ovenfor er O nar a
<2, 1/2ndra=20g»nar a>2. Maplehar problemer her med askille ut de
forskjellige tilfellene.

8. Litt mere om graftegning. La oss betrakte funksonen f(x) =x + 1 - sin(x)
[>f:=x ->x +1 - sin(x) ;

og funkgonen g(x) =f(x - 2)

[g:=x->f(x-2); g(x);

La oss tegne grafene til disse funkgonene over intervallet [ O, 4r):
[>plot({f(x),g(x)}, x =0 .. 4*Pi);

Grafen til f(x) er den gverste pa skjermen, mens grafen til g(x) er den nederste. Vi ser
at en del av grafen til g(x) fremkommer ved en horisontal forskyvning mot hgyre av
en del av grafen til f(x) med to enheter.

Nabavi om at begge grafene ble tegnet over ssmme intervall [0, 4r]. Hvis Vi
virkelig vil ha et bilde av hele den forskjgvne graf, ma grafen til g(x) = f(x-2) tegnes
over intervallet [2, 2 + 4n].

Generelt er grafen til g(x) = f(x-c) over intervallet [atc, b+c] en horisontal forskyvning
av grafen til f(x) over [a,b] med |c| enheter, mot hgyre hvis ¢ > 0 og mot venstre hvisc
< 0. | tilfellet ovenforerc=2>00g |c| = 2.

For a kunne vise dette i samme tegning, mavi bruke kommandoen " display" , som
farst blir tilgjengelig ved alaste ned tilleggspakken " with(plots)" . Dette gjeres ved a
utf@re kommandoen

[> wth(plots):

Legg merke til at vi brukte kolon i kommandoen ovenfor. Dette er for & unnga at
Maple lister ut alle de mulighetene som tilleggspakken inneholder.

Nar denne tilleggspakken er lastet ned kan vi definere grafenetil to eller flere
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funksjoner over muligens forskjellige intervaller og be Maple skissere alle grafene |
samme aksesystem ved kommandoen

[> display( grafl, graf2, ...} );

For eksempel kan vi na fa med hele forskyvningen av grafen til f(x) over [0,2r] med 2
enheter mot heyre ved

[> graf 1: =pl ot (f (x),x=0..4*Pi):

graf 2: =pl ot (g(x),x=2..2+4*Pi ) :
[ > display({grafl,graf?2});

Det gar an & velge farger for hver graf hvis man vil. Pa skjermen din er begge grafene
ovenfor gjengitt i samme farge og det kan i andre tilfeller vaare vanskelig a skille
grafene fra hverandre ndr man bruker display-kommandoen slik vi gjorde her.

9. Derivagion er ingen kunst og Maple deriverer i vei som bare det. Vi kan bruke to
alternative méater avhengig av om vi gnsker & derivere et uttrykk eller en funksjon.

- Maple angir den deriverte mhp x av et (deriverbart) uttrykk i variabelen x ved
kommandoen

[> diff( uttrykk , x);

- Hvisf angir en (deriverbar) funksjon av x, kan vi be Maple om a angi den deriverte
f'(x) ved

[> D() ()

Laossf. eks. betrakte funksjonen f(x) = -6 (ﬁ cos(%x) + sin(%x)):

[> f:=x->-6*(sqrt(3)*cos(Pi/6*x) + sin(Pi/6*x));

Vi bruker begge métene til &finne et uttrykk for f '(x) og beregne f '(2):
L>uttr:=diff(f(x),x);

[ > subs(x=2,uttr);

L>simplify(9%;

> D(f)(x);
L> D(f)(2);

Merk at vi kan bruke D(f) (X) bare nar funksionen f(x) ferst er definert.

£(2+h) - f(2
Per definisjon av den derivertevetvi at f'(2) = lim ~ 2 r)1 (2)
h—0

f h) - f
0g generelt at f'(x)=lim (x+ 31 (X).
h—0

Dette kan vi lett gekke ved
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[>limt( (f(2+h)-f(2))/h, h=0);
[>limt( (f(x+h)-f(x))/h, h=0);
som gir de samme svarene som ovenfor.

Maple "kan" regnereglene for derivagon. F.eks. kan vi gjenfinne derivasjonsregelen
for et produkt ved

C> diff( h(x)*k(x),X);
Merk at Maple skriver her % h(x) istedet for h'(x) :% h(x).

10. Laossigjen betrakte funkgonen f(x) som vi definerte ovenfor.

Vi skal illustrere den geometriske betydningen av f '(2) =« som vi vet kan tolkes som
stigningstallet til tangenten til grafen til f(x) i punktet ( 2, f(2) ).

Vi gjer ferst enliten digreson og minner om at en linje i planet med stigningstall m
som gar gjennom punktet (a, b) er grafen til funksjonen 1(x) = m(x - a) + b.

Vi setter derfor
L[> |:=x-> nf(x-a)+b;

Vi kan da fafrem tangenten t(x) til grafen til f(x) i punktet (a,b) =(2,f(2) ) ved a
sette

[>a:=2; b:=f(2); m=D(f)(2);
0g deretter

[ > tangent: =l (x); t:=x->tangent;
> t(x);

Merk at vi ikke definerte direkte tangenten t(x) ved & sette t:= x -> |(X);

Grunnen til det er at funksgonen t(x) daville bli lik funksonen I(x). Siden variablene a,
b og minngdr i selve definigonen av I(x) ville dat(x) forandre seg hver gang vi
forandret en av verdiene av a, b, eller m og det er ikke gnskelig her.

La oss ogsa betrakte linjen (sekanten) som gar gjennom punktene (a, b) = (2, f(2) )
og (3,f(3)).

£(3) - f(2)

3.2 - f(3) - f(2), sdden er grafen til s(X)

Denne linjen har stigningstall m=

der s(x) kan bestemmes ved hjelp av |(x) ved afarst sette
[>m=f(3)-f(2);
Deretter setter vi (husk her at afremdeles er fastsatt til 2 og b til f(2) )
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[ > sekant: =l (x); s:=x->sekant;
[> s(Xx);

Vi kan sategne grafene til f(x), t(x) og s(X) i samme aksesystem over intervallet
[0, 6] ved

L>plot({f(x),t(x),s(x)},x=0 .. 6);

| plot-kommandoen ovenfor kunne vi godt ha brukt "tangent” istedet for "t(x)" og
"sekant" istedet for "s(x)", s det var strengt tatt unadvendig & definere t(x) og s(x) her.
Dette var hovedsaklig ment som en trening i a definere nye funksjoner.

DEL 3

Maple er rimelig god til a finne ubestemte integraler (m.a.o. til & antiderivere) dersom
disse lar seg uttrykke ved hjelp av el ementaare funksjoner. Pa den andre siden er den
veldig god til & beregne bestemte integraler numerisk.

1. For aberegne det ubestemteintegralet f f(x) dx brukes kommandoen
[>int (f(x),X);

Nar Maple ikke klarer &finne en antiderivert av f(x) returneres bare Jf(x) dx.

Ellers oppgir Maple bare en antiderivert for f(x) : den tar ikke med en
integragonskonstant i svaret.

X2 (2 -X) . o
———=dx (som er ganske tidkrevende a beregne for hand):
4

Laossf. eks beregneJ
X'+ 1

> f:=x->Xx"2*(2-x)/(x"4+1);

> int(f(x),x);

2
%ﬁln(xz_x—m] +%ﬁarctan(xﬁ+ 1) +%ﬁarctan(xﬁ— 1) —%In(x“+ 1)

X+ Xa2 +1

Vi ber jo stole paat Maple regner riktig, men la oss sjekke at dette svaret er virkelig

2
2 —
en antiderivert av f(x) :M:
X +1

(> di ff(%x);
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Ji[zzx—Ji _(%_XJ§+14(2XZJ§) (s x4Z + 1)
E X +Xa2+1 (X2+Xﬁ+1) N 1
4 XZ—X 2+1 1+(X1/§+1)2

N 1 B X3
1+(xy2-1) X+1

Dette svaret likner ikke helt pa f(x), savi omformer det:

> factor(99;
B (-2 +x) X2
(R +x4/2+1) (X -x42 + 1)
At uttrykket ovenfor er det samme som f(X) felger av at dets nevner er det samme som
x* + 1. Dette kan vi §ekke ved

> expand(denom( %) ; # OBS:. denon(% angir nevneren i %!
‘ X+ 1

| dette eksemplet hadde vi ikketrengt & definere funksjonen f(x) ferst : det hadde
vaat nok a bruke uttrykket som beskriver f(x).

La oss na be Maple om a preve a beregne Jsin(x2 (2-x))dx:

> int(sin(x"2*(2-x)),Xx);
JQn(xZ(Z-—x))dx

Legg merke til hvor (relativt) lang tid Maple bruker far den svarer ved areturnere
integralet tilbake: den prever gjennom hele sitt repertoar far den gir opp!

b
2. Til aberegne det bestemte integralet f f(x) dx brukes kommandoen
a

[>int(f(x),x=a..b);

X% (2 - X)

X+ 1

F. eks. kan vi beregne[ dx ved

0

(> int (x"2*(2-x)/(x"4+1), x = 0..2);

Page 21



%ﬁln(5—2ﬁ)—%ﬁln(5+2ﬁ)+%ﬁarctan(2ﬁ+1)+%ﬁarctan(2ﬁ— 1)

1
-5 n(17)

og Vi kan dafa svaret ut pa desimalform ved

> eval f (9 ;
{ 5252220310

Vi kunne ogsa ha skrevet direkte
> eval f(int(x"2*(2-x)/(x"4+1), x = 0..2));
\ 5252220310

eller vi kunne ha oppgitt en av integrasjonsgrensene pa desimalform:

> int(x"2*(2-x)/ (x"+1), x = 0..2.0);
\ 5252220310

2

Laoss preve é’\beregnef sin(x? (2 - x)) dx ved disse tre aternative méter:

> int(si n(x’\2*(2-x)0),x =0..2);
2

J sin(x? (2 -x)) dx

0

r> eval f(int(sin(x"2*(2-x)),x =0..2));
1.141205400

r>int(sin(x*"2*(2-x)),x =0..2.0);
2.0

J sin(x? (2 -x)) dx

0

| farste og tredje alternativ forsgker Maple & finne en antiderivert, gir opp, og returner
bare det bestemte integralet tilbake. | det andre alternativet returnerer Maple et
desimaltall som svar. Dette er fordi Maple da velger afinne et approksimativt svar, og
den bruker da en avansert metode for sakalt numerisk integrasjon.

Vi oppsummerer dette slik:
b

Til éberegnef f(x) dx ved numerisk integragon brukes kommandoen
a

[> evalf(int( f(x), x = a.. b));
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4
Laoss beregne A = f In(x) dx padesimalform ved a bruke begge métene:
1

> A=int(ln(x), x=1..4.0);
| A = 2545177444

r> A =-evalf(int(ln(x), x=1..4));

| = 2.545177445

Som vi ser er det en minimal forskjell mellom disse to svarene. Det andre svaret
beregnes direkte ved numerisk integragjon. Under utf@relsen av den farste
kommandoen beregner Maple farst en antiderivert F(x) av f(x) = In(x) (som du lett
kan beregne selv ved delvis integragon). Deretter bruker Maple analysens

4.0
fundamental sats, som her sier at f In(x) dx = F(4.0) - F(1), og den regner til sutt
1
dette svaret om til desimalform. Vi kunne ha utfert trinnene i denne prossessen dlik:
r> F.=int(In(x),x);
L F :=xIn(x) - x
> subs(x=4.0, F)-subs(x=1, F);
4.0In(4.0) -3.0-1In(1)

> A= eval f (9 ;
A = 2545177444

Vi kan foravrig lett gekke her at det oppgitte uttrykket F er en antideriverte av In(x)
ved

rdiff(F,x);
In(x)

| Maples studentpakke " student" , som du kan laste ned ved & utfare kommandoen [>
with( student): , finnesdet bl.a. egne kommandoer for & utfare substitusjon eller
delvisintegragon i integraler.

Oppgave 1l

9

ﬁ+ldxogA: ﬁ+l
1-4/x 1-4/x

4

a) Finn dx ved hjelp av Maple.
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z
3

. tan(v) 3 tan(v) .
b) Finn JTOS(V) dv og B = J T+ cos(v) dv ved hjelp av Maple.

0

c) Angi A og B pa desimalform ved a bruke tre forskjellige mater.

3. | dette kapittelet skal vi se pa hvordan Maple kan brukes til & studere ordinaare
differensial likninger (forkortestil ODE). En ODE er en likning som involverer en
deriverbar funksjon av en variabel x, definert pa et passende intervall, dens deriverte
og/eller eventuelt noen av dens hgyere ordens deriverte. Den hgyeste orden av alle de
deriverte som inngdr i likningen kalles ordenen av likningen.

| MAT 1010 studerer vi bare spesielle ODE' er av 1. eller 2. orden. Maple kan |gse
eksakt mange slike likninger. Dersom Maple ikke klarer & l@se en ODE eksakt kan
man be den finne en numerisk |@sning.
For ordens skyld begynner vi med Maples kommandoer for & behandle ODE' er. For a
be Maple om aforsgke afinne Igsningene av en ODE som involverer en funksion y(x
) av X, brukes kommandoen.

[> dsolve( "ODE for y(x)", y(X));
Man ma her skrive y(x) og ikke bare y, ogsa nar man skriver inn hva ODE skal vage.
Dersom Maple klarer & angi |@sningene pa eksakt form vil det angi disse ved hjelp av
det ngdvendige antall konstanter som Maple betegner med C1, C2, osv... Antall
konstanter avhenger av ordenen pa ODE' en.
Legg merke til at det her ikke angies noen intervall for |gsningene. Grunnen er at
forskjellige lgsninger av samme ODE ofte er definert paforskjellige intervaller. Er
man interessert i l@sninger pa et bestemt intervall ma man velge ut hvilke av
| @sningene som er definert akkurat pa det intervallet.
Dersom Maple ikke klarer jobben, returneresingenting. Dette vil generelt skje ofte: f.
eks. er det algse den enkle 1. ordens ODE' en y ' =f(x) det sasmme som afinne en
antiderivert av f(x) og det lar seg ofte ikke gjare pa eksakt form.
La oss se pa noen eksempler:
a) Den 1. ordens linesae ODE y'-2xy = x°|gses lett ved

> dlikna:= diff(y(x),x) - (2*x)*y(x) = x"3;
o (a B
dlikna := (a—xy(x))—ny(x)—x3
(Vi kan godt skrive ODE'en rett inn i dsolve, men det blir mere oversiktlig ndr man gir
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den et navn.)

> dsol ve(dlikna, y(x));

Vi ser at det inngar en konstant _C1 i svaret og at |gsningen er definert for allex ,
uansett verdienav _C1.

Frateorien vet man at grafenetil lagsningene som svarer til forskjelligevalgav _C1
aldri skjegrer hverandre. For aillustrere dette er det hensiktsmessig & gi et navn til
uttrykket som beskriver y(x) i svaret ovenfor. Dette uttrykket kommer i pa heyre siden
av likhetstegnet i forrige Maple svar og vi kan henvisetil det ved "rhs(%)" : Maple
tolker nemlig rhs som "right hand side of". Vi setter derfor

> sol :=rhs(%;
—— 1 2 1 x2)
sol.——zx—2+e( c1

Vivelger nd _C1til avaae-1, 0 0g 1 etter tur og tegner grafen til disse tre
l@sningene pa (0, 1) (ikke tegnet her, men lett afafram ved dendre: til ;):

> asol mL: = subs(_Cl=-1, sol);
asol 0: = subs(_C1=0, sol);
asol 1: = subs(_Cl1=1, sol);
pl ot ({asol mL, asol 0, asol 1}, x= -1..1):

1 1
asolml = — = x% — = — )

2 2
— 1 2 1
aSO|O.——§X —E
—— 1 2 1 x2)
asoll.——zx —2+e(

En liten bemerkning : nér vi skrev inn ODE'en, bruktevi diff( y(x), x ) til & betegney
'(x). Vi kunne ogsa ha skrevet inn D(y)(x) i stedet.

b) Den (separable) 1. ordens ODE'en (x+ 1) y'+y?>=0"l@ses" ved
> dliknb:=(x+1)*D(y) (x) + y(x)"2 = 0;
dliknb := (x+ 1) D(y)(x) + y(x)*=0

"> dsol ve(dliknb, y(x));

YO) = D+ 1
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Her ser vi et lite problem med Maple: den betraker den naturlige logaritmen som en
(kompleks) funksion definert for (de fleste) komplekse tall og den inkluderer derfor
ikke tallverdien innenfor "In" i svaret ovenfor. Regner du denne oppgaven for hand vil
du komme frem til at det ber stdIn|x + 1| i svaret ovenfor. Dette spiller joingen rolle
dersom x > -1, men det er ingen grunn her til at vi ikke ogsa skulle vaare interessert i
tilfellet x < -1.

Man ber derfor altid tenke over svaret som Maple gir dersom det inngar logaritmer i
det!

Legg videre merke til at intervallene der y(x) er definert i svaret ovenfor avhenger i
hoy grad av konstanten _C1: In|x+ 1|+ _Clmavaaeforskjelligfra0 samtidig

som x mavage forskjellig fra-1 for at det (korrekte) uttrykket for y(x) skal haen
mening.

Til abetegney "' (x) kan vi bruke enten diff( y(x), x$2) eler D(D(y))(X). Laoss bruke
den siste skrivematen i neste eksempel:

c) Den 2. ordens lineege ODE'en y"-2y'-8y=6-8x |gsesuten problemer:
> dliknc:= D(D(y))(x) - 2*D(y)(x) - 8* y(x) =6 - 8*Xx;
dliknc := (D®@)(y)(x) - 2D(y)(x) - 8y(x) =6 - 8x

"> dsol ve(dliknc,y(x));
y(x)=-1+x+ _Cle“4? 4+ C2¢29

Her ser vi at inngdr det som ventet to konstanter i svaret.

d) Falgende 1.ordens ODE : y '=sin(y) + x er ikkelett (umulig?) alase eksakt:
> dliknd: = D(y)(x)= sin(y(x)) + x;
diiknd := D(y)(x) = sin(y(x)) + X

[ > dsolve( dliknd, y(x));
[ >

Maple gir intet svar her (og vi klarer heller ikke algse denne eksakt ?!).

Oppgave 2:
Las falgende ODE' er ved hjelp av Maple:

) y'-2xy= ) Skisser (minst) tre av |gsningene pa intervallet (-1,1).
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i) (C+1y'+y*+1=0.

i) y"+3y'+2y=4x+ 10 sin(x).

4. Konstantene som inngdr i den (eventuelle) generelle Igsningen av en ODE vil som
regel kunne bestemmes dersom det oppgis nok tilleggskrav slik at den sgkte | @sningen
er entydig. Slike tilleggskrav gjelder vanligvis verdien(e) av y (og evt. noen av dens
deriverte) for en bestemt verdi av x ( kravet/kravene kalles da "initialbetingelse(r)"),
eller for to eller flere oppgitte verdier av x (kravene kalles da ofte for "
randbetingelser"). Maples dsolve-kommando kan brukes med slike tilleggskrav pa
f@lgende méte:

[> dsolve( {"ODE for y(x)" , "tilleggskrav"} , y(x));
Et tilleggskrav av typen y(a) = b skrivesinn rett frem, mens et tilleggskrav av typen
y '(a) = ¢ maskrivesinn som D(y)(a) = c. Klarer ikke "dsolve" jobben returneres
intet svar. Dette gjelder ogsa dersom det er for mange motstridende tilleggskrav.

Vi ser pa de samme eksemplene som far, men na med tilleggskrav. Merk at vi bruker
for enkelhets skyld navnene pa diff. likningene vi innfarte tidligere!

a) ODE'en y'-2xy =x3med tilleggskravet y(0)=1 |gses ved
> dsol ve({dlikna, y(0)=1}, y(x));

1,13 2)
y(x)——Ex —§+§e(

b) ODE'en (x+ 1)y'+Yy?=0 med tilleggskravet y(0) = 1/2 forsakes last pa (-1,%)
ved

> dsol ve( {dliknb, y(0) = 1/2}, y(x) );

1
YO = Tnixs D+ 2

Vi ma passe palitt her fordi denne I@sningen er ikke definert pahele (-1,«) . Dette kan
vi se dik:
> sol:=rhs(%;
1
I o T 1) + 2
(> u: =denon(sol);
| u=In(x+1)+2
> a: =sol ve(u=0, x);

a=¢e?-1
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> eval f(a);
{ -.8646647168

Dette betyr at |@sningen ovenfor bare er definert pa (-1,a) og pa (a, «), der aer som
ovenfor. Siden vi har brukt verdien av y(x) i x =0 til abestemmey(x) , og siden 0
ligger i intervallet (a, =), er det naturlig asi at lgsningen vi fant gjelder i intervallet (a,
). Dette er opplagt riktig dersom vi bare er interessert i en lgsning som gjelder i det
sterste intervallet som inneholder O.

En skisseav lgsningen paintervallet (a,2) far en fram ved kommandoen :

[> plot( sol,x =a..2, y =0..5):

Vi begrenset her verdiene av y til aligge mellom 0 og 5 fordi x=a er en vertikal
asymptote for y(x). Du kan gjerne preve med andre begrensninger av y-verdiene for a
se hvordan bildet forandrer seg. Det ma gjerne litt preving og feiling til far man
kommer til et bilde man kan si seg forngyd med.

cC)ODE'en y"-2y'-8y=6-8x medtilleggskraveney(1)=y '(1) = 1 lgses dlik:
> dsolve( {dliknc, y(1)=1, Dvy)(1) =1}, y(x));

4x)

2
Y(X)=-1+X+= +=e?el29
3(62)2 3

> sinplify(9%:

1
y(x) =3 (-3 e4-4% 1 3x 440 1142 e(6-6X)) gl-4+4%)

Vi kan fa et grafisk inntrykk av |gsningen rundt punktet (1,1) ved & bruke
kommandoen

[> plot(rhs(%,x=0..1.5, scaling=constrained):
Vi bruker her samme skala pa begge aksene dik at vi kan "se" at y '(1) =1.
c')ODEen y"-2y'-8y=6-8x med"randbetingelsene”"y (0)=2,y (1) =1
|@ses dlik:

> dsolve( {dliknc, y(0)=2,y(1)=1}, y(x));

1 (3P _1)4  (3e'-1) 2V
yix)=—L+x+ D _ie?

c")ODE'en y"-2y'-8y=6-8x med de tre tilleggskravene
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y(0)=2,y@®=1 y'(D=1

har ingen |gsninger:

[> dsolve( {dliknc, y(0)=2,y(1)=1,Dy)(1)=1}, y(x));
r>

Dette betyr spesielt at den entydige |gsningen vi fant under punktet ¢ ') ikke
tilfredstiller at y '( 1) =1.

c™) Det gar an aangi faaretilleggskrav enn det som er ngdvendig for & bestemme
|@sningen entydig. Svaret (hvis den kommer!) inneholder da en eller flere ubestemte
konstanter. Et slikt eksempel er:

> dsol ve( {dliknc, y(1)=1}, y(x));

y(X)=-1+x+ Cleé*94 (- C1 ((—:‘2)3 +€) 2%
d) ODE'en y'=4dgn(y) + x med tilleggskravet y(0) = 2 lar seg fremdeles ikke |gse
eksakt:

[ > dsolve( {dliknd, y(0)=2},y(x));
r>

Vi kan |gse dette problemet numerisk ved hjelp av Maple, men dette venter vi med til
sluitt.

Oppgave 3
Las falgende ODE' er med tilleggskrav ved hjelp av Maple:

) y'—2xy=e(X2), y(0)=0.

i) (C+1)y'+y*+1=0, y(0)=2.

i) y"+3y'+2y=4x+10sin(X), y(0)=y'(0) =1
iv) y"+3y'+2y=4x+10sin(x), y(0)=y(1)=0.

5. Maple klarer &lgse enkelte ODE ' er der det inngar ubestemte konstanter. La 0ss
f.eks. betrakte en homogen lineaa 2. ordens ODE med konstante koeffisienter av
falgende type:
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y'"+qy'+y=0 (derqerenrel konstant),
med fglgende initialbetingelser : y(0) =-1, y '(0) = 0.
Denne kan jo lett |@ses for hand. Svarets utseende vil da avhenge av verdien av
parameteren . Til orientering nevner vi at denne ODE' en kan tolkes som en forenklet,

kvalitativ modell for en "svingende" kloss, der konstanten q representer frikgonen i
systemet. La oss se hva Maple gjar med denne ODE:

(> dliknf:= D(D(y))(x) + g*D(y)(x) + y(x) =0 ;
i dliknf := (D®)(y)(x) + g D(y)(x) + y(x) =0
> dsol ve({dliknf,y(0)=-1,D(y)(0)=1}, y(x));

1(g+ /q2_ 4 -2) g-1/2(a-4(a-2)(a+2))x)
Y(X)=—§ 74

+E (q- [P -4 - 2) el=1/2(a+4(a-2)(a+2))x)
| 2 q2_4

> sol g:=rhs(%;
1(g+ /q2_4_2) gl-1/2(a-4(a-2)(a+2))x)
2 q2_4

1L(d=a =4 —2)el-1/2(a+y(a-2)(a+2))x)
RS CE ) !

2 q2_4

solq = -

Det er flere ting & bemerke ved dette svaret. Farst ser vi at > — 4 opptrer i nevneren,
og det betyr at Maple overser tilfellene =2 og g = -2. Disse bgr da studeres for seg.
Det neste er at svaret ikke likner helt pa hvavi kunne haforventet: det skillesikke
mellom verdier av q slik vi hadde gjort for hand. Grunnen er at Maple bruker
komplek se eksponentiafunksjoner i sitt svar: leddet ./ (q - 2) (q + 2) matolkes som
en kompleks kvadratrot av (g - 2) (g + 2) dersom| q| < 2. Svaret ovenfor kan skrives
om pareell form ved & se patilfellene|q|< 2 og 2 <|q|hver for seg!

Laossillustrere dette ved a sette g = 0 ("udempet kloss"), g = 0.5 ("dempet kloss') og
g = 3 ("overkritisk dempet kloss") etter tur.

> . =0; solq;
g:=0

%(—2+ﬁ)ﬁe(1/2ﬁx)_%(_z_ﬁ)ﬁe(-l/zﬁx)

Til &gjare om dette uttrykket pareell form brukes kommandoen [> evalc("uttrykk" );

[> eval c(9;
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L —co %ﬁx)+%ﬁsin(%ﬁx)

{> sol gO: =sinmplify(%;
s0lq0 := —cos( X) + sin(x)

> ¢g:=0.5; solq;
g:=.5
(_. 5000000000 - .3872983347 | ) e((—.2500000000+ .9682458365 1) x)
+ (~5000000000 + 3872983347 | ) el(~2500000000 - 9682458365 1) )

> sol gl: =eval c(% ;
solg1 := —1.000000000 el ~-2500000000x) cog( 9682458365 X)
+ . 7745966694 gl~2500000000X) gin( 9682458365 X)

> q: =3; sol g2:=sol q;
qg:=3

solg2 ::_1_1()(J§+1)J§e(-1/2(3—ﬁ)x)+1_1()(1_J§)ﬁe(-1/2(3+ﬁ)x)

Vi kan na skissere grafene til disse tre lgsningene ved den neste kommandoen. Du bar
klare & skjgnne hvilke graf som hgrer til de forskjellige verdiene av q;

[ > plot({sol g0, sol g1, sol g2}, x=0.. 10):

Oppgave 4.

Studer hva som skjer i eksemplet ovenfor ndr du setter g = - 0.5 og q = -3 etter tur.
Lag en skisse av grafene til lgsningene over intervallet [ 0, 10] (ikke gjer det i samme
tegning pga skal eringsproblemer).

(Kommentar: det at q er negativ kan tolkes som "negativ frikson", altsa at klossen far
postiv "drahjelp” hele tiden!).

Oppgave 5:

Betrakt ODE'en y"+y=sin(px) medinitialbetingelsene y(0) =-1,y '(0) = 0.

(Dette er en forenklet modell for en svingende kloss, uten frikgon, men utsatt for ytre
reglmessige vibrasjoner).

Bruk dsolve il algse denne og skisser lgsningene for p=1/2, p=1o0gp = 2.
(Tilfellet p=1 ma behandles separat).

Hva skjer med klossen nér (tiden) x gar mot uendelig i hvert tilfelle ?
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6. Vi skal se "geometrisk " pa 1. ordens ODE ' er av typen
(*) y' =f(x,y)

der f(x,y) er et uttrykk i x og y.

La oss betrakte en lgsning y(X) av (*) hvis graf gar gjennom et punkt (x0,y0). Det siste
betyr at yO = y(x0).

Tangenten L til grafen til y(x) i dette punktet har stigningstall y '(x0)= f( x0, y(x0) )= f(

En retningsvektor for linjen L er derfor gitt ved vektoren ( 1, f(x0,y0) ).

Vi kan tenke oss at denne vektoren angir "kompassretningen” i (x0,y0) for var videre
vei dersom vi gar langs grafen til y(x) (fra ventre mot hayre). Tegner vi flere av
vektorene pa formen (1, f(x,y)), hver av disse plassert i det tilharende punktet (x,y), far
vi frem et "felt" av retningsvektorer som matangeres av |gsningskurvene il (*).

Enillustrasion av et slikt felt i et rektangel i xy-planet kan vi fa Mapletil &tegne ved
kommandoen

[> fieldplot ( [1, f(x,y)], X= a..b, y=c..d);

Merk at denne kommandoen ferst er tilgjengelig ndr man laster inn pakken
with(plots).

Som et eksempel betrakter vi ODE' en y'-2xYy =X som vi studerte farst i denne
ovelsen.

Denne kan jo skrives paformeny ' =2xy +x3 , som er et uttrykki x ogy.

Vi prover "fieldplot” kommandoen padenne, og tar med grafen til tre av Igsningene vi
fant tidligere. Vi ma derfor bruke kommandoen "display” for afa dette til.

Legg videre merketil at vi avslutter de tre farste kommandoene med kolon for a

unnga & fa masse ungdvendige ting frem paskjermen! Sett semi-kolon etter den siste
kommandoen for &fa fram bildet.

> w th(plots):

bildel:=fieldplot([1, (2*x)*y + x"3], x=-1..1,y=-4..2):
bi | de2: =pl ot ({asol nl, asol 0, asol 1}, x=-1. 1)
di spl ay({bil del, bil de2}):
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Slike bilder av retningsvektorfelter er ikke altid gode fordi mange av vektorene knapt
er synlige, mest fordi disse blir skalert ned. Disse bildene kan f.eks tenkes a beskrive
stramretningene pa overflaten av en elv, der en partikkel som slippes ned i elven vil
falge en kurve bestemt av disse. Som vi ogsa ser av bildet, sd kan veiene bli ganske
forskjellige selv om utgangspunktene er forholdsvis naar hverandre.

Bilder av retningsvektorfeltet for en ODE som (*) er spesielt nyttige nar man ikke
klarer alase den eksakt. De gir jo et vist inntrykk av hvordan lgsningskurvene ma se
ut.

Laoss preve dette palikningen y ' = sin(y) + x ( som vi ikke klarer &1ase eksakt):

{> bil de3:=fieldplot([1,sin(y)+x], x=-1.5..1.5, y=0..4):
di spl ay(bil de3):

Vi kan fa frem en lgsningskurve av denne ODE'en ved a utnytte at Maple klarer a
|lgse mange ODE' er numerisk (dersom man ogsa oppgir passende initial betingel ser)
ved fglgende variant av dsolve-kommandoen:

[> dsolve( {"ODE for y(x)", "initialbetingelse(r) for y(x)"}, y(x) , numeric);

Svaret pa denne kommandoen er en sdkalt "prosedyre”, og man bar gi et navn til
denne, laosssi "solnum®. Vi kan da fa skissert grafen til |@sningen over intervallet
[a,b] ved & gi kommandoen

[> odeplot ( solnum, [x, y(X)], a.. b);

(som er tilgjengelig hvis plots-pakken er lastet ned, noe vi har gjort tidligere).
Observer at det er ingen "x=" foran a'en i denne kommandoen!
Vi illustrer dette:
> sol num =dsol ve({D(y) (x)=sin(y(x)) + x, y(0) =2},
y(X), nuneric);
solnum := proc(rkf45 x) ... end
> bilde4:= odeplot(solnum [Xx,y(x)], -1.5..1.5):

# Vi gir et navn til grafen til |@sningen, for a kunne
fa det fremsamen med retningsvektorfeltet!

di spl ay({bi | de3, bi | de4}):
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For & beregne numerisk koordinatenetil f.eks punktet (0.5, y(0.5)) pa lgsningskurven
kan vi gjere det enkelt dlik:

{> sol num( 0. 5);
[X =5, y(x) = 2.510494527302638]

Oppgave 6.
Betrakt ODE'en y'=¢&™¥ +x2

a) Tegn retningsvektorfeltet til denne likningen i rektanglet bestemt avx =-1..1,y =
-1..1.

b) Skisser grafen til Igsningen av denne ODE ‘en med initialbetingelsen y(0)=0 for x =
-1..1ien tegning som ogsa viser retningsvektorfeltet.

DEL 4

Maple kan ogsa brukes il a gjare beregninger i linesar algebra. Til det trenger vi &
laste inn tilleggspakken

> w th(linalg):
{V\arni ng, new definition for norm

Warni ng, new definition for trace

1. Vektorer i Maple skrives pa samme méatei alle dimensjoner. Her har vi definert to
5-dimengonal e vektorer

> v1:=vector([2,-1,0,1,0]); v2:=vector([1,1,0,0,2]);

‘ vi:=[2-10,1,0]

v2:=[1,1,0,0,2]
og Maple kan enkelt regne ut prikkproduktet av dem, ved hjelp av den instruktive
betegnelsen [> dotprod
{> dot prod(vil, v2);

1

Dersom vi pregver ata prikkproduktet av to vektorer av forskjellig lengde, vil Maple gi
oss tilbake en feilmelding om at vektorene ikke er kompatible.

2. Vektorregningen er bare en liten del av linesaralgebra. Maple kan ogsa regne med
matriser. Det er to mater & definere en matrise. Den ene er ved kommandoen [>
matrix(3,3,[1,0,0, 0,1,0,0,0,1]); som gir oss en 3x3-enhetsmatrise. De tor farste
tallene gir stfarrelsen og i klammene skriver vi de ni tallene. Den andre méten aangi
matrisen paer ved kommandoen [>array ( [1,0,0], [0,1,0],[0,0,1]); | dettetilfellet
trenger vi ikke angi starrelsen, Maple skjgnner det ut i fra de angitt vektorene.
Falgende eksempel illustrerer disse to metodene:

[>mtrix(2,3,[1,2,-3,0,2,-1]); array([[1,2,-3],[0,2,-1]]);
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[1 2 -3]
0 2 -1

[1 2 -3]

0 2 -1
Som vi ser i den farste skriveformen, s angir det farste tallet antall rader, mens det
andre gir antall kolonner. Dersom vi ‘skulle ha behov for aangi en matrise uten a
fastsette verdien pa entriene, sakan vi leggei inn en blank matrise ved abruke den
ferste formen, dog uten & angi noen verdier pa entriene, altsa ved

r> rratrlx(3 3);

?1, 1 ?1, 2 ?1, 3

?2,1 ?2,2 ?2,3

L 731 732 733
Multiplikagon av matriser utfgres med kommandoen [>multiply, hvor input er to eller
flere matriser av rett starrelse i forhold til hverandre.

r> A=mtrix(2,3,[1,2,2,1,0,0]); B.=matrix(3,1,[2,1,0]);

o2 2
A'_[l 0 o]
B .=

:
4

Den samme kommandoen kan brukes for & mullti plisere en matrise og en vektor,
[>multiply(M,v); Maple returnerer i det tilfellet en vektor.

"> nul tiply(A B):

For kvadratiske matriser kan vi ogsa regne ut den inverse matrisen. Dette gjar vi ved
hjelp av kommandoen [> inverse(M); Det er selvfalgelig pakrevet at matrisen har en
invers, dvs. at determinanten er forskjellig fra 0. Hvorvidt det er tilfelle kan vi gekke
ved kommandoen [> det(M); Vi illustrerer dette med et eksempel,

r> M=matrix(2,2,[1,2,1,-1]);
_[1 2
, we=p ]
(> det(M;
L -3
> N =inverse(M;
r 2
—| 3 3
N:=| ] 1
I 3 3
og her vil selvfalgelig produktet [> multiply(M,N)) gi oss identitetsmatrisen
> multiply(MN);
o1
0 1

Na kan vi ogsa beregne egenverdier og egenvektorer for en matrise, ganske enkelt ved
a bruke kommandoene [> eigenvalues(M); og [> eigenvectors; Disse vil for en
nxn-matrise returnere en liste over n egenverdier, henholdsvis egenvektorer.

> ei genval ues(M;
{ /3.3
{> ei genvectors(M;
(V3 L{[¥3+ 1, 11}], [-/3, L{[~/3 + 1 1]}]
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L>
Denne siste kommandoen returnerer flere starrelser, det farste er egenverdien, den

andre er multiplisiteten til denne egenverdien og vektoren er den aktuelle
egenvektoren.
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