Seksjon 4.3

Oppgave (1). Finn grenseverdiene:

: 8n*42
° CL) hﬂn%oo 3nn4*7n

. 3n’—4
° b) hgln—)oo —;n3+7

: 5n34-2n—13
° C) h%nln—mo n—4

: 2n3—-13 _ 4n*+12
e d) hﬂn_m ( 513 —4 1—5n4

. n®42sin(n)

* 6) hgﬁln%oo e~ +6n°
Lgsning. Vi vil bruke samme metode som i Eksempel 4.3.5 fra boken i disse
oppgavene. Nar vi skal finne grensen av en brgk hvor man har polynomer
i teller og nevner, vil det lgnne seg & dele pad den hgyeste potensen som
opptrer.

e a) Her ser vi at den hgyeste potensen er n*. Dermed deler vi pa denne
i teller og nevner.

. 8nt + 2n . 8 + n%
1 —_— = 11 .
nﬁo 3nt =7 nﬁo - 7T74

Ved & bruke regneregel (iv) fra 4.3.3 i boken, kan vi ta grenseverdien
av teller og nevner. For telleren har vi at li_n}n_)OO 8+ % = §, og for

nevner har vi hﬂ 3 — & = 3. Dermed far vi at grenseverdien blir
n—o0 n

i 8nt+2n 8
im — = —.
= Bni-7 3
Merknad: Husk at vi kan anvende regneregel (iv) kun nar teller og
nevner konvergerer. Dermed blir det ngdvending & dele pa hgyeste
potens fgrst.

e b) Vi ser at den hgyeste potensen er n3, si
3n? — 4 3_4
lim — = — j;m "’
7
e S VLA ST S Jra A

Her ser vi at teller gar mot 0 nar n — oo. Nevner ser vi gar mot —2
nar n — o0o. Dermed er

i 3n2 —4 0
1 —_— =
= o171 2

n—o0

=0.



e c) Her er hgyeste potens n?.

i 200213 5+ % — 13
H n—4 B TT a1
n—oo n—o0 n2 n3

Vi ser at grenseverdien til teller er 5, mens nevner konvergerer mot 0.
Uttrykket divergerer altsd mot oo eller —oo. For & finne ut hvilken av
disse uttrykket divergerer mot, deler vi heller pa den laveste potensen.

Da far vi
i 5n3 4+ 2n — 13 i 5n? +2— 13
m —— = lm —
e i g

Her ser vi at nevner konvergerer mot 7, mens teller divergerer mot co.
Uttrykket vart vil dermed gke ubegrenset nar n — oco. Altsa ser vi at

5n3+2n—13_

li = 0.
— ™ —4 >

n—oo

e d) Her regner vi ut grenseverdien til hvert ledd forst. Vi bruker samme
fremgangsméate som over. Det forste leddet blir

i 2n% — 13 i -2

— 5n? —4 n—>oo5 % 5

Det andre leddet blir
. S B T
n—00 1 —5nt n—>oo#_5 =5 5

Nar vi legger sammen disse, far vi

2n3—13_4n4+12 _g+§ 6
5n3 — 4 1-5m%) 5 5

lim

n—oo
Merknad: Her brukte vi regneregel (ii).

For vi regner ut grenseverdien i e), viser vi at lim, ,.ce™™ = 0 ved &
bruke Definisjon 4.3.1 fra boken. For ethvert tall ¢ > 0, ma vi finne en
N € N slik at |e"| < € for alle n > N. Velg en slik € > 0. Vi vet at
le™™| = e™". Sa vi vil finne en N slik at e™ < € for alle n > N. Hvis vi lar
N veere et positivt heltall storre enn — log(e), sa vil ™" < €l°8() = ¢ for alle
n > N. Dermed har vi vist at lim,, ,,,e™™ = 0.

e ¢) Her er hverken teller eller nevner polynomer. Men vi vet at sin(n) <
1 for alle n, og lim,, oo e~ " = 0, s vi prgver samme metode likevel.

po PO 2sin(m) 14 2sin(n)
1 ——— = 11 r—
A T S



Siden sin(n) < 1, sa vil SH;# konvergere mot 0 nar n — oo. Siden
limy,, 00 ™" = 0, s& ma jo selvsagt ogsa lim, o % = 0. Dermed far
vi at teller konvergerer mot 1, og nevner konvergerer mot 6. Det betyr

at
y nd + 2sin(n) 1
im ————~ = .
= e 4 6nd 6

n—oo

Oppgave (3). Finn grenseverdiene:

e )lim _(Va¥2-yn).

: 1
* b) hgln—)oo \/ntyn—yn’
o d)lim  (V1+ e~ —e™M).
Lgsning. Vi skal bruke samme triks som i Eksempel 4.3.8 fra boken.

e a) Her har vi en differanse av kvadratrgtter. Bade v/n+2 og /n
divergerer mot oo (se Eksempel 4.3.7), sa dette er et sakalt “oo — 0o’-
uttrykk. Det er ikke klart hva det konvergerer mot. Men vi vil gange
med den “konjugerte” av uttrykket som i Eksempel 4.3.8 fra boken.

Den “konjugerte” av (v/n +2 —/n) er (vVn+ 2+ +/n). Sa vi far at

. _ o (Vnd2— )Vt 2+ /i)
B N SR
:hgmz_\/#
node V240
_ g (2 —n
njnzox/n—i—Z—i-\/ﬁ

(her bruker vi (a — b)(a + b) = a* — b?)

2
lim ——.
nﬁo vVn+2+/n
Her ser vi at nevner divergerer mot oo. Teller er en positiv konstant,
sa dette betyr at uttrykket konvergerer mot 0. Med andre ord,

hg(\/nwL —+/n) =0.

n—oo

e b) Igjen vil vi gange med den “konjugerte”.



i 1 i vn+yn+n

nrbe VIRV b (Vo i — VA) (i )

R R

e (V£ ) —
ViVt o

nﬁo (n+/m) —n
\/ﬁ+f

TL—)OO

_ \/n+\/ﬁ+@

e SV RN
. n+n
= lim

n

+1

n—oo
=1 1+ —+1
m + o +

n—o0

Vi ser at ‘f ‘f\f = n\”f = \/15, som konvergerer mot 0. Dermed

il /1 —1— J14+ = konvergere mot /1 + 0 = 1. Til sammen far

vi da at

. 1
li 1+ —=+1=141=2.

1
nl%o\/n+\/>*\/ﬁ_n—>%n:o \/ﬁ

e d)

V1 —2n _ ,—n V1 —2n —-n
gl(,/1+6—2n fn):hg( te e ")( te +e™ ")
R e (0
e (VIteZiqen)
. (14+e?) —e2n
-y L)
n—oo ( 1+e 2 4 ein)

1
=1
e VI e 4 )

Vi vet at 11_1])1 e~ " = 0, og tilsvarende at hﬂ e~ = (. Dermed
n—o0 n—oo

. —5n _ . .

vil hglnﬁoo V14e 2" = /T+0 = 1. Det betyr at grenseverdien til
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nevneren blir li_n}n_)OO Vide2n4e™=1/1+04+0=1. Til sammen

far vi at

1
lim (V1+e 2" —¢e™ = lim =-=1
! R x/1+e—2”+e DI

Oppgave (4). Vis at disse grenseverdiene er riktige ved bare G bruke defin-
1850m 4.3.6.

ea)lim  (3-2)=3
o b) %n%oo 2si2(n) -0

. n+3 1
° C) h%rnn—ﬂ)o 3n+22 -3
Losning. I disse oppgavene er vi gitt en folge {a,}, som vi skal vise kon-
vergerer mot en gitt verdi a. Per definisjon méa vi da for enhver € > 0 finne
en N € N slik at |a, — a|] < € for alle n > N. I hver av oppgavene lar vi
€ > 0 veere gitt, og lgsningen bestar da i & finne en slik N.

e a) Vi méa finne en N slik at |(3 — 2) — 3| < € for alle n > N. Det vil
si |2| <e. Siden 2 er positiv, er dette ekvivalent med 2 < e. Dette
er ekvivalent med § > % Sn > % Sa dersom vi velger N til & veere
et heltall stgrre enn %, sa er det klart at n > % for alle n > N. Siden
dette er ekvivalent med at |2| < ¢ for allen > N, har vi vist resultatet.

e b) Vivil finne en N slik at \QSm n) | <eforallen > N. Naer |2Sln ")\ =
M, s& ulikheten blir M < €, som er ekvivalent med

o si
2|sin(n)| < ne < n > M

Men vi vet at |sin(n)| < 1 for alle n, si dersom vi velger N til & veere
et heltall stgrre enn %, sa vil n > 2 > 2‘Sm(")‘ for alle n > N. Men
dette er ekvivalent med at IQS%(”)\ < ¢ for alle n > N, og vi er ferdige.

1
c¢) Vi vil finne en N slik at | ha

5% — 3| < e for alle n > N. Vi regner



litt pa uttrykket til venstre.

n+3 1, 3(n+3) 3n+2

3n+2 3 '33n+2) 3(3n+2)
_|3(n+§) _ 3n+2 |
- 3(Bn+2) 3(3n+2)
_ |(3n+%)—(3n+2)|
B 3(3n +2)
_1
= oo
3(3n + 2)
_ 1 = 1
S 6(Bn+2) 6(3n+2)
Sa ulikheten over er det samme som m <ee1<e-6(3n+2).

Men
1

1 1
€-6(B3n+2)>1e3n+2> &3> _——2&n> 8=
6e 6e 3
1
Sa dersom vi velger N til & veere et heltall storre enn < 2, sa vil
n+%
3nt+2

1
1 _9 .
n > S5— for alle n > N, noe som er ekvivalent med at | %] <e€

for alle n > N. Dermed er vi ferdige.
Oppgave (11). Vis at dersom lim  an, =lim b, = A og

an < ¢ < by, for alle n,

sd er Iign%oo c, = A.

Lgsning. Vi vil bruke definisjonen av konvergens. La e > 0. Vi vil finne
en N € Nslik at |¢, — A| < € for alle n > N. Vi vet at folgene {a,}
og {bn} konvergerer mot A. Dette betyr at det finnes et heltall N; slik at
lanp, — A| < € for alle n > Nj, og et heltall Ny slik at |b, — A| < € for alle
n > Ny. Skriver vi om dette, far vi at —e < a,, — A < ¢, som er ekvivalent
med A —e<a, <A+ e€forallen> N;. Tilsvarende er A —e < b, < A+¢
for alle n > No. La na N veere et heltall som er stgrre eller lik bade N1 og No
(f.eks N = max{Ny, Na}). Da har vi at ¢, < b, < A+e for alle n > N, men
ogsd at A—e < a, < ¢y, foralle n > N. Det betyr at A — € < ¢, < A+ € for
alle n > N. Dette medfgrer at —e < ¢, —A < €, som betyr at |¢, — A| < e for
alle n > N. Per definisjon av konvergens, har vi na vist at hﬂn—mo cn = A.

Oppgave (13). Finn eksempler pa folger {an} og {bn} slik at liglnéoo an =
hﬂn—)oo bn =0 og
¢ a) h%rnnﬁoo ZTTLL =0,



¢ b) %n—ﬂx% =

o) li%mnﬁoo %: er forskjellig fra 0 og cc.

1 Da er det klart at

Lgsning. e a) Vi velger a, = P
hﬂn—wo ap = hgfln_wo b, = 0. Videre er

ogbn:%

1
o Qn o o2 g L
i 7 = lim - = lim > = 0.

n—00 n—oo n n—00

e b) Vi velger motsatt a, = 1,

e Vi velger a, = b, = ;. Daer

1
an . n .
lm — = lim & = lim 1=1.
i =i =

Oppgave (14). Finn eksempler pa folger {a,} og {b,} slik at lim . an
hgln—mo by, = 00 og

e a) h_ngnHoo an — by = 00,

° b) lig’ln%oo n — by = —00,

o) @n—)oo an — by er et endelig tall.

Ldsning. e a) Vi velger a, = 2n, og b, = n. Da er det klart at

lignﬁoo an zlignﬂoo b, = co. Videre er
lién an — by, = h_n>q 2n—n= h_n>q n = 0.

n—oo n—oo n—oo

e b) Vi velger motsatt a,, = n, og b, = 2n. Da er

ligrl anp — b, = hgln—?rz: hgl —n = —o0.

n—0o0 n—o0 n—o0

e Vi velger a, = b, =n. Daer

lim ap —b, = lim n—n= lim 0=0.

n—oo n—oo n—oo

Oppgave (15). Gjennomfor beviset for teorem 4.3.9 for avtagende folger.



Lgsning. Teoremet vi skal vise er det fglgende: En monoton, begrenset folge
er alltid konvergent. La {a,} veere en slik folge. {ay,} kan veere monotont
stigende eller monotont avtagende. I denne oppgaven antar vi at den er
monotont avtagende. Betrakt fglgen b, = —a,,. Siden {a,} er begrenset, sa
finnes det en nedre skranke a. Det betyr at a,, > a for alle heltall n. Dette
betyr at b, = —a,, < —a for alle heltall n. Dermed har folgen {b,} en gvre
skranke —a. Siden a, er monotont synkende, sa er b, monotont stigende. Av
teoremet som bevist i boken for stigende folger, er da {b,} konvergent. Det
betyr at li . b, = b, for en eller annen grenseverdi b. Merk at a,, = —b,,.
Av regneregel 4.3.3 (ii) har vi dermed at
h’gﬁ. Gp = hﬂ —b, = —b.

n—oo n—0o0

Dermed konvergerer {a,} mot —b, og er med andre ord en konvergent fglge.
Dette fullfgrer beviset.

Oppgave (18). Definer rekursivt en folge {x,} ved x1 = 1, 0g Tpy1 = /2y,
forn >1.

e a) Vis, ved induksjon pa n, at x, < xp4+1 for alle naturlige tall n.
e b) Vis at folgen {x,} konvergerer, og bestem grensen.

e ¢) Underspk konvergensen av folgen {yn}, definert ved y; = 1, og
Ynt1 = \/2Yn + Y3 forn > 1.

Lgsning. e a) Vi viser hypotesen forst for n = 1. Vi ma altsa vise at
x1 < Tz. Men z9 = +/2x; = /2 per definisjon, og 1 < v/2. Dermed
holder ulikheten for n = 1. Anta na ulikheten holder for n = k. Vi ma
vise at den gjelder for n = k+1. Vi vet altsa at z; < xp41, og skal vise
at Tpy1 < Tgyo. Vivet ogsd at xpio = 22k 1. Siden zyy1 > z, s er
V2041 > 21, = xpo1. Dette betyr at xp0 = /20541 > g1, Vi
har dermed bevist induksjonstrinnet, og konkluderer med at z,, < x,4+1
for alle naturalige tall n.

e b) Av a) vet vi at folgen {z,,} er monotont stigende. Hvis vi kan vise
at den har en gvre skranke, sa betyr det at den konvergerer av Teorem
4.3.9. Vi skal vise ved induksjon at 2 er en gvre skranke for fglgen.
Med andre ord skal vi vise at x,, < 2 for alle naturlige tall n. Siden
21 = 1, s er dette sant for n = 1. Anta na det er sant for n = k.
Da er zj, < 2. Men det betyr at xj 11 = 27 < V22 = 2. Altsé er
Trr1 < 2, og induksjonstrinnet er bevist. Altsa har x,, en gvre skranke,
og vil dermed konvergere.

For & bestemme grensen, sa bruker vi samme metoden som i Eksempel
4.3.10 i boken. La x veere grensen, det vil si hﬂ Tp = x. Daer
n—oo

liﬂ Tpyl = h_ng V2x, = V2.

n—o0 n—oo
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Men det er klart at hﬂn—mo Tptl = ligln_mo Ty = x, s& vi far likningen
r = /2z. Kvadrerer vi far vi at 22 = 2r = z(z —2) =0. Saz =0
eller x = 2. Men z; = 1, og fglgen er stigende, og det betyr at > 1.
Vi star igjen med lgsningen x = 2, og vi konkluderer med at {z,}
konvergerer mot 2.

e ¢) Vi skal vise at folgen {y,} konvergerer mot co. Grunnen til at vi
mistenker dette, er det folgende. Anta at fglgen konvergerer mot et
tall y. Av samme metode som i b), vil vi da bestemme y pa folgende
mate.

lim g1 = lim /2y, + 42 = /2y + 92

n—oo n—oo
Vi far da likningen y = /2y +132 = 32 = 2y + 92 = 0 = 2y =
y = 0. Men vi kan vise at fglgen er stigende ved induksjon. Vi skal
altsa vise at ypt+1 > yp for alle naturlige tall n. Per definisjon er
va = 2y +yi = V2+1 = V3, s& ulikheten gjelder for n = 1,

siden v/3 > 1. Anta na at ulikheten gjelder for n = k. Da vet vi at

Yrr1 > Yk Men ypyo = 1/2uk1 + U7y > \/20k +Up = Yrr1o Altsd
er Yr+2 > Yi+1, 0g induksjonstrinnet er vist. Vi konkluderer med at
Yn+1 > Yn for alle naturlige tall n. Altsa er folgen stigende. Siden
fglgen ikke konvergerer, sa har den ingen gvre skranke. Dette betyr at
fglgen vokser ubegrenset. Vi viser at fglgen konvergerer mot oo ved
a bruke Definisjon 4.3.6. La ¢ € R veere et hvilket som helst tall. Vi
mé finne et heltall N slik at |y,| > ¢ for alle n > N. Siden folgen
vokser ubegrenset, sa finnes det nemlig et tall N slik at yy > ¢. Men
siden fglgen er monotont stigende, vet vi at y,, > yn > c for alle heltall
n > N. Siden y, alltid er et positivt tall, far vi at |y,| = y, > ¢ for
alle n > N. Vi har altsa vist at {y,} konvergerer mot co.

Midtveiseksamen Mat 1100 12. oktober 2012

Oppgave (1). Det komplekse tallet z = 2—2/3i kan skrives som: C) 4651,

Lgsning. Vi finner forst modulusen til z. |z| = /22 + (2v/3)2 = VA + 12 =
V16 = 4. Vi skriver

4 4 2 i
Ved & tegne punktet % — @ pa enhetssirkelen ser vi at argumentet ma veere
21 — I = 3. Svaret er altsa C).

Oppgave (2). Det komplekse tallet z som har polarkoordinatene r = V2 og
0 = T kan skrives som A) z = —iv/2.
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Lgsning. Av de’Moivres formel har vi at

7 7
z=r(cosf +isinf) = \/5((30877r + isin g)

Merk at %’r =27+ 37” Siden cos og sin har periode 2w, far vi at
3m . 3w . )
z = \@(COS?JrZSln?) = \/§(O—z~1) = —V/2i.

Svaret er altsa A).

Oppgave (3). Huilket av folgende komplekse tall er en rot i polynomet
P(z) = 2% — 422 + 52. Svar: B) 2 =2 —i.

Lgsning. Vi faktoriserer P(z) som fglger. P(z) = z(2? — 42 + 5). Da ser
vi at z = 0 er en rot, men dette er ikke et av alternativene. Da méa vi se pa
rgttene til 22 — 4z 4+ 5. Vi bruker abc-formelen og finner at rgttene er gitt

ved
4+42—4.5 44+ -4 4+2
Zz = = =
2 2 2

Spesielt er z = 2 — i en rot, sa svaret er B).

=2+

Oppgave (13). Huilket av folgende tall er en tredjerot til det komplekse
tallet z = —4+/3 — 4i. Svar: E) Qei%.

Lgsning. Vi vil skrive z pa formen re®. Vi ma forst finne modulusen 7.

r=4/(4v3)2 +42 = /16 - 3+ 16 = v/64 = 8. Vi kan da skrives
—4v/3 4 V3 1

z2=8(—— — =) = 8(——— — =1i).
( 8 8 ) ( 2 2 )
Ved & tegne punktet —@ — %z pa enhetssirkelen ser vi at argumentet ma
veere 0 = %’T. Altsa er z = 8¢6. For a finne tredjergttene skriver vi

z = Sei%+2”ki for heltall k. Da er

L i t2mki ot
= 83¢ 3 = 2¢'18

2mki
+73 .

=

z

Vi setter inn for k = 0, 1,2 og far at tredjergttene blir

PRk

w; = 2€’18
Tm | 2mi

ny — 2¢'18 13

4mi

;7T Ami
w3 = 92¢'1s 173

Vi ser at w; samsvarer med E), og dette blir da svaret.
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