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Forord

Som tittelen sier, handler denne boken farst og fremst om flervariabel ana-
lyse, altsa om det som har & gjgre med derivasjon og integrasjon av funk-
sjoner av flere variable. For den som ikke kjenner stoffet fra for, kan dette
virke som et begrenset og litt kjedelig tema, men det er slett ikke tilfellet
__ tvert i mot er denne teorien grunnlaget for de aller fleste anvendelsene
av matematikk i naturvitenskap og samfunnsfag. Nesten alle interessante
fenomener i den virkelige verden avhenger av mer enn én variabel sterrelse,
og nar slike fenomener skal analyseres, er det flervariabel analyse som er
redskapet, gjerne i kompaniskap med lineser algebra.

Noe av det som skiller denne boken fra de fleste (men slett ikke alle)
andre, er at den tar forholdet til linezer algebra pa alvor — i tillegg til alle
de vanlige temaene i flervariabel analyse, inneholder boken ogsa en fullverdig
innfering i lineser algebra i R™. Det er to grunner til dette. For det forste
gir linezer algebra oss et sprik som gjor det mye enklere & uttrykke en del
grunnleggende prinsipper i flervariabel analyse — formlene blir kortere, de
geometriske tolkningene blir naturligere og sammenhengen med de tilsva-
rende prinsippene i én-variabel analyse kommer klarere frem. Den andre
grunnen er at dagens datateknologi gjgr det mulig & bruke numeriske meto-
der til & lgse problemer i flervariabel analyse som tidligere var utilgjengelige,
og at disse problemene som regel ma omformuleres til problemer i linear al-
gebra for de kan lgses numerisk. Samspillet mellom flervariabel analyse og
linezer algebra har derfor mye stgrre praktisk betydning enn tidligere, og det
er viktig at studentene fra starten av far se ﬂervaria%y_\lﬁ{zmali\\vsen ien
sprakdrakt som ligger si neer opptil linezer a gebra som mulig.

En annen ting som skiller denne boken fra mange andre, er at den tar
numeriske metoder pa alvor. De fleste moderne bgker i flervariabel ana-
lyse bruker dataverkgy til graftegning og symbolbehandling, men vi tar ett
skritt videre og oppmuntrer studentene til & lage egne programimer i MAT-
LAB eller Python som en naturlig del av oppgavelgsningen. Man kan godt
bruke boken uten & la studentene programmere selv, men matematisk pro-
grammering er blitt en del av hverdagen i mange fag, og det er en fordel
at studentene blir kjent med de grunnleggende programmeringsverktgyene
og programmeringsteknikkene mens de lzerer matematikken. Vi har valgt
MATLAB som hovedprogram siden det har en dominerende posisjon i man-
ge anvendte miljger, men siden MATLAB-lisenser er forholdsvis dyre, har
vi laget et alternativt opplegg med gratisprogrammet Python (se studiebo-
ken). Vektleggingen av numeriske metoder har ogsa fatt konsckvenser for
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innholdet i bok@:\.’— kapittel 5 gir en innfering i iterative metoder som er
atskillig grundigere enn det som er vanlig for en bok av denne typen.

En tredje ting som skiller denne boken fra de fleste andre, er at den
tar teorien pa alvor. Med unntak av noen fa avanserte teoremer i vektor-
analysen, blir alle resultater fullstendig bevist, og for interesserte og am-
bisigse studenter kan boken derfor fungere som en ferste innfering i reell
analyse. For & fa et teoretisk grunnlag for studiet av iterasjoner, innledes for
cksempel kapittel 5 med en grundig behandling av kompletthet av R™. Vi er
imidlertid fullstendig klar over at ikke alle studenter vil ha behov eller for-
utsetninger for & lese alt, og vi har derfor supplert de formelle bevisene med
fyldige, intuitive forklaringer. De mest kompliserte bevisene (som beviset for
spektralteoremet i kapittel 4, beviset for Kantorovitsj’ teorem i kapittel 5 og
beviset for skifte av variabel i dobbeltintegraler i kapittel 6) er si lange og
kompliserte at man sannsynligvis ikke bgr prove a dekke dem i undervisnin-
gen, men overlate dem til selvstudium for engasjerte studenter. Uansett bgr
man vere klar over at boken forutsetter at studentene har veert gjennom
en litt teoribetont versjon av én-dimensjonal kalkulus. Av naturlige grunner
er var standardreferanse Tom Lindstrem: Kalkulus, Universitetetsforlaget,
2006, men mange andre innferingsbgker vil gjgre samme nytten.

I tillegg til det som er nytt, dekker denne boken alle de tradisjonelle
temaene i flervariabel analyse, og vi har lagt vekt pa & finne frem til an-
vendelser som illustrerer teorien og som viser hvordan den brukes i andre
fag. Oppgaver er en viktig del av enhver matematikkbok, og vi har veert sa.
heldige a fa bruke gamle eksamensoppgaver fre Universitetet i Oslo. Det er
mye godt & si om den “norske” tradisj one% med lange, flerleddede oppgaver
som gjer det mulig a lede studentene frem til nye resultater og troverdige
anvendelser, og som gir dem en forsmak pa hva det vil si a bruke matematikk
i stgrre prosjekter.

Undervisningsopplegg

Flervariabel analyse er en stor suksess — nesten alle kvantitative fag gnsker
at deres studenter skal fa en innfering i emnet. P4 mange mater er denne
suksessen ogsa emnets stgrste problem, fordi det er sa mange forskjellige in-
teressenter som gnsker at “deres” temaer skal behandles sa inngdende og
sa tidlig som overhodet mulig. Sammen med én-variabel analyse og lineser
algebra utgjer flervariabel analyse den “grunnpakken” av matematikkunn-
skaper som de fleste realfags-, gkonomi- og ingenigrstudenter trenger, men
der de to andre fagomradene gjerne far lov til & utvikle seg i fred og for-
dragelighet, er det ofte et stort ytre press pa den flervariable analysen —
noen fagomrader vil ha linjeintegraler sa fort som mulig, for andre er mul-
tiple integraler atskillig viktigere, mens atter andre er mest opptatt av a fa
optimeringsteorien pa plass. Samtidig faller emnet vanskelig for mange stu-
denter, og det er ikke ngdvendigvis slik at den mest logiske stoffrekkefplgen
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ogsd er den mest pedagogiske.

For at boken skal kunne tilpasses ulike behov, har vi prevd & bygge den
opp slik at kapitlene kan gjennomgas i forskjellige rekkefglger. Ved Univer-
sitetet i Oslo har vi gjerne undervist kapitlene i rekkefglgen 1-2-3-6-4-5 fordi
andre fag er interessert i 4 fi den multiple integrasjonen i kapittel 6 sa tidlig
som mulig. @nsker man & bevise alle resultatene i full detalj, betyr dette at
man mangler noen redskaper fra kapittel 5 (spesielt uniform kontinuitet) i
kapittel 6, men i praksis er_dette sjelden noe problem. En annen mulighet er
4 velge rekkefglgen 1-4-2—37(-5-6 slik at man far hele den linesre algebraen
forst. i

Stoffrekkefplgen vi har valgt i boken, kan noen steder virke unaturlig.
Hvorfor har vi for eksempel fordelt lineser algebra pa kapittel 1 og 4 og ikke
bare samlet alt i begynnelsen av boken, og hvorfor har vi valgt & utsette en
del stoff om folger og kontinuitet til kapittel 5 nar det logisk sett kunne ha
passet vel sa godt i kapittel 27 Vi har prgvd 4 felge tre grunnleggende prin-
sipper: For det ferste har vi prévd & bygge opp stoffet i en logisk rekkefglge
slik at vi har redskapene p4 plass nar vi trenger dem. For det andre gnsker
vi & na frem til en del sentrale resultater sa raskt som mulig - - inklusjonen
av linewr algebra gjor at vi i begynnelsen bruker lenger tid péa a bygge opp
teorien enn andre bgker, og erfaringen viser at det kan veere lurt & dele opp
linezer algebra i to deler slik at man kan komme relativt raskt frem til de
resultatene i flervariabel analyse som ikke forutsetter dypere kjennskap til
matriser og linezere ligningssystemer. For det tredje har vi gnsket a spre de
teoretiske vanskelighetene slik at vi ikke far lange partier som faller tungt
for mange studenter -— selv om en del av stoffet i begynnelsen av kapittel
5 passer godt inn i kapittel 2, innser vi at kapifbel /2 allerede er si pass
teoritungt at det kan veere lurt & la stoffet synke litt /for vi gar videre.

(1)
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Som sagt har man stor frihet til & bytte om pé stoffrekkefolgen i under-
visningen. Figuren viser den logiske sammenhengen mellom kapitlene. Den
tynne pilen fra 5 til 6 viser teoretiske avhengigheter som sannsynligvis ikke

vil spille noen szrlig rolle i praksis (i Oslo har vi som nevnt pleid a undervise
kapittel 6 for kapittel 5).
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Ogsa MATLAB kan integreres i undervisningen pa en fleksibel mate.
Ved Universitetet i Oslo har vi av praktiske arsaker ventet med MATLAB-
oppleringen til slutten av kapittel 2, og det har fungert utmerket. Siden
MATLAB er et matrisebasert program, vil nok de fleste uansett vente med
4 innfgre programmet til de har introdusert matriser i seksjon 1.5. Den
systematiske innforingen i MATLAB er lagt til et appendiks (skrevet i sam-
arbeid med @yvind Ryan) som kan innpasses i undervisningen nar man selv
gnsker, men vi har supplert denne innfgringen med korte bemerkninger i
hovedteksten for & vise koblingen mellom MATLAB og de matematiske te-
maene. I enkelte seksjoner i kapittel 4 og 5 spiller MATLAB-programmer en
mer sentral rolle i utforskingen av iterative systemer.

Takk

Med unntak av noen fa seksjoner{ er alle deler av denne boken veert brukt
i undervisningen ved Universitetet i Oslo. Det er en stor glede a takke alle
kolleger og studenter som har gitt tilbakemelding pa ulike versjoner, eller
som har hjulpet til med kommentarer og innspill, spesielt Erik Bedos, Inger
Christin Borge, Geir Dahl og Qyvind Ryan. Vi har hatt mye hjelp, stgtte
og inspirasjon av prosjektet “Computers in Science Education” (CSE) der
vi spesielt har lyst til & takke Knut Mgrken. Alle som arbeider med mate-
matikkundervisning ved Universitetet 1 Oslpyyvil skjgnne hvorfor vi takker
Elisabeth Seland — det er hun som segrger for at vi aldri stivner der vi er,
men at vi alltid far den lille dosen av entusiasme, idealisme og realisme som
skal til for & ga ett (eller to ellc]tre) skritt videre. En tidligere versjon av
de to forste kapitlene har ligget pa nettet som tilleggskapitler til Kalkulus,
og det er en glede & takke Universitetsforlaget for at vi far lov til a bruke
dette stoffet her i omarbeidet form. Sist, men ikke minst, vil vi takke Morten
Fuglevand i Pearson Education for all praktisk hjelp i innspurten — hadde
ikke han puffet litt, ville det nok ha tatt ett ar til for boken ble ferdig!

Da vi begynte pa boken, var Klara Hveberg tilknyttet CSE gjennom
sitt arbeid ved “Centre of Mathematics for Applications”. Hun var aktivt
med i planleggingen av prosjektet og i utformingen av de ferste kapitlene
og appendikset, men har dessverre ikke hatt anledning til & veere med péd
sluttfgringen av arbeidet. Det er ingen tvil om at boken har tapt pa det —
Klara har en enestaende sans for sprak, logikk, matematikk og pedagogikk
som ville ha hevet ethvert prosjekt!

Ingen bok er perfekt, alle inneholder bade trykkfeil og det som verre er.
Finner du noe som bgr rettes opp, send en e-post til lindstro@math.uio.no.

Blindern, 10. juni; 2010

Tom Lindstrem
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Kapittel 1

Vektorer og matriser

Tall spiller en sentral rolle i matematikken -— sd sentral at mange nok vil
si at der det er tall, er det matematikk, og der det ikke er tall, er det
ikke matematikk! Fullt s& enkelt er det ikke — det finnes mange grencr av
matematikken der tall spiller en underordnet rolle — men det er likevel ikke
til & komme forbi at tall er et av fagets aller viktigste bestanddeler.

I din tidligere matematikkutdanning har du lert & regne med mange
slags tall: hele tall, desimaltall, brgker, irrasjonale tall og til og med kom-
plekse tall. I dette kapitlet skal vi ga et skritt videre og regne med tupler av
tall, det vil si med flere tall pa en gang. Du har veert borti dette tidligere
néar du har regnet med vektorer i planet og i rommet —— en vektor [z, y] i
planet er et 2-tuppel, mens en vektor [z,y, z] 1 rommet er et 3-tuppel. Vi
skal na ga videre og regne med n-tupler for alle naturlige tall n. Hvis du
tenker geometrisk, kan dette hores skumarelt ut — hvordan skal man kunne
forestille seg en 4-dimensjonal vektor [z,y, z,4]?7 Tenker du mey algebraisk,
er det ikke noe skummelt i det hele tatt; et 4-t11ppel""[x,y.z,1i'] er bare en
notasjon for & holde styr pa fire tall pd en praktisk"og kortfattet mate. I
dette kapitlet skal vi utvikle bade algebra og geometri, for selv om det &
regne algebraisk med tupler er trygt og ukomplisert, mister man fort over-
sikten, og den gjenvinner man fgrst nr man leerer 4 tenke pa tupler som
geometriske objekter.

Vi skal ogsa ga et skritt viderc og arbeide med matriser. Dette er rek-
tangulwere oppsett av tall som f.eks.

Ved hjelp av matriser kan vi “transformere” n-tupler pa en mate som er
viktig i sveert mange sammenhenger, bade regneteknisk og geometrisk. Ma-
triser og tupler kommer til & spille en sentral rolle ogsa i senere kapitler, dels
som nyttige verktgy og dels som selvstendige studieobjekter.

3
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4 KAPITTEL 1. VEKTORER OG MATRISER

1.1 Algebra for n-tupler

La oss begynne med den grunnleggende definisjonen. Et n-tuppel er et ut-
trykk (a1, as,...,a,) der aj,as,...,an er reelle tall. Vi ser at (2,-1,7,3) er
et 4-tuppel, mens (0,1, T, ‘3—, —17,3) er et 6-tuppel. To n-tupler (a1, ag, - .., an)
og (b1, ba,...,b,) regnes som like dersom de inneholder de samme tallene i
samme rekkefglge, dvs. hvis a; = by, ag = b, ..., an = b,. Legg merke til at
(3,2,4) # (2,3,4); selv om tallene er de samme, er rekkefglgen forskjellig.

I denne boken skal vi bruke bokstaver i fete typer som navn pa n-tupler,
feks. a = (—2,3,0,—17). Det er vanskelig & bruke fete typer nir man skriver
for hand, og man kan da isteden skrive en pil eller en strek over bokstavene;
dvs. @ = (—2,3,0,—17) eller @ = (—2,3,0, -17).

Vi skriver 0 for det n-tuplet som har alle komponenter lik 0, altsa 0 =

(0,0,...,0). Hvis vi har et n-tuppel a = (ay,aq,...,a,), skriver vi —a for
n-tuplet (—ay, —a2,...,—an).

Det er en naturlig mate & definere addisjon og subtraksjon av n-tupler
pa. Dersom a = (aj,a2,...,a,) 0g b = (b1,b2,...,by), sa er

atb= (al+b1:a2+b2:<--sun+bn)
og
a—b= (G,l _b17a2_b2:"‘:a11_b‘rl)

Vi sier at vi adderer og subtraherer komponentuis. Legg merke til at vi bare
kan addere og subtrahere tupler med like mange komponenter — oppskriften
ovenfor gir oss ikke noen méte 4 addere et 3-tuppel og et 7-tuppel pa. Fer
vi ser pa et cksempel, tar vi med en regneoperasjon til. Dersom s er et tall
og a = (a,as,...,a,) er et n-tuppel, definerer vi produktet av s og a til &
veere

sa = (say, saa, ..., sa,)

Vi ganger altsa s inn i hver komponent 1 a.
Eksempel 1. Vi lar a = (—2,3,0,-17) og b = (4,-1,3,17). Da er
atb= [~244, 350 (=1), 048 <174 11 =12,53,0)
0g
gl = (B L G =P T =, 4, =5, ~34)
Hvis s = 3, far vi

sa = (3 ' {_'2):3 ¥ 3:3 ¥ 033 4 (_17)) . (—6, 9,0, —51)
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1.1. ALGEBRA FOR N-TUPLER

Vi skal innfgre en regneoperasjon til. Dersom a = (@1,a3,...,0n) OF
b = (b1,b2,...,bn) er to n-tupler, definerer vi skalarproduktet (ogsa kalt
prikkproduktet) a - b ved

a-b=ab +agby+---+anbn

Legg merke til at a - b ikke er et n-tuppel, men et tall (eller en skalar som
man ofte sier nar man vil understreke at noe er et tall og ikke et n-tuppel).
Hvis vi lar a = (—2,3,0,—17) og b = (4,—1,3,17) som ovenfor, ser vi at

a-b=(=2)-443 (~1)+0-3+ (~17)-17 = -8 — 3+ 0 — 289 = 300

Vi har nd sett hvordan vi kan regne med n-tupler, og det er kanskje pa
tide & ta en kikk pa noen cksempler som antyder hvorfor det er et poeng
med slike regnestykker. Det forste eksemplet viser at n-tupler er naturlige
redskap nar vi skal holde styr pa mer informasjon enn det som kan rommes
i et enkelt tall, og at regneoperasjonene svarer til regnestykker det ofte er
naturlig & utfgre i slike sammenhenger.

Eksempel 2. En forretning har ansatt 7 studenter pa timebasis. For a holde
styr pa hvor mange timer hver student har arbeidet si langt, kan vi bruke
et 7-tuppel t = (1,t2,...,t7) der ¢ er antall timer den forste studenten har
arbeidet, 2 er antall timer den andre studenten har arbeidet osv. Dersom
studentene arbeider mer senere, kan vi pd samme mate kode tilleggstimene
som et 7-tuppel s = (81,82, ..,87). Det totale antall timer som studentene
har arbeidet, er na gitt ved t + s.

Studentene har ulik erfaring og derfor ulik lgnn. Hvis student nummer én
har en timelgnn pa p; kroner, student nummer to har en timelgnn pa ps kro-

ner osv., kan vi ogsa representere lgnnen som et 7-tuppel p = (p1,P2,---,P7)-

Dersom studentene har arbeidet t = (t1,t2,...,t7) timer, er den totale : \
lgnnen som forretningen skyldef, gitt av skalarproduktet p -t = pity + RN \
pato + . ..+ prt7. Dersom alle studentene far et lccinnstilleggrpé 7 prosent, far : ? ) L_'[.‘_J‘;m.—. .
vi det nye lgnnstuplet ved & gange det gamle med skalaren|1.07, altsa 1.07p. {0 o \r.\ {,."3.3 N L’/’/:

oS —j//’ AN

Vi tar med noen eksempler til som viser hvordan n-tupler brukes til &

holde styr pa tallmessig informasj;{n i forskjellige sammenhenger. ,-
\ W /i |

Eksempel 3. Tilstanden til en gasgbeholder er bestemt av trykket tem- \ e

peraturen 7" og volumet V. Hvis du far i oppdrag 4 male tilstanden\til be- \\

holderen ved forskjellige tidspunkt, kan det veere naturlig & bruke 4-tupler
a = (t,p,T,V) der t er tidspunktet for malingen. Forskjellen mellom to
malinger a og b er da gitt ved differensen b —a. &



6 KAPITTEL 1. VEKTORER OG MATRISER

Eksempel 4. Et bilde pa en fjernsynsskjerm eller en dataskjerm er bygget
opp av sma lysende punkter (piksler). Et vanlig format er 1280 x 1024 =
1310720 piksler. I hvert punkt ma vi angi styrken til hver av de tre grunn-
fargene rgdt, gront og blatt, sa totalt har vi 3 x 1310720 = 3932160 tall &
holde styr pa. En naturlig mate & gjore dette pa er & oppfatte bilder som
3932160-tupler! Dette er ikke noe enestaende eksempel —- i mange anven-
delser er man interessert i tupler med sveert mange komponenter. Y

Her er noen enkle regneregler for n-tupler (det finnes flere). Ver opp-
merksom pd at vi bruker de samme prioriteringsreglene for vektorer som
for tall; dersom det ikke star parenteser, skal multiplikasjoner utfgres for
addisjoner.

Setning 1.1.1 (Regneregler for n-tupler) Dersom a, b ogc er n-tupler
0g s og t er reelle tall, gjelder falgende regneregler:

(a) a+b=Db+a

(b) a-b=b-a

(¢) s(a+b)=sa+ sb

(d) (s+1t)a=sa+ta
(e)c-(a+b)=c-a+c-bog(a+b)-c=a-c+b-c
(f) (sa)-b=a-(sb) = s(a-b)

(g) a-a >0 med likhet hvis og bare hvis a =0

Beuvis: Alle disse reglene bevises lett ved & regne ut venstre- og hgyresiden
og kontrollere at svarene stemmer overens. Vi tar (c) og (g) som eksempler:
(c) Dersom a = (aj,as,...,a,) og b = (b1,ba,...,by), ser vi at venstresiden
kan skrives

s(a+b) =s(a1 +bi,a2 + ba,...,an + by)

= (s(ay +b1),s(a2 4+ b2) ..., 5(an + bn))
= (sa; + sby,saz + sbz ..., san + sby)

Tilsvarende kan hgyresiden skrives
sa+ sb = (say,sas...,8an) + (sby, sby ..., sby)

= (say + sby, sas + sba, ..., sa, + sb,)
Siden de to uttrykkene er like, er (c) bevist.
(g) Viser at
_ 8 a2 2
ara=aj+az+:--+ay, =0
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siden kvadrater aldri er negative. Likhet har vi dersom af =0, a3 =0, ...
a2 =0, dvs. dersom a1 =0, a2 =0, ..., an =0. O

Vi har hittil skrevet vare n-tupler liggende
a= (alaQZs . ‘aa'n):

men vi kan ogsa skrive dem stiende

Qn

I det forste tilfellet kaller vi a en radvektor, mens vi i det a,ner kaller a
en spylevektor. 1 de fleste situasjoner spiller det ingen rolle om vi skriver
n-tuplene pa den ene eller andre formen, og vi velger da ofte a skrive dem
som radvektorer siden det tar minst plass. Det finnes imidlertid tilfeller der
det er viktig & skille mellom radvektorer og sgylevektorer, men det skal vi
komme tilbake til senere — forelgpig kan du skrive dine vektorer pd den
méten du matte gnske. Legg for gvrig merke til at det ofte kan veere lettere
4 fa gye pa strukturen i et regnestykke nar du bruker spylevektorer, f.eks.
kan

a by c1 sap +thy +re1

s ba ) sap + the + rea
S + ¢ +7r == i

an b‘.l’l. Cn San + tbn “i' TCn

virke mer oversiktlig enn

3(@1,&2,. - -ya'?l) + t(blab?.: e sb‘n,) F T'(CI:CQ> ] ‘!Cﬂ.) =
= (say + thy + rc1, saz + the + reg, ..., 800 + thy, +1Cp)

La oss avslutte denne seksjonen med noen flere ord om notasjon. Meng-
den av alle n-tupler kaller vi R®. Nér vi skriver a € R", betyr dette derfor
ikke noe annet enn at a er et n-tuppel. Hittil har vi holdt oss til reelle
n-tupler, men vi kan selvfelgelig ogsa tenke oss n-tupler (c1,c¢a,...,Cn) der
komponentene ¢y, ¢z, . . ., Cn €T komplekse tall. Mengden av alle slike n-tupler
kaller vi C™. Vi skal se nzermere pé komplekse n-tupler litt senere. Notasjo-
nen kan ogsé gjores enda mer generell: Dersom A er en hvilken som helst
mengde, betegner A" mengden av alle n-tupler (a1, as,...,an) der a; € A
foralles=1,2,...,n.

LA
\\“ ‘
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Helt til slutt legger vi merke til at et 1-tuppel (a1) ikke er noe annet enn
et tall inni en parentes. Parentesen spiller ingen rolle (den er bare med for
& avgrense uttrykket), og vi skal derfor regne 1-tuplet (a;) og tallet a; som
det samme objektet. Dette betyr at R! og R er den samme mengden.

MATLAB-kommentar: For a regne med vektorer i MATLAHQ ma du
fgrste skrive dem inn. Du kan skrive inn radvektorene a = (1,—2,3,0,5) og
Bi=3, —234, —2,0) ved hjelp av kommandoene:

LT

<

/ [ J
>> a=[1,-2,3,0,5] ERBSE, Hf ;.-+,(.

r..

>> b=[3,-254,-2,0]

Legg merke Lll a{)hruker hakeparenteser [, | og ikke runde parentcw 8 ) for
& beskrive vektorer. Du kan ogsd erstatte kommaene mellom komponentene
med mellomrom:

>> a=[1 -2.3 0 5]
>> b=[3 #2 4)-2 0]

Nir vektorene er skrevet inn, kan du regne med dem ved & bruke komman-
doer av typen >>a+b, >>a-b, >>7*a. Skalarproduktet far du ved & skrive
>>dot (a,b). Vil du skrive inn en sgylevektor

-1
3],
2

o
|

ma du bruke semikolon mellom komponentene:

¢=[-1;3;2]

Oppgaver til seksjon 1.1
1.Finna+b,a—b,saoga-bnira=(1,-2,4,-5,1),b=(-3,5,5,0,-3) og s = 3.
2.Finna+b,a—b, saoga-bnira=(7,0,4,-2,-5,4), b=(0,2,1,-6,0,-1)
og s = —4.
3. Vis at for alle x,y € R" er:

a) (x+y)- (x4+y)=x-x+2x-y+y'y

b) (x—y) - (x—y)=x-x-2x-y+y-y

¢) (x+¥)-(x—-y)=x:x-y-¥.
4. Bevis punktene d), e), f) i setning 1.1.1.
5. Bt grossistfirma har n vareslag pa lager, m enheter av vareslag 1, my enheter

av vareslag 2 osv. Verdien av hver enhet er p; for vareslag 1, ps for vareslag 2 osv.
Uttrykk den totale verdien av varelageret som skalarproduktet mellom to n-tupler.

6. Bruk MATLAB til a lgse oppgave 1 og 2 ovenfor.
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1.2 Geometri for n-tupler

Et 2-tuppel er ikke noe annet enn et par (a1,as). Geometrisk kan vi tenke
pa et slikt par pa to mater — enten som et punkt med koordinater a; og
ay, eller som en vektor (pil) som starter i origo og ender i dette punktet (se
figur 1).

.a=(a1,az)

t t
B2 a2 a= (\‘.11 ’ (12)
} . }

Figur 1: a som et punkt og som en vektor

I skolematematikken bruker man gjerne forskjellig notasjon ettersom
man tenker pi paret som et punkt eller som en vektor — et punkt (a1,as2)
har runde parenteser, mens en vektor [a1,az] har kl@immeparenteser. Det
er ganske tungvint & bruke to forskjellige notasjoner, og vi vil derfor bruke
runde parenteser a = (a1, az) uansett om vi tenker pa a som et punkt eller
som en vektor. Hva som er naturlig, fremgar som regel av sammenhengen.
Snakker vi om en linje gjennom a, er det naturlig & tenke pa a som et punkt,
men snakker vi om en linje parallell med a, er det naturlig a tenke pé a som
en vektor. Nar vi lager figurer, vil vi noen ganger tegne paret (a1,az2) som
en vektor og andre ganger som et punkt, alt etter hva vi synes passer best 1
hvert enkelt tilfelle (se figur 1).

T y & = (a1, az,as3)

Figur 2: Et 3-tuppel som en vektor i rommet

P4 tilsvarende vis kan vi oppfatte 3-tupler som punkter og vektorer i
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rommet. Figuren ovenfor viser hvordan et 3-tuppel a = (a1, az, as) kan opp-
fattes som en vektor i rommet.

Som du vet fra skolematematikken, har de algebraiske operasjonene vi
innferte i forrige seksjon, en geometrisk tolkning nar vi tenker pa tupler som
vektorer i planet eller rommet. Figur 3 viser hvordan vi far frem addisjon
og subtraksjon ved & sette sammen vektorer:

a+b 4

a c—d

Figur 3: Addisjon og subtraksjon av vektorer

Multiplikasjon med en skalar har ogsa en geometrisk tolkning. Dersom
vi ganger a med et positivt tall s, beholder vektoren retningen, men blir s
ganger s& lang. Dersom vi ganger a med et negativt tall s, snur retningen
180°, og den nye vektoren blir |s| ganger si lang som den opprinnelige (se
figur 4).

3a

(—2)a

Figur 4: Multiplikasjon med et tall

Det er ogsa andre sammenhenger mellom regneoperasjoner og geometri.
Fra skolematematikken vet du for eksempel at to (ikke-null) vektorer a, b
er parallelle dersom det finnes et tall s # 0 slik at a = sb, og at de er
ortogonale (dvs. star normalt pa hverandre) dersom a-b = 0. Du vet ogsa
at lengden |a| til vektoren a = (a1, as, a3) kan regnes ut fra koordinatene:

la] = /a2 + a2 + a2
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og at det er en sammenheng mellom lengden og skalarproduktet:
la2=a-a

Det er sammenhengen mellom geometri og algebra som gir liv til vek-
torregning i to og tre dimensjoner, og det hadde veert nyttig om vi kunne
bruke var geometriske intuisjon pad samme mate nar vi arbeidet med ge-
nerelle n-tupler. Dette kan virke som en uoverkommelig oppgave — hvis
2-tupler representerer 2-dimensjonale objekter i planet, og 3-tupler repre-
senterer 3-dimensjonale objekter i rommet, s& burde 4-tupler representere
4-dimensjonale objekter i et slags 4-dimensjonalt ro@Og, enda verre, 5-
tupler burde representere 5-dimensjonale objekter i et 5-dimensjonalt rom,
6-tupler burde representere 6-dimensjonale objekter i et 6-dimensjonalt rom
osv@vem av oss kan med handen pa hjertet si at de har noen szerlig geome-
trisk intuisjon for det som skjer i 4-, 5- og 6-dimensjonale rom?

Heldigvis behgver vi ikke & ha en slik intuisjon pa forhénd, men kan
bygge den opp gradvis. Ideen er enkel: vi overfgrer geometriske begreper fra
planet og rommet til det gencrelle tilfellet ved & bruke de algebraiske beskri-
velsene av geometriske egenskaper. Her er et eksempel: At to vektorer a og
b er ortogonale (dvs. at de star normalt pa hverandre), er i utgangspunk-
tet en geometrisk egenskap. Denne egenskapen kan vi beskrive algebraisk
ved a- b = 0. Vi bruker na denne algebraiske beskrivelsen til & definere at
to n-tupler a og b er ortogonale dersom a-b = 0 (vi sier da at de star
normalt pd hverandre). Pa denne maten far vi innfert det geometriske be-
grepet ortogonalitet i hgyere dimensjoner uten a matte stotte oss til noen
geometrisk intuisjon. Nar begrepet forst er innfert pa denne maten, kan vi
undersgke i hvilken grad det svarer til vire (geometriske) forestillinger om
hva ortogonalitet er. P4 den maten bygger vi etter hvert opp en intuisjon
om ortogonalitet av n-tupler, og denne intuisjonen tar fort en geometrisk
form.

La oss begynne med litt terminologi: Mengden R™ av alle n-tupler kal-
les det n-dimensjonale euklidske rommet, og et n-tuppel a kalles ogsa en
n-dimensjonal vektor eller et n-dimensjonalt punkt. Som i det 2- og 3-
dimensjonale tilfellet skal vi ofte bruke ordet “vektor” nar det er naturlig
4 tenke pa a som et geometrisk objekt med lengde og retning, og vi skal
bruke ordet “punkt” nar vi er opptatt av noe (f.eks. en linje eller et plan)
som gar gjennom a. Logisk sett er det selvfglgelig ungdvendig 4 ha mer enn
ett navn pa disse objektene, men pedagogisk er det ofte en fordel & kunne
bruke et ord som antyder hvilke egenskaper vi er opptatt av i hver enkelt
situasjon. Vi har valgt det ngytrale ordet ”n-tuppel” som utgangspunkt for
ikke & binde oss for sterkt til den ene eller andre tolkningen.

Hvis a = (a1, az) er en to-dimensjonal vektor, er lengden gitt ved

la = y/a? + a3

K;\UL'& )

\ﬁ’ AN
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Tilsvarende er lengden til en tre-dimensjonal vektor a = (a1, a2, ag) gitt ved

la| = 4/a? + a2 + a%
For en n-dimensjonal vektor a = (a1, as,...,an) er det derfor naturlig &

definere lengden (eller normen som den ogsa kalles) ved

|a1=\/af+a%+---+aﬁ

I kapittel 1 definerte vi skalarproduktet av vektorene a = (ay,az, ..., an) 08
b = (b1,b2,...,b,) til & veere

a-b=ab +ashy +---+ayb,

og vi ser at vi har den vanlige sammenhengen mellom lengden og skalarpro-
duktet:

laj=+va-a eller med andre ord a-a=|a?

Vi har allerede definert to n-tupler a og b til & vaere ortogonale (eller sta
normalt pd hverandre) dersom a-b = 0. Ved hjelp av denne definisjonen kan
vi formulere en n-dimensjonal versjon av et meget beromt resultat (figur 5
viser den geometriske motivasjonen).

a+b b

a

Figur 5: Pythagoras’ setning i planet

Setning 1.2.1 (Pythagoras’ setning for n-tupler) Dersom a, b € R"
er ortogonale, sd er
la+b|* = |a]® + |b|?

Beuvis: Dette er bare et enkelt regnestykke (husk regnereglene for n-tupler
fra kapittel 1):
la+bj2=(a+b)-(a+b)=
—a-a+2a-b+b-b=]a>+2.0+|b]®>=
= [al? + b
a

Setningen ovenfor er vart forste eksempel pa et resultat om n-tupler som
er inspirert av en geometrisk observasjon. Vart neste problem tar utgangs-
punkt i figur 6. Vi tenker oss at vi(er,gitt to vektorer a, b, og at vi ensker

\t HX
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—
b

4 finne projeksjonen p av a ned pa b. Dette betyr at p er vektoren parallell
med b slik at a — p star normalt pa b.

R

Figur 6: Projeksjonen p av a ned pa b

I utgangspunktet er dette en geometrisk problemstilling som bare gir
mening for vektorer i planet og rommet, men vi kan bruke var oversettings-
filosofi til & gi mening til problemet for generelle n-tupler a og b. Siden det
n-tuplet p vi er pa jakt etter skal vaere parallelt med b, ma det finnes et tall
t slik at p = tb, og siden a — p skal std normalt pa b, ma vi ha

0=(a—p)-b=(a—tb)-b=a-b—t[bJ
Lgser vi denne ligningen med hensyn pa t, far vi

a‘b
27

o BE
b

som betyr at

Vi far dermed dette resultatet:

Setning 1.2.2 Anta at a og b er to ikke-null vektorer i R™. Da er projek-
sjonen p av a ned pd b gitt ved:

a'b
=——b
P~ TP

Lengden til projeksjonen er |p| = ETl‘)_‘Tl.

Bevis: Den forste formelen har vi allerede utledet. Den andre kan vi for
eksempel finne med folgende regnestykke:
a- b

el 1 4 —_ —— b
bl = Itb] = [t]lb] = " bl

oy
Tl
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La oss kombinere resultatet vi nettopp har bevist med Pythagoras’ set-
ning. Siden a — p stir normalt pa b, ma den ogsa std normalt pa p som er
parallell med b (sjekk dette!). Det betyr at vi kan bruke Pythagoras’ setning
pa vektorene p, a — p og a (se figur 6 for 4 fa intuisjonen):

lal® = |p|* + |a - p|?
Siden |a — p|? > 0, betyr dette at
la]* > |p|?
som medferer at
la| > |p|

(husk at bade |a| og |p] &‘pmj.tn\%) Ifplge setningen ovenfor er |p| = [—"13'—?1,
og setter vi dette inn i ulikheten, far vi

|a- b

la| >
b

Ganger vi med |b| pa begge sider, sitter vi igjen med
la||b| > |a - b]
Vi har kommet frem til en bergmt og meget nyttig ulikhet:
Setning 1.2.3 (Schwarz’ ulikhet) For alle a,b € R™ gjelder
fn:
la- b| < |al[b]

Vi har likhet (dvs. |a-b| = |a||b|) hvis og bare hvis a og b er parallelle eller
minst én av dem er null.

Bevis: I utledningen av ulikheten har vi strengt tatt gatt ut i fra at a, b # 0,
men ulikheten gjelder apenbart ogsa om én eller begge vektorer er lik 0 (for
da er venstresiden i ulikheten lik 0). Det gjenstar dermed bare & sjekke den
siste pastanden. Leser du gjennom utledningen av ulikheten en gang til, vil
du se at vi har likhet nir |a — p| = 0, dvs. nar a = p. Siden p er parallell
med b, skjer dette nar a og b er parallelle. ]

Du husker sikkert fra skolematematikken at
a-b = |a||b|cosv

der v er vinkelen mellom vektorene a og b. I utgangspunktet gir denne
formelen bare mening nar a og b er vektorer i planet eller rommet for
generelle n-tupler vet vi jo ikke hva vinkler er. Ved hjelp av Schwarz’ ulikhet
kan vi na snu situasjonen pa hodet; vi definerer rett og slett vinkelen mellom
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to ikke-null n-tupler a og b til & veere den vinkelen v mellom 0° og 180° som
er slik at cosv = ]—:‘l‘]—t Legg merke til at siden Schwarz’ ulikhet garanterer

at —1 < Tail—?ﬁ < 1, s& finnes det alltid en slik vinkel v som definisjonen
forutsetter. Vi ser ogsa at vi far a- b = |a||b|cosv.

Hva er si vitsen med et slikt abstrakt og merkelig vinkelbegrep? Kan
disse vinklene brukes til noe, og oppferer de seg som de vinklene vi er vant
til fra planet og rommet? Dette er fornuftige spgrsmal som bare erfaring kan
gi svar pa. Erfaringen viser at disse vinklene fungerer utmerket, og at de i det
store og hele har de samme egenskapene som vinkler i 2 og 3 dimensjoner.
Vi skal ikke komme nzermere inn pa dette her, men tar med et eksempel pa
hvordan man finner en vinkel:

Eksempel 1: Finn vinkelen mellom vektorene a = (2,-1,0,1, 1) og b =
(0,1,3,-2,0). Vi har

i) B
cosv = allb] —
(2,-1,0,1,1) - (0,1,3,—2,0) =\ 3v/2
=12, -L,0,L1)[(0,1,3,-2,0)] Viv/id 14
Bruker vi en lommeregner, finner vi at ——-‘/1_ —0.3030. Dette gir v =
arccos(—0.3030) ~ 107.6°. &

Et viktig resultat i planet og rommet er trekantulikheten som sier at
la+ b| < |a] + |b|. Ved hjelp av Schwarz’ ulikhet skal vi na vise at trekant-
ulikheten ogsa gjelder i n dimensjoner.

Setning 1.2.4 (Trekantulikheten) For alle a,b € R"™ gjelder
la+b| < |a| + |b]

Bewvis: Vi har
la+bl?=(a+b) (a+Db)

= a2 +2a-b+ b < |a? +2 |a|[b] + [b]* = (la| + [b])?
der vi har brukt at ifglge Schwarz’ ulikhet er a- b < [a][b]. O

Geometrisk sier trekantulikheten at lengden til den enc siden i en trekant
alltid er mindre enn summen av de to andre sidene. Resultatet ovenfor for-
teller oss at dette ogsa gjelder i hgyere dimensjoner. Faktisk spiller trekant-
ulikheten en ngkkelrolle i de fleste forsgk pa & generalisere avstandsbegrepet
til nye sammenhenger. I denne boken skal vi ha stor glede av trekantulikhe-
ten nar vi studerer funksjoner av flere variable.

La oss avslutte denne seksjonen med & se pa hvordan vi kan generalisere
begrepet linje til R". Vi starter i planet. Figur 7 viser en rett linje ggennom
punktet a parallell med vektoren b.



16 KAPITTEL 1. VEKTORER OG MATRISER

Figur 7: Rett linje gjennom a parallell med b

Siden enhver vektor tb er parallell med b, ser vi at alle punkter av typen
a + tb ma ligge pa linjen (se figur 8). Det er heller ikke sa vanskelig &
overbevise seg om at ethvert punkt pa linjen ma veere av formen a + tb for
ett eller annet tall £.

Vi har dermed kommet frem til at de punktene som ligger pa den rette
linjen, er ngyaktig de som er av typen a + tb for et reelt tall ¢. Vi skriver
gjerne

r(t)=a+tb

og tenker pa r(t) som et punkt som beveger seg langs linjen nar ¢ endrer
seg.

atthb
tb

Figur 8: Parameterfremstilling av en rett linje

Det er na lett a generalisere begrepet rett linje til R™. Hvis a,b € R",
b # 0, sa bestar den rette linjen gjennom punktet a og med retningsvektor
b av alle punkter pa formen

r(tf) =a+tb
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Bruker vi koordinater, ser vi at hvis a = (a1, a2,...,an) 0g b = (b1,b2,...,bn),
sa blir
r(t) = a+tb = (a; + tby,as + tba, ..., an + thy)

Eksempel 2: Finn en parameterfremstilling til linjen gjennom punktet a =
(1,2,0,—1) med retningsvektor b = (-1,2,-3,1), og avgjer om punktet
¢ = (2,—1,1,4) ligger pa linjen.

Parameterfremstillingen er

r(t) =a+tb=(1-¢2+2t,—-3t,—1+1)

Skal punktet c ligge pa linjen, mé det finnes et tall ¢ slik at r(i) = c, dvs.
at folgende ligninger ma veere oppfylt:

1—t=9 942%=-1, -3t=1, —L+t=d

Siden det ikke finnes noe tall ¢t som oppfyller alle disse ligningene, ligger ikke
¢ pa linjen. &

La oss avslutte denne seksjonen med et begrep som forst vil spille en
sentral rolle i senere kapitler, men som det kan vgere greit a vite om allerede
né. Anta at vi har vektorer vy, va,..., vk i R?/Vi sier at vektoren v € R"
er en lineerkombinasjon av vi, va,..., v dersom det finnes tall s1, s2,...,
sy, slik at

v =251vy+8Va+ -+ SVi

MATLAB-kommentar: MATLAB har en egen kommando for & regne ut
lengden (eller normen) til en vektor a. Vi skriver >>norm(a).

Oppgaver til seksjon 1.2

1. Finn skalarproduktet av (—2,3) og (4,1). Finn ogsé vinkelen mellom vektorene.
2. |a| = 4, |b| = 5 og vinkelen mellom a og b er 45°. Finn a - b.

3. Finn vinkelen mellom vektorene (1,2,3) og (—1,0,1).

4. Regn ut vinkelen mellom (-1,2,6,2,4) og (1,0,3,1, 1).

5. Finn vinkelen mellom vektorene a = (4,3,1,2) og b = (~1,3,2,0). Finn ogsi
projeksjonen av a ned pa b.

6. Hvor lang er projeksjonen av (—3,4,2,5) ned pa (0,3,1, 2)?
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7. Skriv a = (4, 3) som en sum av to vektorer b og ¢ der b er parallell med d = (1,2)
og ¢ stir normalt pa d.

Skriv a = (2,2,1) som en sum av to vektorer b og ¢ der b er parallell med
=

8.
d = (1,0, —1) og c star normalt pa d

9. Finn vinkelen som hver av vektorene a = (v/3,1) og b = (1,1) danner med
z-aksen. Regn ut a- b og bruk svaret til a finne et eksakt uttrykk for cos(15°).

10. Finn to vektorer som begge star normalt pa (3,2, —1) og som ikke er parallelle.
11. Vis at dersom a star normalt pA bade b og ¢, si star a normalt pA b+c.

12. I denne oppgaver er a,b € R™.
a) Visat j]a+b|?=|a]?+2a-b+|bJ%
b) Finn a-b nar |a| =6, |b|=4o0g [a+b| =3,
¢) Anta at |c| = 3, |d| = 4 og |c + d| = 5. Finn vinkelen mellom c og d.

13. Per pastar at han har to vektorer a og b slik at |a| =3, |b|=2o0g|a+b|=T7.
Hvorfor tror du ikke pa ham?

14. Kari pastar at hun har to vektorer aog b slik at |a| =7, |b| =2o0ga-b = ~16.
Ivorfor tror du ikke pa henne?

15. Vis at for alle x,y € R™ er |x| — |y| < |x — y|. Vis ogsa at |y| — [x]| < [x -y,
og konkluder med at | [x| - |¥| | < |x — ¥/

16. Avstanden d(a, b) mellom to punkter a,b € R™ er lik lengden til vektoren som
forbinder dem, dvs. d(a,b) = |b — a|. Bevis at d(a,b) < d(a,c) + d(c,b) for alle
vektorer a, b, ¢. Hva er den geometriske tolkningen av denne ulikheten?

17. Vis at for alle vektorer x og ¥ gjelder |x +y|? + |x — y[? = 2|x|? + 2|y[2. Vis at
i et parallellogram er summen av kvadratene av sidene lik summen av kvadratene
av diagonalene.

18. Finn en parameterfremstilling av linjen som gar gjennom punktet (—1,—1,2)
og er parallell med (2,3,1).

19. Finn en parameterfremstilling av linjen gjennom (-3, -2,5,8) parallell med
(1,-2,-1,3). Sjekk om punktet (1,-6,3,14) ligger pa linjen.

20. Finn en parameterfremstilling av linjen som gar gjennom punktene (2, -1, 3)
og (3,8,—2).

21. Finn en parameterfremstilling av linjen som gar gjennom punktene (7, -3, 2,4, —2)
og (2,1,-1,-1,5).
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22. Finn en parameterfremstilling for linjen som gar gjennom (5, —2) og som star
normalt pa (—1,2).

23. Finn en parameterfremstilling for linjen i planet som har ligning 2z + 3y = 6.

24. En linje i planet har parameterfremstilling (-3 + 2¢,2 — t). Finn en ligning av
typen y = ax + b for denne linjen.

25. To skip er pa kryssende kurs. Ved tiden ¢ = 0 er det ene skipet i punktet (0,4),
og det andre skipet i punktet (39,14) (alle avstander er malt i nautiske mil.) Det
farste skipet beveger seg parallelt med vektoren (3,4) med en fart av 15 knop (1
knop = 1 nautisk mil per time). Det andre skipet beveger seg parallelt med vektoren
(—12,5) med en fart av 13 knop.

a) Hvor vil kursene krysse hverandre?
b) Vil skipene kollidere?

26. To fly er i det samme omradet. Ved tiden ¢ = 0 er det ene flyet 1 punktet
(0,0,2000) og flyr med en fart pd 150m/s parallelt med vektoren (2,2,1). Det
andre flyet er ved tiden ¢t = 0 i punktet (5000, —1000, 4000) og 20 sekunder senere
i punktet (4400,2000,4000). Flyet folger en rett linje og holder konstant hastighet.

a) Vil kursene til de to flyene skjaere hverandre?
b) Vil fiyene kollidere?

27. 1 sin evige jakt etter honning forsgker Ole Brumm & invadere et tre ved hjelp
av en ballong. Plutselig blir ballongen tatt av et vindkast og farer av sted med
Ole Brumm. Etter & ha tenkt seg om et gyeblikk, innser Kristoffer Robin at hans
eneste sjanse til & redde vennen er a skyte istykker ballongen med lekegeveeret sitt.
Figuren nedenfor viser en skisse av situasjonen.

i

(0,6)

u /N (20,0)

Nar vindkastet kommer ved tiden t = 0, befinner ballongen seg i punktet (0,6).
Den blir fart av garde med en fart av 5m/s i retningen (4, 3). Ved tiden t = 2 skyter
Kristoffer Robin mot ballongen fra sin posisjon (20,0). Vinkelen mellom gevaeret
og underlaget er u, og vi regner med at kulen beveger seg rettlinjet med en fart av
70m/s. Alle avstander er malt i meter og tiden er malt i sekunder.

a) Forklar at ballongens posisjon ved tiden t er (4,6 + 3t).
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b) Vis at kulens posisjon ved tiden t er (20 — 70(t — 2) cosu, 70(t — 2) sinu).

¢) Hvilken vinkel u ma Kristoffer Robin holde gevzret i for a treffe midt i
ballongen? Ivor langt er det ned til bakken nar ballongen blir truffet?

28, I denne oppgaven skal vi se pa et annet bevis for Schwarz’ ulikhet.

a) Vis at for alle a,b € R og allex,y € R" er
0< lax +by|? = a®|x|* £ 2abx -y + bAly|?

b) Velg a = |y|, b = |x]| i ulikhetene ovenfor og utled Schwarz’ ulikhet.

1.3 Komplekse n-tupler

Hittil har vi bare sett pa n-tupler a = (a1,a2,...,a,) der komponentene
ai,as,...,ay er reclle tall. Vi skal na ta en rask titt pa det komplekse tilfel-
let. Som nevnt tidligere kalles mengden av alle komplekse n-tupler for C™.
Addisjon og subtraksjon av komplekse n-tupler foregir komponentvis akku-
rat som i det reelle tilfellet. Ogsa multiplikasjon med skalar (som na godt
kan vaere kompleks) foregar akkurat som for. La oss se pa et eksempel:

Eksempel 1: Regn ut sa+tb nar s = 1 +4, ¢t = 4, a = (?),bz

1_1 « po s e | i
(1+i).V1far(huakatz = —1):

Néar vi skal definere normen (dvs. lengden) til et komplekst n-tuppel, ma
vi veere litt forsiktig. Dersom a = (21, 22, ..., 2n), Setter vi

jal = VIt + TP+ -+ Tzl

Vi tar altsa tallverdien til komponentene for vi kvadrerer dem. Grunnen til
dette er at kvadratet til et komplekst tall ikke behgver a vare positivt og
derfor gir et darlig mal pa sterrelse.

Eksempel 2: Finn normen til vektoren a = (2 + 4,4 + 4,1 — 3i). Husk at
dersom z = a + b, si er |z| = Va2 + b2 og dermed |z|? = a® + b?. Dette gir

la| = V|2 +i2 + |4 +i2+ |1 - 3if2 =



1.3. KOMPLEKSE N-TUPLER - 21

=of QP+ AR+ {82+ 1) +i(1F + (8]} =
—VI+I+16+1+1+9=v32=4V2
Lengden til vektoren er altsd 4v/2. &

For & fa til det riktige samspillet mellom normen og skalarproduktet,
ma vi ogsd gjgre en liten justering i definisjonen av skalarprodukt. Dersom
a=(21,22,...,%) og b = (wy,wy,...,wy), definerer vi

ab = 21wy + 20Ws + -+ + 2 Wy

Vi komplekskonjugerer altsi den andre faktoren i skalarproduktet. Siden
2% = |2|?, ser vi at

aa=2nFH+20m+t o +ami=lul+ e+ + |zn|? = |a)?
Vi har altsi den vanlige sammenhengen mellom norm og skalarprodukt:
laj] =va-a

La oss ta med et eksempel pa hvordan man regner ut et komplekst ska-
larprodukt.

Eksempel 3: Regn ut a-bnira = (1+14,-2,1+37) ogb = (2+ 2,1 —
2,3 + 4i). Vi far
a-b=1+92-2)+(-2)(1+2)+ (1 +3)B—4)=
=2-2{4+2%+4+2-2—-4i+3—-4i+%+12=17+1
Skalarproduktet av to komplekse vektorer er altsa et komplekst tall. &
P4 grunn av komplekskonjugasjonen i annen faktor, har vi ikke lenger at
a-b = b-a for komplekse vektorer (den kommutative lov gjelder altsa ikke

for komplekse skalarprodukter). Bruker vi regnereglene for konjugasjon (se
Kalkulus, setning 3.1.5), ser vi imidlertid at

b -a=wz] +wzs + -+ WnZp =
=Wz + W22+ +Wn2n =
= W2 +Wa2e + -+ Wp2n =

=Z1w_1+32w_2+“‘+zﬂ.'ﬂ71_1=a'b

Bytter vi om pa faktorenes rekkefglge, sa komplekskonjugerer vi altsa resul-
tatet!

Siden vi er sa vant til at faktorenes rekkefglge ikke spiller noen rolle, er
det lett & bli lurt av det komplekse skalarproduktet. Dersom vi skal regne
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ut (a+ b) - (a+ b), er det f.cks. fristende & bruke forste kvadratsetning til
a skrive svaret

a-a+2a-b+b-b,

men dette blir ikke riktig! Ganger vi nemlig ut parentesene litt forsiktig, ser
vi at
(a+b)-(a+b)=a-a+a-b+b-a+b-b

og siden a - b og b - a ikke er like, kan vi ikke sla sammen de to midterste
leddene pa vanlig mate. Siden tallene a - b og b - a er komplekskonjugerte,
har vi imidlertid at a-b + b -a = 2Re(a - b) (der Re star for realdel), og
dermed kan vi skrive

(a+b)-(a+b)=a-a+2Re(a-b)+b-b=

|a|? + 2Re(a - b) + |b|?

Dette regnestykket viser at vi ma veere litt forsiktige nar vi overforer stan-
dard regneprosedyrer til komplekse skalarprodukt.

La oss skrive opp de grunnleggende regnereglene for komplekse n-tupler
(sammenlign med setning 1.1.1 for reelle n-tupler):

Setning 1.3.1 (Regneregler for komplekse n-tupler.) Dersoma, b og
c er n-tupler, og s og t er komplekse tall, gjelder folgende regneregler:

(a) a+b=b+a

(b)) a-b=b-a

(¢) s(a+b)=sa+ sb

(d) (s+t)a=sa+ta

(¢) c-(a+b)=c-a+c-bog(a+b)-c=a-c+b-c
(f) (sa)-b =s(a-b) oga-(sb)=3(a-b)

(9) a-a >0 med likhet hvis og bare hvisa =0

Bevis: Med unntak av b) (som vi nettopp har bevist) og andre del av f),
er dette ngyaktig de samme reglene som i setning 1.1.1, og bevisene er
ogsd de samme. Vi ngyer oss derfor med & vise andre del av f). Hvis a =
(21,22,---,2n) 08 b = (w1, wa, ..., wy), ser vi at sb = (swy, swo, ..., swn),
og dermed er

a- (sb) = z15W1 + 25wz + -+ + 2,5Wy, =

=3(21W1 + 22W3 + - - - + 2,Wx) = 5(a - b) )
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Vi kan innfgre geometriske begreper for komplekse n-tupler akkurat som
for reelle selv om visualiseringen blir enda vanskeligere i dette tilfellet. Vi sier
f.cks. at’to vektorer a,b € C" er ortogonale dersom a-b = 0. Legg merke til
at dette medfgrer at b-a = 0 siden b-a = a- b = 0 = 0. Argumentkjeden som
ga oss Pythagoras’ setning{ Schwarz’ ulikhet og trekantulikheten i forrige
seksjon, fungerer med sma justeringer ogsd i det komplekse tilfellet, og vi
ngyer oss med & skrive opp resultatet:

Setning 1.3.2 For komplekse vektorer a, b gjelder:

(i) (Pythagoras’ setning) Dersom a,b € C™ er ortogonale, si er la]? +
|b|?> = |a + b|?

(ii) (Schwarz’ ulikhet) For alle a,b € C" er |a-b| < |a|b]
(iii) (Trekantulikheten) For alle a,b € C"* er |a+b| < |a| + b

Oppgaver til seksjon 1.3

1. Regn ut sx+ty nz'irs:i,t=1+2i,x=( 2_52. ) ogy = ( 2;: )

2. Finn lengden til vektorene a = (3 +2i,—1+14) ogb=({,2+ 31, -2 — i).
3. Regn ut skalarproduktet x-y nar x = (1+3i, —24, 2+3i) ogy = (2,1+42¢, —1+1).

4. Vis at for alle x,y € C" er
x — y|? = |x|* - 2 Re(x - y) + |y[*

og
(x+¥) (x—y)=x[*-2Im(x-y) - lyl*

hvor Re(z) og Im(z) betegner hhv. realdelen og imagineerdelen til z.

5. Bevis setning 1.3.2 ved & ga gjennom beviset for de tilsvarende resultatene i
seksjon 1.2 og se hvilke modifikasjoner som ma gjores.

1.4 Vektorproduktet

De regneoperasjonene vi hittil har sett pa, er definert for vektorer av alle
dimensjoner. I denne seksjonen skal vi se studere en operasjon — vektor-
produktet — som bare er definert for tredimensjonale vektorer. Siden 3 er
den fysiske romdimensjonen, brukes vektorproduktet ofte i geometriske pro-
blemstillinger. Det brukes ogsa mye i fysikk og mekanikk —— tok du fysikk
i vidercgdende skole, har du sikkert stgtt pé “hgyrehandsregler” i en del

s



24 KAPITTEL 1. VEKTORER OG MATRISER

sammenhenger, og bak enhver slik hoyrehandsregel skjuler det seg et vek-
torprodukt.

Det er to mater a definere vektorproduktet pé, en geometrisk og en
algebraisk, og det er samspillet mellom disse to betraktningsmatene som
gir vektorproduktet slagkraft. Vi skal ta utgangspunkt i den algebraiske
definisjonen. Fgr vi begynner, minner vi om at man i tre dimensjoner gjerne
skriver enhetsvektorene langs aksene pa denne maten:

i=(1,0,0), j=(6,1,0), k = (0,0,1).

Gitt to vektorer a = (a1,a2,a3) og b = (by,bp,b3) i R3 definerer vi na
vektorproduktet (ogsd kalt kryssproduktet) a x b ved:

a x b = (agbs — azbe, azby — abs, ajby — azb)

= (@2b3 — asba)i + (asby — a1b3)j + (a1b2 — azb1)k

Denne formelen kan veere vanskelig 4 huske, men det finnes huskeregler. En
slik regel er vist i skjemaet nedenfor. Vi multipliserer langs pilene og gir
resultatet positiv verdi dersom pilene gar fra venstre mot hoyre og negativ
verdi dersom de gar fra hgyre mot venstre (kjenner du en annen huskeregel
fra for, kan du trygt bruke den).

i 3 k 1 k
\ \ >< / / -
by b2 >< >< bs
e / \2-\/

—agbgi ~—a,1b3‘] —agblk agbgl a;;blj albgk

Figur 1: Huskeregel for vektorproduktet
La oss regne ut et vektorprodukt:

Eksempel 1: Finn vektorproduktet av a = (3,—1,2) og b = (4,-2,5). Vi
far:

axb={((=1)5-2-(=2))i+(2-4-3-5)j+ (3-(-2) — (~1)-4)k
=i f = =0)
&

La oss sa se hva som skjer dersom vi regner ut b x a istedenfor a x b:
b x a = (boaz — bzaz, bza; — bias, biaz — baa1)

= —(agbs — asba, aszby — aibz, a1by — agby) = —(a x b)
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Akkurat som skalarproduktet for komplekse vektorer er altsd vektorproduk-
tet ikke-kommutativt, men vi har en formel som gjgr at vi lett kan regne ut
b x a nar vi kjenner a x b.

Her er en liste over de grunnleggende egenskapene til vektorproduktet:

Setning 1.4.1 For vektorer a, b, ¢ € R3 gjelder:
(a) axb=—(bxa)
(b) ax(b+c)=axb+axcog(a+b)xc=axc+bxc
(c) ax (sb) = s(axb) og (sa) xb=s(axb) dersecR
(d) a x b stdr ortogonalt pd bdade a og b
(e) (Lagranges identitet) |a x b|?> = |a*|b|* — (a- b)?

Bevis: Punkt a) har vi allerede bevist og de andre bevisene er av samme type
— vi skriver vektorene pa koordinatform, regner ut og ser at det stemmer.
Vi tar c), d) og e) som eksempler:

¢) Hvis a = (a1, az,as) og b = (b1, bz, b3), s& er sa = (sai, sap, sas). Vi far:

(sa) x b = ((saz)bs — (sa3)b, (saz)by — (sa1)bs, (sa1)bz — (sa2)b1)

= s(agbs — asba,azb1 — aibs,a1by — azb) = s(a x b)

Den andre likheten i ¢) gir pa samme mate.
d) For & vise at a stdr ortogonalt pad a x b, mé vi vise at a- (axb)=0.Vi
far:

a- (a x b) = ai(azbs — azbe) + as(asby — aibs) + as(aibs — azby)

= aia2by — a1 asbs + asasby — asaibs + azai1by — azazb; =0

En helt tilsvarende regning viser at b star ortogonalt pa a X b.
¢) Vi skriver a = (a1, a2,a3), b = (b1, b, bs) og regner ut begge sider (du er
ikke forpliktet til & fole at dette er spesielt festlig):

|(a x b)[2 = (agbs — asbz)? + (asby — arbs)* + (a1b2 — ash)?
— a2b2 — 2a2a3bsbs + a2b2 + a3b? — 2a1a3b1bs + a3b3 + a}b) — 2a1azbibe + a3}
og
|a2|b|> — (a- b)2 = (a} + a3 + a3)(b] + b3 + b3) — (arby + agba + azbs)?
= a2b% + a%b% + a?b3 + a3b; + a3bs + a3b} + azbi + a3b3 + a3b3

——a%b'f = a%bg = a%b% b 2(11(125162 == 2&1&35153 = 2@2a3b2b3
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= alb‘z -+ alb.; -} azbz + azbg + aabl -+ asb% — 2ay1a0b1by — 2a1a3b1b3 — 2asa3babs

Bortsett fra rekkefolgen pa leddene er dette det samme uttrykket som vi
fikk ovenfor. Dermed er e) bevist. O

Bemerkning: Legg merke til at det ikke finnes noen assosiativ lov i listen
ovenfor - generelt er nemlig (a x b) x ¢ # a x (b x ¢). Som et eksempel lar
via=(1,1,0), b=(1,0,0) og ¢ = (0,0,1). Da er

(axb) xec=((1,1,0) x (1,0,0)) x (0,0,1) = (0,0,-1) x (0,0,1) =0
mens
x(bxc) = (1,1,0) % ((1,0,0)) x(0,0,1)) = (1,1,0) x (0,-1,0) = (0,0, 1)

At (axb) x ¢ # ax (bxc) betyr at uttrykket a x b x c ikke gir noen mening
— vi mé& ha med parenteser for & presisere hvilken rekkefplge produktene
skal utfores 1.

Som allerede nevnt, er det ogsa en geometrisk mate a beskrive vektor-
produktet pa. For & finne frem til denne geometriske beskrivelsen, tar vi
utgangspunkt i punkt e) i setningen ovenfor:

|a x b|* = |a*|b|* - (a- b)?

Siden vi allerede vet at a- b = |a||b| cosv, der v er vinkelen mellom a og b,
sa er

la x b2 = |a]?|b[? - |a|?|b|? cos? v = |a|?|b|*sin®v

2

der vi har benyttet at 1 — cos? v = sin? v. Altsé er

la x b| = |a||b|sinv

(husk at siden 0° < v < 180°, er sinwv aldri negativ). Dermed vet vi hvor
lang vektoren a x b er. Legg spesielt merke til at a x b = 0 hvis og bare
hvis sinv = 0, dvs. dersom a og b er parallelle.

Fra punkt d) i setning 1.4.1 vet vi ogsd noe om retningen til a x b,
nemlig at a x b stir normalt pid bade a og b Na finnes det to motsatt
rettede vektorer som har lengde |a||b|sinv ogﬁ:ta,r normalt pa bade a og b
(se figur 2). For & vite hvilken av disse to vektorene som er a x b, bruker vi
hoyrehandsregelen:



1.4. VEKTORPRODUKTET 27

Figur 2: To like lange vektorer som star normalt pa bade a og b

Vi legger hgyre hand med fingrene pekende den korteste veien fra a til b
mens vi spriker med tommelen. Da er a x b den av de to normalvektorene
som peker i tommelens retning (se figur 3 der den krumme pilen viser den
retningen fingrene peker). Legg merke til at nar vi regner ut b x a, skal
fingrene spenne over den samme vinkelen, men i motsatt retning (fra b
mot a), og tommelen kommer derfor til & peke motsatt vei. Dette er den
geometriske forklaringen pa regelen a x b = —b x a.

axb

—(axb)
Figur 3: Vektorene a X b og —(a x b)
La oss oppsuminere det vi har kommet frem til:

Setning 1.4.2 La a og b vere to vektorer 1 R3 og kall vinkelen mellom dem
v. Da har vektorproduktet a x b lengde |a||b|sinv og stdr normalt pa bade
a og b. Retningen til a x b er gitt ved hayrehandsregelen.

*Bevis: Vi har bevist alt bortsett fra hgyrehéndsregelen. Beviset vi skal gi
for denne regelen kan se litt umatematisk og skissemessig (og vanskelig!) ut,
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men det kan uten store endringer bygges ut til et fullverdig bevis. Du kan
godt hoppe over dette beviset uten & fa problemer med det som kommer
senere. Legg merke til at hvis a og b er parallelle, si er det ingen ting a
bevise siden a x b = 0. Vi ser derfor pa tilfellet der a og b ikke er parallelle.

Vi skal forst bevise hgyrehandsregelen for det spesialtilfellet der a og b
ligger i zy-planet, og a peker langs den positive z-aksen. Det betyr at a har
koordinater a = (a;,0,0) der a; > 0, og b har koordinater b = (b1, b,0). I
dette tilfellet vil a x b vaere parallell med z-aksen, og vi ma undersgke nér
den peker i positiv retning. Bruker vi hgyrehandsregelen, far vi at a x b skal
peke langs den positive z-aksen dersom b ligger i forste eller annen kvadrant
av zy-planet (dvs. nar b > 0), og langs den negative z-aksen dersom b ligger
i tredje eller fjerde kvadrant (dvs. nar by < 0). Bruker vi isteden formelen
for vektorproduktet, ser vi at

axb=0i+0j+abk=abk

Denne vektoren peker langs den positive eller negative z-aksen ettersom
by er positiv eller negativ (husk at a; > 0). Dette betyr at formelen og
heyrehandsregelen gir samme resultat, og dermed er hgyrehandsregelen be-
vist 1 dette tilfellet.

Vi er na rede til 4 se pa det generelle tilfellet a = (aj,az,a3), b =
(b1,bg,b3). Velg et par av vektorer ag, bg i zy-planet slik at a peker langs
den positive z-aksen, og slik at ag, bg er en “kopi” av paret a, b. Med dette
mener vi at ag er like lang som a, bg er like lang som b, og at vinkelen fra
ap til bg er lik vinkelen fra a til b. La ¢y = ap x bg. Etter det vi allerede
har vist, gjelder hoyrehandsregelen for ag, bp og ¢p.

La oss na tenke pa vektortrippelet (ag, bg,cp) som en materiell gjen-
stand, f.eks. tre sammensveisede biter av staltrad. Vi flytter na denne gjen-
standen med en kontinuerlig bevegelse, uten a deformere den pa noen mate,
slik at ag ender opp som a, og by ender opp som b. La a(t) vaere posisjonen
til ag etter ¢t sekunder av denne bevegelsen, og la b(t) og c(t) veere de tilsva-
rende posisjonene til by og co. Hvis bevegelsen tar T sekunder, er dermed
a=a(T) ogb=Db(T).

Dersom c(T) = a(T) x b(T), er hgyrehandsregelen oppfylt for triplet
a(T) = a, b(T) = b, ¢(T) = c. Vi skal derfor anta at c¢(T') = —a(T") x b(T)
(den eneste andre muligheten) og vise at dette forer til en selvmotsigelse.
La tg vaere det forste tidspunktet der c(t) skifter fra & veere lik a(t) x b(t)
til & vaere lik —a(t) x b(t) (formelt er to = inf{t : c(t) = —a(t) x b()}).
Siden c(t) beveger seg kontinuerlig, betyr dette at a(t) x b(t) ma gjere et
sprang ved tidspunktet 9. Men det er umulig siden a(t) x b(t) vil bevege
seg kontinuerlig nar a(t) og b(t) gjer det (tenk pa det algebraiske uttrykket
for vektorproduktet). Dermed har vi fatt var selvmotsigelse, og beviset er
fullfert. O

Vi skal na se pa noen av de tingene vektorproduktet kan brukes til. Forst
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et enkelt eksempel.

Eksempel 2: Finn en vektor som stér ortogonalt pa bade a = (1,-2,3)
og b = (4,—1,—2). Vi regner rett og slett ut vektorproduktet: a x b =
(1,-2,3) x (4,—-1,-2) = (7,14,7). Legg merke til at siden (7,14,7) =
7(1,2,1), kan vi forenkle lgsningen til (1,2, 1). &

a) - b)

’ a ’ a
Figur 4: Parallellogrammet og trekanten utspent av a og b

Det neste vi skal se pa, er hvordan vektorproduktet kan brukes til &
regne ut arealer. To vektorer a og b utspenner pa en naturlig mate et pa-
rallellogram (se figur 4a). Halvparten av dette parallellogrammet (se figur
4b ovenfor), utgjer trekanten utspent av a og b.

b h = bsinv
Arealet = ah = absinwv

v

a

Figur 5: Arealet til et parallellogram

Setning 1.4.3 Arealet til parallellogrammet utspent av vektorene a og b er
lik |a x b|. Arealet til trekanten utspent ava og b er %|a x b|

Bevis: Enkel geometri forteller oss at arealet til et parallellogram er produk-
tet av de to sidene ganget med sinus til den mellomliggende vinkelen (se figur
5). For vért parallellogram blir dette |a||b|sinv, som vi vet er lik |]a x b|.
Siden arealet av trekanten er halvparten av arealet til parallellogrammet,
far vi ogsé formelen for arealet av trekanten. O
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Eksempel 3: Finn arealet til trekanten med hjgrner i punktene a = (2, -7,3),
b = (—2,3,2) og ¢ = (2,2,2). Denne trekanten har samme arcal som den
utspent av vektorene ¢ — a og b — a (hvorfor?) Siden ¢ —a = (0,9, 1) og
b —a=(—4,10, 1), far vi:

(c—a)x (b—a)=(0,9,—1) x (—4,10,-1) = (1,4,36)
Dermed er arealet til trekanten lik

1 1 = 1
§|(1,4}36)[ = 5«12 +42 + 362 = 5‘/1313 &

Eksemplet ovenfor viser noe av styrken ved & bruke vektorregning til 4
regne ut geometriske stgrrelser; det spiller ikke noen rolle hvor komplisert
punktene ligger i forhold til hverandre -— vi bare kopler inn den generelle
formelen og ut faller svaret. Hadde vi prevd & finne arcalet med tradisjonelle
geometriske metoder, hadde vi fort druknet i finurlige tegninger og kompli-
serte beregninger. Ulempen ved & bruke vektorregning er at vi ofte mister
kontakten med det geometriske bildet — regningen viser oss at noe er riktig,
men vi skjenner ikke riktig hvorfor.

Vektorproduktet kan ogsa brukes til & regne ut volumer. Tre vektorer a,
b, ¢ i rommet definerer pd en naturlig mate et romlegeme, et parallellepiped,
som vist pa figur 6.

(A

a

Figur 6: Parallellepipedet utspent av a, b og ¢

Fra skolen vet vi at volumet til et parallellepiped er arealet av grunnflaten
ganget med hgyden. Sier vi at grunnflaten er parallellogrammet utspent av
a og b, vet vi at arcalet til grunnflaten er |a x b|. Pa figur 7 har vi kalt
vinkelen mellom a X b og den tredje vektoren c for u.



1.4. VEKTORPRODUKTET 31

Figur 7: Volumet til et parallellepiped

Siden a x b star normalt pa grunnflaten, blir hgyden h lik |c|| cosu] (vi
mé ha med tallverdien rundt cosinus i tilfelle u er stgrre en 90°). Volumet
til parallellepipedet er derfor |a x b|c||cosu|. Men dette uttrykket er jo lik
|(ax b)-c| (husk den geometriske beskrivelsen av skalarproduktet). Dermed
har vi vist:

Setning 1.4.4 Volumet til parallellepipedet utspent av vektorene a, b, cer
[(axb)-c|

Bemerkning: Nir vi skal regne ut volumet til parallellepipedet utspent av
a, b og c, spiller selvfplgelig ikke rekkefplgen av de tre vektorene noen rolle.
Volumet kan derfor skrives som bade |(a x b) - ¢|, [(a x ¢) - b], |(b x a) - c|,
I(b x ¢) - al, |(c x a) - b|, og |(c x b) - al. Disse seks uttrykkene ma derfor
veere like. Hvis du orker, kan du sjekke dette ved direkte utregning.

Eksempel 4: Finn volumet til parallellepipedet som utspennes av vektorene
(4,0,3), (-=1,2,—3) og (0,2,1). Ifglge setningen er dette volumet gitt ved
1((4,0,3) x (=1,2,-3)) - (0,2,1)]. Vi regner forst ut
(4,0,3) x (-1,2,-3) = (-6,9,8)
Deretter tar vi
|(—6,9,8) - (0,2,1)| = [0+ 18 + 8| = 26

Volumet er altsa 26. &

Tre vektorer a, b, ¢ utspenner ogsa en pyramide (se figur 8a). For & finne
volumet til denne pyramiden husker vi at volumet til en generell pyramide
er % gh, der h er hgyden og g er arealet til grunnflaten.
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a) b)

=n
o

a a

Figur 8: Pyramiden og parallellepipedet utspent av a, b og c

Sammenligner vi pyramiden utspent av a, b, ¢ med parallellepipedet
utspent av de samme vektorene (figur 8b), ser vi at hgydene er like, men
at grunnflaten til pyramiden er halvparten av grunnflaten til parallellepipe-
det. Det betyr at volumet til pyramiden ma veere en scksdel av volumet til
parallellepipedet. Dermed har vi: —

Korollar 1.4.5 Volumet av pyramiden utspent av de tre vektorene a, b, ¢
er 5/(axb) - c|

Eksempel 5: Finn volumet til pyramiden med hjgrner i punktene a =
(—1,2,-3), b= (1,4,1), ¢ = (0,4,7) og d = (3,0, 5). Denne pyramiden har
samme volum som pyramiden utspent av vektorene b —a, c—aogd—a
(forklar hvorfor!) Siden

b-—a=(2,24 c—a=(1,2,100 d—a=(4,-2,8)
far vi: {
Volum = E|((2’2’4) x (1,2,10)) - (4,—2,8)]

(12, ~16,2) - (4,-2,8)| = % ~16

-
~ 6
&

Helt til slutt i dette avsnittet skal vi se hvordan vi kan bruke vektor-
produktet til & finne ligningen til et plan. Den enkleste maten & beskrive
et plan pi, er som regel & angi en normalvektor n = (ny,n2,n3) pluss et
punkt a = (a1, as,a3) som planet gar gjennom. Planet bestir da av alle de
punkter x = (z,, 2) slik at x — a stdr normalt pa n (se figur 9). At x —a
star normalt pa n er ekvivalent med at

0=n-(x—a)=n1r+ noy + nzz — n1a1 — N2az — n3as
eller med andre ord

ni1T + Nney + 13z = n1aq1 + Nada + N3as
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Dette kaller vi ligningen til planet. Legg merke til at koeffisientene til z, y
og z rett og slett er koordinatene til n

3

Figur 9: x ligger i planet gjennom a normalt pan

Eksempel 6: Finn ligningen til planet som gar gjennom a = (—3,1,2) og
star normalt pi n = (—4,2,—1). Undersgk om punktet (—2,4,3) ligger i
dette planet.

Vi skal finne alle vektorer x = (z,, 2) slik at 0 =n - (x —a), dvs.

0= (_4:2! _1) ' ('L' - (_3):3;' - lyz - 2)

=(-4)(z+3)+20y—1)-1(z—2)=—4z+2y—2—-12

Altsa blir ligningen
—dr+2y—2z=12

For & undersgke om punktet (—2,4,3) ligger i planet, sjekker vi om det
passer i ligningen. Setter vi inn pa venstre side, far vi:

4. (~2)+2-4—-83=13+#£12
som viser at punktet ikke ligger i planet. &

En annen mate & beskrive et plan pa, er & spesifisere tre punkter a, b,
¢ som planet gar gjennom, se figur 10 (sprg for at punktene ikke ligger pa
samme rette linje!). For & finne ligningen til planet, ma4 vi da ferst finne en
normalvektor. Det er ikke s& vanskelig; en normalvektor til planet ma sta
normalt pa begge vektorene b —a ogc —a (siden begge disse vektorene i
sin helhet ligger i planet), og kryssproduktet n = (b — a) x (c— a) er derfor
et naturlig valg.
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Figur 10: Planet gjennom a, b og ¢

Eksempel 7: Finn ligningen til planet som gar gjennom a = (1,-2,1),
b=(8.—2,2) agic=(2,0,1)
Siden b—a = (2,0,1) og c—a = (1,2,0), sd er en normalvektor gitt ved

n=(b—a)x (c—a)=(20,1) x (1,2,0) = (=2,1,4)
Siden normalvektoren er (—2,1,4), vet vi at planligningen har formen
—2r+y+4z=d

for et tall d. For a finne d, kan vi f.eks. sette inn koordinatene til a i lignin-

gene:
d=-2-1+(-2)+4-1=0

Altsa er ligningen til planet
—2r+y+4z=0
&

MATLAB-kommentar: Du kan bruke MATLAD til & regne ut krysspro-
duktet til to vektorer a,b € R? ved & skrive cross(a,b).

Oppgaver til seksjon 1.4

1. Regn ut a x b nar

a) a=(-1,32 b={(=21% b) a=(4,-3,1) b=(=61,0)

2. Finn arealet til parallellogrammet utspent av a = (—-2,3,1) og b = (4,0, -2).
3. En trekant har hjerner i punktene (0, —1,2), (2,—1,4) og (3,0,4). Finn arealet.
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4. Finn en vektor som star normalt pa bade (2,0, —3) og (-1,3,4).
5. Regn ut i xj, j xk, kxi
6. Finn volumet til parallellepipedet utspent av (3,—2,-2), (0,0,4) og (—3,2, 1).

7. En pyramide har hjgrner i punktene (2,-1,2), (0,5, —3), (2,4,6) og (3,-2,4).
Finn volumet.

8. Finn en ligning for planet som gir gjennom punktene a = (1,1,-1), b =
(0,-2,-6), c=(2,3,3).

9. Finn en ligning for planet som gar gjennom punktene a = (1,2,1), b = (2,3, 0),
c=(2,1,-1).

10. Anta at alle hjgrnene i et parallellepiped har heltallige koeffisienter. Vis at
volumet er et helt tall.

11. Bevis setning 1.4.1b).
12. Bruk MATLAB til 4 lgse oppgave 1.

1.5 Matriser

Hittil har vi bare studert n-tupler, men tiden er na inne for 4 introdusere
matriser. En m x n-matrise

ayy Qg vy oGl

a1 a9 -+ Ogn
A= i

Am1 Am2 - Omn

er et rektangulsert oppsett av tall med m rader (linjer) og n soyler. To
eksempler er 2 x 3-matrisen

og 3 x 3-matrisen

x=F %
0= % -2
3
Lt
Tallene ai1, @12, . - - , Gmn SOM inngér i matrisen A, kaller vi elementene 1

A. Legg merke til hvordan vi nummerer elementene: azq er elementet i rad
3 og soyle 4 (strengt tatt burde vi ha skrevet et komma mellom 3-tallet og
4-tallet for & gjore det klart at det ikke er element nummer 34 det er snakk
om, men man blir fort lei av a skrive alle kommaene, og det er derfor vanlig
4 droppe dem dersom det ikke kan oppsta misforstéelser). Legg ogsa merke
til at vi kan oppfatte vektorer som matriser. En radvektor

a-__(alsa2a"‘$an)

e

o
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er en 1 x n-matrise, mens en sgylevektor

er en n X l-matrise. Som matriser betraktet er altsa radvektoren og sgyle-
vektoren av forskjellig type, og néar vi blander vektorer og matriser er det der-
for viktig & holde styr p4 om a skal oppfattes som en rad- eller en sgylevektor.
Vi skal komme tilbake til dette etter hvert. Legg forgvrig merke til at en 1x1-
matrise (a11) bare er et tall med en parentes rundt. Parentesen spiller ingen
rolle, og vi skal derfor si at en 1 x 1-matrise bare er et tall ay.

Akkurat som for n-tupler kan vi definere addisjon og subtraksjon kom-
ponentvis. Dersom vi har to m x n-matriser

ai; a2 - Qi buu bz -+ b

az az .- G2 bar  baa -+ bon
A= og DB =

Am1  Qm2 - Amn, IE;'ml bm? R bmn

sa definerer vi

aj1+bn a2+b2 ... aimtbin

az1 +boa1  ase+bap ... aon+bog
A+B= . : :

am1 + bm1  Gm2 + bm2 ... Gmn+bmn

og

a;1—bnn  app—bi2 ... amm—bin

az; —bar  aga—bae ... aon—bon
A~B= . ’ .

Ayl — b1 @m2 —bm2 .. Qmn — bmn

Siden alle regneoperasjoner foregir komponentvis, vil de vanlige regnereglene
for addisjon og subtraksjon ogsa gjelde for matriser.

Vi kan ogsd multiplisere en matrise med et tall s ved & gange tallet inn
i hver komponent:

sayjp  Saiz - SQin

saz1 Sagz -+ S02p
8A = *

SQm1 SUm2 A Samn

La oss ta et eksempel der vi kombinerer flere av regneoperasjonene:
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Eksempel 1: Regn ut 34 — 2B nar

(1 -1 3 fB 30
A‘(a; 0—1) 08 B_(6—2 3)

Vi far

; i B N ot ) =B N, T B i
SA_ZB‘(H 0 —3) (12 —4 6)_( 04—9)

Transponering er en viktig operasjon for matriser som ikke finnes for tall.
Vi transponerer en matrise ved & bytte om rader og sgyler. Den transponerte
til matrisen A ovenfor er derfor

aixz a1 0 Gml
AT = a1z azz . Om2
Qin Q2n " Amnp

Legg merke til at nir A er en m x n-matrise, s er AT en n x m-matrise.

Eksempel 2: Den transponerte til 2 x 3-matrisen

g =1 .3
A'(s —2 0)

er
2 5]
AT=| -1 -2
3 0
som er en 3 x 2-matrise. &

T‘ranspotkring kan lett kombineres med addisjon, subtraksjon og multi-
plikasjon med skalar. Du kan sjekke at
(A+BT=4T+BT, (A-BT=A4T-BT, (cA)T =cA"
Hvis vi transponerer den transponerte, kommer vi tilbake til utgangspunk-
tet: "
(A7) =4

Legg ogsa merke til at rad- og sdylevektorer er transponerte av hverandre.
Oppfatter vi soylevektoren
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som en matrise, blir den transponerte en radvektor

afj = (a-'isaQs LD '.'a‘n)

De grunnleggende regneoperasjonene for matriser som vi na har sett pa,
er ganske enkle, men man kan jo lure pa hva det hele er godt for — hvorfor
innfprer vi egentlig matriser nar vi allerede har n-tupler til & holde styr pa
lister av tall? Ett svar er at en del lister kommer naturlig i rektangelform, og
at det er greit 4 beholde denne formen for ikke & miste oversikt over infor-
masjonen. Opplysningene vi legger inn i et regneark vil for eksempel ofte ha
matriseform. Det neste eksemplet viser en situasjon som ofte forekommer,

sog der elementene i matrisen viser fordelingen mellom forskj ellige muligheter.

Eksempel 3: En fruktpresse mottar epler fra fire forskjellige produsenter.
Eplene blir sortert i tre kategorier: god, middels, darlig. Erfaringene viser at
produsentene har forskjellig kvalitet pa sine produkter. Produsent 1 leverer
50% av god kvalitet, 30% av middels kvalitet og 20% av darlig kvalitet. Tal-
lene for de andre produsentene er: Produsent 2: 30%, 40%, 30%; produsent
3: 25%, 40%, 35%, produsent 4: 20%, 60%, 20%. Dersom vi gir hver produ-
sent en sgyle, kan vi sette opp denne informasjonen som en 3 X 4-matrise
(husk at prosent betyr “hundredel”):

05 03 025 02
A= 03 04 04 06
02 03 035 0.2

Anta na at fruktpressen mottar leveringer fra hver av produsentene: 4 tonn
fra produsent 1, 5 tonn fra produsent 2, 3 tonn fra produsent 3 og 6 tonn
fra produsent 4. Vi setter opp denne leveransen som en sgylevektor

4
5
b_3
6

Vi gnsker & finne ut hvor mange tonn vi har fatt av hver kvalitet. Observer
at dersom vi ganger hvert av tallene i fgrste rad i A med tilsvarende tall i
b, og sa legger sammen, far vi antall tonn av beste kvalitet:

05-4+03-5+025-3402:6=2+15+0.754+12=545

Tilsvarende far vi antall tonn av nest beste kvalitet ved a gange tallene i
annen rad i A med tilsvarende tall i b, og sa legge sammen:

03-4404-54+404-34+06-6=12+24+12+36=28
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Til slutt far vi antall tonn av darligste kvalitet ved & gange tallene i nederste
rad i A med tilsvarende tall i b)og sd legge sammen:

02-4+03-54+0.35-3+02-6=08+15+1.05+1.2=4.55

Legg merke til at i hvert av disse regnestykkene har vi regnet ut et slags
skalarprodukt mellom en rad i matrisen A og vektoren b (vi sier et “slags”
skalarprodukt siden det er et litt uortodokst produkt mellom en radvektor
og en sgylevektor). Legg ogsd merke til at vi kan tenke pa resultatet av
regnestykkene som en ny vektor

5.45
c= 8
4.55
som forteller oss hvor mange tonn vi har av hver kvalitet. &

Vi skal se pa et eksempel til av lignende type.

Eksempel 4: Et kjgpesenter har tre stativ X, Y og Z hvor du kan hente
og avlevere handlevogner. Av de vognene som starter dagen i stativ X, vil
70% avslutte den pa samme sted, 10% vil ha endt opp i Y, og 20% 1 Z. Av
de vognene som startet dagen i stativ Y, vil 30% avslutte dagen i stativ X,
mens henholdsvis 50% og 20% vil havne i stativene ¥ og Z. De tilsvarende
tallene for vogner som starter i Z, er at 40% ender dagen i X,20% 1Y
og 40% i Z. Vi kan ordne disse tallene i en matrise A der forste sgyle gir
fordelingen av de vognene som startet i X, andre soyle gir fordelingen av
de vognene som startet i Y og tredje sgyle gir fordelingen av vognene som
startet 1 Z: :

07 03 04
A=| 01 05 02
02 02 04

Anta na at vi startet dagen med 100 vogner i X, 70 vogner i Y og 30 vogner
i Z, og la oss skrive dette som en spylevektor

100
b= 70
30

Vi gnsker & finne ut hvor mange vogner som befinner seg pa hvert sted ved
slutten av dagen. Antall vogner i X far vi ved & gange tallene i forste rad i
A med tilsvarende komponent i vektoren b, og si legge sammen:

0.7-1004+0.3-70+04-30=70+21+12=103

0
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Antall vogner i Y far vi tilsvarende ved & gange hvert tall i annen rad i A
med tilsvarende tall i b, og sa legge sammen:

0.1-1004+05-70+02-30=10+35+6 =51

Antall vogner i Z ved slutten av dagen, far vi sa ved a gange hvert tall i
tredje rad i A med tilsvarende tall i b, og legge sammen:

02-1004+02-704+04-20=10+14+12=46
Vi kan skrive opp resultatet som en ny vektor

103
&= 51
46

som gir oss fordelingen av handlevogner ved slutten av dagen. Legg merke
til at vi i dette eksemplet har gjort akkurat samme operasjoner som i det
forrige; vi har tatt skalarproduktene mellom radene i A og seylevektoren b.

&

I begge eksemplene ovenfor gjennomferte vi samme type regneopera-
sjoner. Vi startet med en matrise A og en sgylevektor b, og laget en ny
soylevektor ¢ der komponentene fremkom som skalarprodukt av radene i A
og vektoren b. Denne regneoperasjonen er sa vanlig at det er greit & ha et
eget navn pa den.

Definisjon 1.5.1 (Multiplikasjon av matrise og sgylevektor) Anta at
A er en ' m x n-matrise og at b er en n-dimensjonal spylevektor:

ayp; a2 - Qain by

az; @z v Qg by
A= 0g b=

Am1 Qm2 - Amn bn

Produktet av A og b er da den m-dimensjonale soylevektoren ¢ = Ab gitt
ved

c1 a11b + a1ebo + - + ainbn

c2 a1by + azgbs + -+ + aonby
C — == .

Cm Am1b1 + amaba + - - + ampbn

Den i-te komponentene i ¢ = Ab fremkommer altsd ved at vi tar skalarpro-
duktet av den i-te raden 1 A med vektoren b.
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Legg merke til at produktet Ab bare er definert nar A og b passer sammen
storrelsesmessig; b mé ha like mange komponenter som A har sgyler. Ob-
server ogsé at produktet Ab er en sgylevektor med like mange rader som A.

Eksempel 5: Finn Ab nar

2 1 3
A= 4 -1 og b=(6)
-2 5
Vi far
2:3+1-6 12
Ab=| 4-3+(-1)-6 | = 6
(—=2)-34+5:6 24

&

Vi skal komme tilbake til regneregler for produkter senere, men skriver
opp noen av de enkleste og vanligste (i formlene nedenfor er s et tall):

(A+ B)b = Ab + Bb, (sA)b = s(Ab)
A(b + c) = Ab + Ac, A(sb) = s(Ab)

Det er god trening & sjekke at disse reglene holder. Veer oppmerksom pa at
det, ogsa er en del ting du kan gjere med vanlige produkter, som du ikke kan
gjore med produktet ovenfor, f.eks. kan du ikke bytte om pa rekkefglgen av
faktorene (bA gir ikke mening). Du kan heller ikke forkorte A i uttrykk av
typen Ab = Ac eller b i uttrykk av typen Ab = Bb — a forkorte betyr
egentlig 4 gange med et inverst element pd begge sider av ligningen, og vi vet
forelppig ikke noe om inverse vektorer og matriser (det viser seg at vektorer
ikke har inverser, men at noen matriser har det!)

La oss ta en ny kikk pa eksempel 3 og 4 i lys av de begrepene vi né har
innfert:

Eksempel 3 og 4 pa nytt: I eksempel 3 (fruktpressen) ble leveransene fra
de fire produsentene kodet som et 4-tuppel b, mens 3-tuplet ¢ fortalte oss
hvor mange tonn vi mottok av hver kvalitet. Vi regnet ut elementene i c ved
4 ta skalarproduktet av radene i matrisen A med vektoren b — med andre
ord:

c=Ab

Som vi skal komme tilbake til senere, kan vi tenke pa multiplikasjon med A
som en “transformasjon” — vektoren b forteller oss hvor mye frukt vi far
fra hver produsent, og multiplikasjon med A “transformerer” denne kunn-
skapen til kunnskap om hvor mye vi mottar av hver kvalitet (representert
ved vektoren c).
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Noe lignende skjer i eksempel 4 (handlevognene). Her representerer vek-
tor b fordelingen av handlevogner ved begynnelsen av dagen, mens vektor
c representerer fordelingen ved slutten av dagen. Vi regnet ut elementene i
¢ ved & ta skalarproduktet av radene i matrisen A med vektoren b -— med
andre ord:

c=Ab

Igjen kan vi tenke pa multiplikasjon med A som en transformasjon som
transformerer kunnskap om hvor handlevognene er ved begynnelsen av da-
gen til kunnskap om hvor de er ved slutten av dagen. &

~ s - . 1 8 o
La oss zwslug}‘fe med en liten observasjon som vi kommer til a fa glede
av senere. Anta at

ay by
a9 b2
a= og b = ;
Ay bn

er to spylevektorer. Transponerer vi a, far vi radvektoren

aT:(

a1,a2,---0n)

som vi kan oppfatte som en 1 xn-matrise. Vi kan na ta produktet av matrisen
al og vektoren b. Dette gir oss en 1 x 1-matrise (dvs. et tall):

alb = aiby +asbs + - +apbp=a-b

Matriseproduktet a’'b er altsi lik skalarproduktet a-b. Dette kan virke som
en kuriositet, men viser seg & vare viktig i en del sammenhenger.

MATLAB-kommentar: Du kan skrive inn en matrise

2 -1 3
A= 1 0 —
4 0 1

i MATLAB ved med kommandoen

>>A=[2 -1 3
10-3
4 0 1]

Du kan ogsa markere linjeskiftene med semikolon:

>>A=[2 -1 3;1 0 -3;4 0 1]
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Nar matrisene er lastet inn, kan du utfgre operasjoner med kommandoer
som >>A+B og >>3%A-2%B. Den transponerte til A far du ved & skrive >>A?,
og produktet mellom en matrise A og en vektor b er gitt ved kommandoen
>>A*b. Alle disse kommandoene forutsetter at matrisene og vektorene har
riktige dimensjoner slik at regneoperasjonene gir mening.

Oppgaver til seksjon 1.5
1. Regn ut 24, (-3)B, A+ B og A— B nar

8,32 4 el 2.8
A_<--l 06) = B_(40—6)

2. Regn ut 44 — 3B nar

1 -3 3 2
A= 2 -1 og: B=] —2 =1
3 -1 3 0

3. Finn de transponerte:
; 2 2 -1
A-—-(_} _ég) og B=| 4 G -6
Btirine3g

4. Finn de transponerte til A, B og 44 — B nar

1 0 d =1
A=| -5 7 og B=| -1 3
2 -1 2 —6

5. Regn ut Ax nar:
-2
1 0 -3
aM:(—z 3 Q)ng=( g

. 3
byd= .3 1 0g;x=(_2
6

2 1 0 4
c)A=| -3 4 -2 Jogx=| 0 |.
1 -3 2 3

6. Regn ut hvor mange tonn vi far av hver kvalitet i eksempel 3 dersom produsent 1
leverer 10 tonn, produsent 2 leverer 5 tonn, produsent 3 leverer 8 tonn og produsent
4 leverer 6 tonn.

7. Hvordan vil handlevognene i eksempel 4 fordele seg ved slutten av dagen dersom
vi begynner med 50 vogner i stativ X, 70 i stativ Y og 80 i stativ 27

8. Bevis regnereglene for transponering som star rett etter eksempel 2.
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9. Bevis regnereglene for multiplikasjon av matrise og vektor som star rett etter
eksempel 5.

10. Et oljemottak far olje fra 3 oljefelt. Oljen inndeles i fem kvaliteter A, B, C,
D, E. Fra oljefelt 1 er fordelingen: A: 10%, B: 20%, C: 30%, D: 30%, E: 10%. Fra
oljefelt 2 er fordelingen: A: 0%, B: 30%, C: 30%, D: 30%, E: 10%. Fra oljefelt 3 er
fordelingen: A: 20%, B: 20%, C: 10%, D: 10%, E: 40%. Anta at mottaket far inn x
enheter fra felt 1, y enheter fra felt 2 og z enheter fra felt 3. Finn en matrise som
kan brukes til & regne ut hvor mange enheter man far av hver kvalitet. Hva blir
resultatet nar z = 10, y = 12 og z = 87

11. En smittsom sykdom sprer seg i et land. Helsemyndighetene deler befolkningen
i tre grupper: smitteutsatte, syke, immune. Fra en uke til den neste regner man at
5% av de smitteutsatte blir syke, mens 1% av dem blir immune uten & ha vert
syke. Av de syke blir 80% immune, mens resten fortsatt er syke. En prosent av de
immune mister immuniteten og blir smitteutsatte, mens resten fortsatt er immune.
La Zn, Yn, zn veere den andelen av befolkningen som er hhv. smitteutsatt, syk og
In
immun etter n uker. La v, = | yn
Zn

a) Finn en matrise A slik at Av, = vy41.

b) I uke 0 er 10% av befolkningen syke, mens resten er smitteutsatte. Finn
fordelingen av smitteutsatte, syke og immune i uke 1 og 2.

12. En forskergruppe som studerer et bestemt dyreslag, deler bestanden inn i fire
grupper:

1. unge, dvs. dyr fodt samme var

2. unge voksne, dvs. dyr fgdt aret for

3. voksne, dvs. dyr fedt to ar for

4. gamle, dvs. dyr f@dt mer enn to ar for

Statistikken viser at bare 5% av de unge overlever til aret etter. Av de unge voksne
overlever 50% til aret etter. I tillegg gir en ung voksen i gjennomsnitt opphav til 20
unger som blir fadt aret etter. Blant de voksne overlever 30% til aret etter. I tillegg
gir en voksen i gjennomsnitt opphav til 50 unger som blir fodt aret etter. Av de
gamle overlever 10% til aret ctter. I tillegg gir en gammel i gjennomsnitt opphav
til 10 unger som blir fgdt aret etter. La &, yn, 2n. un véere hhv. antall unge, antall
unge voksne, antall voksne og antall gamle etter n ar, og skriv

i
Yn
Zn
Uy

Vn =

a) Finn en matrise A slik at v, = Av,.

b) Anta at det et ar settes ut 100 voksne dyr i et terreng der det ikke er noen
dyr fra for av. Hvor mange dyr av hver kategori vil det veere i dette terrenget
to ar senere?
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13. Per, Pal og Espen leker sisten. Hver gang Per eller Pal har sisten, er det 90%
sjanse for at Espen far sisten neste gang, mens hver gang Espen har sisten, har Per
og Pal 50% sjanse hver for & fa sisten neste gang. Anta at z, er sannsynligheten
for at Per er den n-te som har sisten, at y, er sannsynligheten for at Pal er den
n-te som har sisten, og at z, er sannsynligheten for at Espen er den n-te som har
In
sisten. La v, = UYn
Zn

a) Finn en matrise A slik at v = Avp.

b) Anta at Pal har sisten forst. Hva er sannsynligheten for at henholdsvis Per,
Pl og Espen er den tredje som har sisten?

14. Bruk MATLAB til & lgse oppgavene 1-4.

1.6 Multiplikasjon av matriser

I forrige seksjon s& vi at addisjon og subtraksjon av matriser er lett; vi bare
adderer og subtraherer komponentvis. Det er fristende & definere multipli-
kasjon pa samme mate; hvis

a1 a2 - Ain bin bz -+ bin

azy G -+ Q2p bar bax -+ bon
A= . . . og B= . . ;

Am1 Am2 Qimn bml bm? il bmn

s& ber kanskje produktet veere

anbin  apbie ... ammbin
anba  axby ... azmbm |
m1bm1 o brae thos Amnbmn

Det er ikke noe galt med dette produktet (det kalles Hadamard-produktet og
er nyttig for noen formal), men det er en annen type matriseprodukt som er
langt viktigere. Ved forste gyekast ser dette produktet litt merkelig ut, og
for 4 motivere det skal vi g tilbake til produktet Ab fra slutten av forrige
seksjon. (Dersom du synes denne motivasjonen er vanskelig, kan du trgste
deg med at det kommer en oppsummering i definisjon 1.6.1.)

La oss se litt nermere pa produktet ¢ = Ab mellom en matrise A og
en vektor b. Som allerede nevnt, er det ofte smart & tenke pa dette som en
transformasjon; vi starter med en vektor b, og matrisen A transformerer b
til en ny vektor c. I eksempel 3 i forrige seksjon (fruktpressen), sa vi f.eks.
hvordan A transformerer kunnskap om hvor mange tonn epler vi fir fra hver
produsent (kodet opp i vektoren b) til kunnskap om hvor mange tonn epler vi
har av hver kvalitet (kodet opp i vektoren ¢ = Ab). Noe tilsvarende skjedde
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i eksempel 4 (handlevognene); i dette tilfellet transformerer A kunnskap om
hvor vognene er ved begynnelsen av dagen (gitt ved vektoren b), til kunnskap
om hvor de er ved slutten av dagen (gitt ved vektoren ¢ = Ab). Legg merke
til at i begge eksemplene bruker vi den samme matrisen A uansett hvilken
input-vektor b vi har — det er slik gjenbruk som ofte gjgr matriser nyttige.

Vi kan illustrere situasjonen med diagrammet nedenfor; en m X n-matrise
A transformerer vektorer x i R™ til vektorer y = Ax i R™:

~N A
xE%fjl——d y=Ax e R™

I mange ‘SltUd.bJ{Jn(‘r ma vi foreta flere transformasjoner etter hverandre.
Neste diagram viser erksii Slt‘Ll'Lng\ forst transformeres x € RF til y =
Bx € R" ved hjelp avifhatrisen B\gg deretter transformeres y € R" ‘r]l\
z = Ay = A(Bx) € R™ ved hjelp mdtrmcn A:

B A

x € RF y = Bx € R"

z = Ay = A(Bx) e R™

Det er naturlig & spgrre om det finnes en matrise C' som tar oss direkte
fra x til z uten & gd veien om y, dvs. slik at z = Cx. Neste diagram viser
hvordan en slik C vil fungere:

B A
y=DBxeR"

x € R¥ z = Ay = A(Bx) € R™

C Cx

Det viser seg at det eksisterer en slik matrise C, og vi skal na finne
den. Fgr vi begynner kan det veere greit & bestemme dimensjonene til de tre
matrisene vare A, B og C. Viser at A transformerer vektorer i R™ til vektorer
i R™, og det betyr at A er en m x n-matrise. Tilsvarende transformerer B
vektorer i RF til vektorer i R, og det betyr at B er en n x k-matrise. Den
ukjente matrisen C' skal transformere vektorer i R¥ til vektorer i R™, og mé
derfor veere en m x k-matrise. Vi har derfor

ay; @2 -+ Gin by b1s e D

azy G2 G2 bor bap o b
A= : ) ) og B= ) h

am1 Am2 - Omn b'n,l bn? e bﬂ.k

som vare kjente matriser, og

€11 Ciz2 - Cik
€o1 €29 uny G

Cml Cm2 ' Cmk
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som var ukjente matrise. Hvis x er vektoren

I
Iz

Tk

ser vi at
byixy + biazo + - - + bk

Y bo1z1 + baawa + -+ - + bar Tk
Yy = = .

bﬂ,lml + bn.2332 e o bnkmk

Ser vi pa den j-te raden i denne ligningen, far vi y; = bj1z1 + bjexz + -+ +
bjrzy. Vi har ogsa

a1yr +azy2 + -+ AinYn

any1 +azxyz + -+ danln
5 =Ay= :

Am1Y1 + Gm2¥y2 + -+ Gmaln

og setter vi y; = bjizy + bjaxa + -+ + bjrTy Inn i dette uttrykket, ser vi at
den i-te komponenten til z er gitt ved

2 = @iy + Gisye + -+ + GinYn = @it (braz1 + b1a®z + - - - + bieTi)+

+aiz(ba1x1 + boaxa + -+ + bogg) + - -+ + Qin(bp1Z1 + b2 + - + bnkTk)

Samler vi alle z1-ledd for seg, alle xo-ledd for seg osv, far vi:

2z (@i b1y + @iobor + - -+ + Ginbp1)T1 +

+  (airbia + aigbay + -+ + Qinbpa) T2 + -+
+ (@ibik + aibop +--- + Qinbnk) Tk

P4 den annen side: hvis vi tenker oss at z fremkommer direkte fra x ved
bruk av matrisen C, har vi

c11%1 + Cc12T2 + -+ C1i Tk
Co1X1 + CoaTg + -+ + Cok Tk

Cm1T1 + CmaZ2 + - -+ CmkTk
dvs. at den i-te komponenten til z er gitt ved

2z = 1T + GioT2 + 0+ Cik Tk
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/
/

Skal de to uttrykkene for z; veere lik(j; ma vi ha
ci1 = @i1b11 + aiaba1 + - -+ + ainbmy

cio = ai1b12 + @iobaa 4 - - - + ainbno

osv. ned til
Cik = Gi1bik + aiobog + - - - + Ginbnk

Generelt har vi altsa
cij = airbij + aigbg;j + - - - + Qinbn;

Legg merke til at dette er skalarproduktet av den i-te raden i A med den
j-te seylen i B.
La oss oppsummere. Vi har vist at den matrisen

i1 Ciz2 - Cik

Ca1  C22 - Cok
C =

Cml Cm2 °** Cmk

som i én operasjon utfgrer den samme transformasjonen som B etterfulgt
av A, er gitt ved

cij = ainbyj + aigbyy + -+ + Qinbnj

Siden det & transformere vektorer er det viktigste matriser gjgr, tar vi denne
formelen som utgangspunkt for var definisjon av matriseprodukt.

Definisjon 1.6.1 Anta at A er en m x n-matrise og at B er en n x k-
matrise. Da er matriseproduktet C = AB definert som m x k-matrisen C
med komponenter

Cij = (1,1'1:')13' + aizsz g = ambm-

Vi far altsd den ij-te komponenten i C ved d ta skalarproduktet av den i-te
raden i A med den j-te soylen i B.

Figuren viser grafisk hvordan vi finner det ij-te clementet i produkt-
matrisen C: Vi tar skalarproduktet av den i-te raden i A med den j-te
sgylen i B:

@iy Bi3 ... Ok b1 b12 b1k

. : : : ba1 b2 bk
( a;; a2 ... (Qin )

Am1 am2 ... Omn I!J‘nl bn? bnk
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Bemerkning: Det er en annen méte & tenke pa matriseproduktet AB pa
som er nyttig i mange sammenhenger. Dersom bi,bs,..., by er sgylene i B,
skriver man ofte B = (b1, bg,...,bg). Det er lett & sjekke at

AB = (Aby, Ab,, ..., Aby)

Vi far altsa sgylene i AB ved & gange sgylene i B med A.

Legg merke til at matriseproduktet AB bare er definert nar A og B pas-
ser sammen i stgrrelse: radene i A ma vaere like lange som sgylene i B. Dette
betyr at den “siste” dimensjonen n i m x n-matrisen A er lik den “farste”
dimensjonen n i n x k-matrisen B. Legg merke til at hvis vi stryker de to
n-ene i m x n og n X k, sitter vi igjen med stgrrelsen m x k til produktma-
trisen C.

Eksempel 1: Regn ut AB nar

2. 3
A= | 1 =L og B———(_;l _Zg)
4 -2

Siden A er en 3 x 2 og B er 2 x 3-matrise, cksisterer produktet og er en
3 x 3-matrise. Vi far

2-44+3-(-1) 2-(-3)+3-4 2:243-5
AB=| 1-4+(-1)-(-1) 1-(=3)+(-1)-4 1-2+(-1)-5 | =
4-4+(-2)-(-1) 4.(-3)+(-2)-4 4-24(-2)-5
5 6 19
= 5 -7 -3
18 —20 -2

&

Legg merke til at selv i de tilfellene hvor AB er definert, kan vi ikke
nédvendigvis regne ut BA. Her prover vi nemlig & multiplisere en n x k-
matrise med en m x n-matrise, og det er bare mulig nar k = m. Selv i de
tilfellene hvor bade AB og BA er definert, er de som regel forskjellige. Her
er et eksempel.

Eksempel 2: Regn ut AB og BA nar

Vi far

3)+1-4 2-2+1-5\ (-2 9
3)+4-4 (-1)-2+4-5 /) \ 19 18
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0g
pa_ [ (=®2+2:(-1)  (-3-1+2:4)_ (-8 5
" 4594 5 (=1) 4.145.4 )7\ 3 24
Vi har altsa AB # BA. &

Regnereglen ab = ba (som altsd ikke gjelder for matriser!) kalles for den
kommutative lov. Siden matrisemultiplikasjon ikke oppfyller denne regelen,
sier vi at matriseproduktet er ikke-kommutativt. Vi har tidligere sett at vek-
torproduktet ikke er kommutativt (det er heller ikke skalarproduktet for
komplekse n-tupler), men der har vi i hvert fall en grei regel for sammen-
hengen mellom a x b og b x a, nemlig at a x b = —(b x a). Det har vi ikke
for multiplikasjon av matriser; kjenner vi AB, har vi fortsatt ingen anelse
om hva BA er!

Det tar tid & vende seg til ikke-kommutative operasjoner, og det eneste
radet vi kan gi er: Vaer forsiktig og begrunn hvert eneste skritt nar du
regner med slike operasjoner! Heldigvis er det mange regneregler som fortsatt
gjelder for matriseprodukter:

Setning 1.6.2 (Regneregler for matrisemultiplikasjon) I hvert av
punktene nedenfor antar vi at A, B og C er matriser slik at regneopera-
sjonene er definert.

(i) (AB)C = A(BC)
(ii) A(B+C)=AB+ AC
(iii) (B+C)A=BA+CA
(iv) (sA)B = A(sB) = s(AB) for alle tall s

(v) (AB)T = BTAT

Bevis: Alle disse pastandene kan bevises ved rett og slett a4 gange ut venstre
og hoyre side av likhetene og sjekke at svarene er like. Vi tar (i) og (v) som
eksempler — de andre punktene er atskillig enklere enn (i):

* (i) Som allerede nevnt kan dette punktet bevises ved 4 gange ut begge
sider og sjekke at svarene er lik, men det involverer mye regning med lange
uttrykk. Vi skal derfor benytte en litt annen metode.

La oss gjgre en liten observasjon forst: Dersom vi skal vise at to matriser
M og N (med samme dimensjoner) er like, er det nok a sjekke at Mx = Nx
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for alle vektorer x. For & se hvorfor, la

vaere den i-te enhetsvektoren (dvs. vektoren med 1 i i-te koordinat og 0’er
overalt ellers). Da er Mx og Nx lik den i-te sgylen i henholdsvis M og N,
og siden de er like for alle 4, ma M og N veere like.

Det holder dermed & vise at ((AB)C)x = (A(BC))x for alle vektorer x.
Grunnen til at disse uttrykkene er like, er at begge representerer resultatet
av forst 4 gange x med C, deretter gange resultatet med B og sa gange
resultatet av dette igjen med A. For & se at dette virkelig er tilfellet, ma vi
sjekke hva uttrykkene star for: ((AB)C)x er den vektoren vi far dersom vi
ganger x med produktet (AB)C, og per definisjon av matriseproduktet er det
samme som vi far om vi forst ganger x med C og deretter ganger resultatet
med AB. Altsa er ((AB)C)x = (AB)(Cx). Men (AB)(Cx) er resultatet av &
gange vektoren Cx med produktet AB, og det er det samme som vi far ved &
gange Cx forst med B og deretter med A. Altsier (AB)(Cx) = A(B(Cx)).
Alt i alt har vi dermed ((AB)C)x =XA(B(Cx):

Vi kan gjennomfgre et tilsvarende resonnement for (A(BC))x. Denne
vektoren fremkommer ved at vi ganger x med produktet av A og BC, og
det er det samme som fgrst & gange x med BC og deretter gange resultatet
med A. Altsa er (A(BC))x = A((BC)x). Per definisjon av matriseproduktet
er (BC)x = B(Cx), og dermed har vi (A(BC))x = A(B(Cx)).

Vi har na vist at bade ((AB)C)x og (A(BC))x er lik A(B(Cx)), og
folgelig er ((AB)C)x = (A(BC))x for alle x. Dermed er (1) bevist.

(v) Anta at A er en m X n-matrise og at B er en n x k-matrise. Da er AT en
n x m-matrise og BY en k x n-matrise, sa bade (AB)T og BTAT er k x m-
matriser. Det ij-te elementer i C' = (AB)T er lik det ji-te clementet i AB,
dvs:
cij = ajibui + ajebei + - + ajnbni

Pa den annen side fremkommer det ij-te elementet i D = BT AT ved at vi
tar skalarproduktet av den i-te raden i BT med den j-te sgylen i AT Men
den i-te raden i BT er den i-te sgylen i B, og den j-te sgylen i AT, er den
j-te raden 1 A, si dette blir skalarproduktet mellom den j-te raden i A og
den i-sgylen i B, dvs.

dij = ajibii + ajob + - + @jnbni

Altsd er ¢;; = d;j, og beviset er fullfgrt. O
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Regnereglene ovenfor gjgr det enklere a regne med matriser, men vi ma
som sagt veere forsiktige med en del ting —— spesielt at vi ikke bytter om
pa rekkefglgen av matrisene (husk at vanligvis er AB ulik BA). Vi kan
heller ikke forkorte matriser pd vanlig mate — & forkorte betyr egentlig a
multiplisere med et inverst element., og forelgpig vet vi ingen ting om inverse
matriser.

La oss ta med oss en liten observasjon. Dersom A er en m x n-matrise
og b er en sgylevektor med @-komponenter, kan vi danne produktet Ab pa
to mater — vi kan enten tenke pa det som produktet av matrisen A og
vektoren b slik vi definerte det i forrige seksjon, eller vi kan tenke pa det
som produktet av m x n-matrisen A med n x 1-matrisen

by
ba
bn
slik vi har definert det i denne seksjonen. Det er lett & se at disse to matene

gir akkurat samme svar. Dette betyr at vi kan bruke regnereglene ovenfor
ogsd nar noen av matrisene er vektorer.

Vi avslutter denne seksjonen med en ulikhet som vi vil f& bruk for i neste
kapittel. Hvis

a; a2 -0 Qin

a1 Q22 - Q2p
A= i

Am1 Am2 - Amn

er en m x n-matrise, definerer vi normen til A til & veere

m mn
2
Z Z @i

i=1 j=1

lAl=

2

(vi legger altsd sammen kvadratene a;; av alle leddene og tar kvadratroten

til summen).
Setning 1.6.3 Huvis A er en m X n-matrise og x € R", sa er
|Ax| < [A] ||

Med andre ord: Ndr vi ganger vektoren x med matrisen A, sd gker lengden
maksimalt med en faktor |A].
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Bevis: Lay = Ax. Da er

|Ax|=\/;:,:f—1—y§+-~+y,%L

der y1,¥2,--.,Ym er komponentene til y. Dersom a; = (a1, @2, . - , Qin) €T
den i-te ].111_]('11 i A, vet viat y; = a;-x. Ifplge Schwarz’ ulikhet er dermed lys| <
|a;||x|. Kvadrerer vi, far vi y? < |a;|?|x|?. Setter vi dette inn i uttrykket for
Ax, ser vi at '

.__lAX| \/yl T ?,‘2 Ur%i@ \

-

\£/\/|a1|2\\%|a2|@+ e = ®

= Va2 + [a2? - + lam[? [x] = |A] [x]

der vi har brukt at

T m
Z Z af; =

i=1 j=1

VIaiP + P+ + |aml? = |1A]

]

£
Bemerkmn{wﬁﬂ 21" normalt ikke det minste tallet slik at |Ax| §({A,j,fx] for
alle x. Vi skal e tilbake til denne problemstillingen i seksjon 5.2.

—_—
-
—

MATLAB-kommentar: Har du skrevet inn to matriser A og B med pas-
sende dimensjoner, far du MATLAB til & regne ut produktet ved a skrive
Ax*B.

Oppgaver til seksjon 1.6
1. Regn ut AB og BA nar

1 -2 |
a)A—(B 1)0g8_<1 2)
1 -1 0 0 2 1
bya=| -2 0 1 JogB=| -1 -2 0
-1 21 3 -1 2

2. Regn ut AB nar

2 1
A=(é:?g)ogf3: 0 -3 J.
1 0

3. Regn ut AB nar
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1 -2
A= 3 o og3=(_§ : [1’)
-1 2

4. a) Hvilken dimensjon har produktmatrisen AB hvis A er en 8 x 6-matrise og B
er en 6 x 9-matrise?

b) Hvilken dimensjon har matrisen B hvis A er en 4 x 3-matrise og produktmatrisen
AB er en 4 x 5-matrise?

¢) Hvor mange soyler har matrisen B hvis produktet AB er en 5 x 7-matrise?

5. Gitt folgende matriser:
1 9

{2 8 4 0 5

e ’B‘(g ﬁ)ogc*(o 9 4)

Regn ut folgende uttrykk hvis det er definert (hvis uttrykket ikke er definert, skal
du begrunne hvorfor):

a)

b)v

¢) A(B+C)

d) (BC)T

el BYCT

f) (A+CT)B
g) B(AT —2C)

6. Gitt matrisene

0 1 11 2 5 3 7
4=(02) 2= (5 2)o-(38)=2=(5 1)
Sjekk at AB = AC selv om B # C. Sjekk ogsa at AD = 0 selv om A # 0 og D # 0.
3 1 4 2 7 1
1 5 9 JogE=] 8 2 §
2 6 5 1 8 2
Finn ferste rad i produktmatrisen DE. Finn deretter andre sgyle i produktmatrisen
DE.

7. Gitt matrisene D =

8. a) Hvis forste og andre sgyle i matrisen B er like, hva kan du si om ferste og
andre sgyle i produktmatrisen AB (dersom AB er definert)?

b) Hvis andre sgyle i matrisen B bare bestar av nuller, hva kan du si om andre
spyle i produktmatrisen AB7

9. Finn normen |A| til matrisen A = ( ; _} g )

10. Dersom A er en n x n-matrise (dvs. har like mange rader og soyler) definerer
vi potensene A* pa vanlig méite: A2 = AA, A* = AA?, A* = AA® osv. Regn ut A?

OgAsnéirA:( _} _? )
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2 -1
11. La A = Sl ,B=| =1 0 |zx= 1 .
0 1 3 3 _1 2

a) Finny = Bx.
b) Regn ut C' = AB.
¢) Regn ut bade Ay og Cx. Sammenlign resultatene.

12. 1 en barnehage kjorer barna sanden frem og tilbake i trillebar mellom tre sand-
kasser A, B og C (og mister noe pa veien!). Av den sanden som er i sandkasse A
ved begynnelsen av dagen, vil 70% veere i A ved slutten av dagen, 15% vil veere i
B. 10% i C (og resten vil veere mistet). Av den sanden som starter dagen i B, vil
75% veere i B ved slutten av dagen, 5% vil veere i A og 10% i C. Av den sanden
som startet i C, vil 70% veere i C ved slutten av dagen, 10% vil veere i Aog15% 1
B.

a) Finn en matrise M slik at hvis z,y, z er henholdsvis antall liter sand i A, B

o
og C ved begynnelsen av dagen, o gu= | y |, sé angir komponentene til
Z

v = Mu hvor mange liter sand det er i hver kasse ved slutten av dagen.

b) Etter at barna har gatt hjem, forsgker personalet a fordele sanden pa nytt.
De flytter 20% av sanden i B til A og 5% av sanden i C til B. Finn en matrise
N slik at komponentene til w = Nv angir hvor mye sand det né er i hver
sandkasse.

¢) Regn ut K = NM. Anta at fordeling ved begynnelsen av dagen var x = 200,
y = 300, z = 400. Finn fordelingen pa slutten av dagen etter at personalet
har omfordelt sanden.

d) Hvor mye sand vil det vaere i hver kasse péa slutten av neste dag dersom den
forlgper pa tilsvarende maéte?

13. Bevis punktene (ii), (iii) og (iv) i setning 1.6.2.

14. Bruk MATLAB til & lpse oppgavene 1-3.

1.7 Identitetsmatriser og inverse matriser

I denne scksjonen skal vi bare arbeide med kvadratiske matriser, dvs. matri-
ser med like mange rader som sgyler. Matrisene vil altsd veere n x n-matriser
for et helt tall n. En spesiell slik matrise er identitetsmatrisen

1 0 e O

01 0
I'n.:

0 Oy 3

som har l-ere pa diagonalen og 0-er overalt ellers. Ganger du en annen
n % n-matrise A med I, (gjor det!), ser du at
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Al,=A og I,A=A

Uansett om vi multipliserer A med I,, fra heyre eller venstre, far vi altsd
A tilbake. Blant tall er det bare 1 som har en tilsvarende egenskap; ganger
vi et tall med 1, far vi tallet tilbake. Identitetsmatrisen I, spiller derfor
mye av den samme rollen for matrisemultiplikasjon som 1 gjgr for vanlig
multiplikasjon.

Et tall @ # 0 har alltid et inverst tall a=!. Dette tallet er definert ved at
produktet av a og a™! er lik 1, dvs. aa™! = 1. Vi kan pa tilsvarende mate
definere inverse matriser:

Definisjon 1.7.1 Anta at A er en nxn-matrise. En n xn-matrise X kalles
en invers matrise til A dersom

AX = XA =L
< N y (siden matrisemultiplikasjon ikke er kommutativ, krever vi d fa I,, som svar
\:5:\.__\,\_ LNJVJ ' uansett hvilken side vi multipliserer fra).
VRN
J
Q-"ug Som allerede nevnt har alle tall bortsett fra 0 en invers. For matriser er

det mer komplisert; det finnes mange matriser som ikke har invers! Vi skal
komme tilbake til spgrsmélet om nar en matrise har en invers etter hvert,
men forelgpig ngyer vi oss med & vise noe enklere — nemlig at ingen matrise
har mer enn én invers.

Setning 1.7.2 En n x n-matrise har hoyst én invers.

Bevis: Anta at bade X og Y er inverser til A. Da har vi
X=LX=({YAX =Y (AX)=YL=7

Altsa er de to inversene like. &

N4 som vi vet at det finnes hgyst én invers, kan vi vaere mer konkrete i
sprakbruken.

Definisjon 1.7.3 En n x n-matrise A kalles inverterbar dersom den har
en invers, og den inverse matrisen betegnes med A~'. En matrise som ikke
er inverterbar, kalles singuleer.

Selv om vi ikke skal utvikle noen teori for hvordan man finner inverse
matriser pa det nivarende tidspunkt (det far vente til kapittel 4) er det

instruktivt & se pa noen enkle eksempler.

Eksempel 1: Finn den inverse matrisen til
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3 -1
Al g
Vi ma finne en 2 X 2-matrise X = ( j g ) slik at AX =1, og XA = L.
Siden

_ [ 3x—-2z 3y—u
AX_(:::+2z y+2u)

kan ligningen AX = I> skrives

3z—z 3y—u ) _(10
42z y+2u ) \ 0 1
Dette gir oss fire ligninger med fire ukjente

Jp—z =
Jy—u =
r+2z =
y+2u =

- o o =

Dette ligningssystemet er lett & lgse (legg merke til at vi har to ligninger
som bare inneholder z og z, og to som bare inneholder y og u), og vi far

e = %, Y= %, Ble= —-% og u = % Dette betyr at
2wt
7 7
X =
_1 3
7T 7

tilfredsstiller ligningen AX = I5. Vi ma ogsa sjekke at X tilfredsstiller det
andre kravet til en invers matrise, nemlig at XA = Io:

2 1 .
'f ? !3 _-1
XA= =
1 g - :
-1 3 12
2.3+41.1 2.(-1)+3-2 1 0)
~1.348.1 -}-(-D)+3-2 01

Siden vi na har vist at A er inverterbar og at

2
7

==

Ate

I
=1
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er oppgaven var fullfert. &

Bemerkning: Det kan virke som vi har flaks pa slutten av eksemplet oven-
for nar vi sjekker at XA = I — vi har laget X slik at AX = I, men siden
matrisemultiplikasjon ikke er kommutativ, er det_ingen grunn til . fro-at
dette vil medfore at XA = I5. Det viser seg imidlertid at det alltid er slik;
dersom n x n-matrisen X er en ensidig invers til n x n-matrisen A (dvs. at vi
enten har AX = I, eller XA = I,,), si er A inverterbar og X = A~1. Det er
imidlertid forbausende vanskelig 4 bevise dette for generelle n x n-matriser,
og vi ma utsette det til kapittel 4.

La oss ni se pa en matrise som ikke har en invers:

1 2
=5 %)
Vi forsgker a finne en invers matrise

Jutt?
Z u

p& samme mate som i forrige eksempel, nemlig ved & kreve at AX = Is.
Siden

Eksempel 2: La

_ r+2z y+2u
ax = ( 2z + 4z 2y+4u)

gir dette ligningssystemet

z+2z =
y+2u =
2r+4z =
2y +4u =

[EE = T o G

Det er lett & se at dette ligningssystemet ikke har lgsninger; ganger vi den
forste ligningen med 2, far vi 2z + 4z = 2 som er i apenbar strid med den
tredje ligningen. L3

De to eksemplene ovenfor viser at det er en nar sammenheng mellom
invertering av matriser og linesere ligningssystemer. Vi skal komme tilbake til
denne sammenhengen senere nar vi skal utvikle effektive metoder for a finne
inverse matriser. Forelgpig ngyer vi oss med a se pa noen enkle regneregler
for inverse matriser:
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Setning 1.7.4 Anta at A og B er inverterbare n X n-matriser. Da er

(i) sA inverterbar for alle tall s # 0, og (sA)™! = Ty

(ii) AB inverterbar, og (AB)™! = B~1A™!

(iii) AT inverterbar, og (A7)t = (A‘l)%

(iv) A‘1H z'nverterbarjog (A7) = AA(’
Bevis: Vi konsentrerer oss om (ii), og overlater de (enklere!) (i), (iii) og (iv)
til leserne. For & bevise (ii) ma vi sjekke at

(AB)(B'A™Y) =1, og (B'A™Y)(AB)=1I,

Dette er en liten herjing i parentesflytting (husk setning 1.6.2(i)):

(AB)(B™'A™Y) = ((AB)B™1)A™! = (A(BB™!))A™! =
=(AL)AT ' =AA =1,

Helt tilsvarende far vi:
(B-1A™Y)(AB) = B~}(A"}(AB)) = B ((A"'A)B) =

=B Y(I,B)=B'B=1I,

O
Bemerkning: Legg merke til at vi ikke har noen(regler for de inverse til
A + B og A — B. Disse matrisene behgver ikke veere inverterbare selv om
A og B er det, og selv i de tilfellene hvor de er inverterbare, finnes det ikke
noen enkel méte a finne den inverse pa.

Dersom en matrise A er inverterbar, kan vi forkorte den bort i ligninger
av typen AX = AB og fi X = B. Grunnen er at vi kan multiplisere fra
venstre med A~! pa begge sider av ligningen:

AX = AB => A"}(AX) = A"} (AB) = (A7'A)X = (A TA)B =

= I.X=I,B=>X=B

Pa tilsvarende mate kan vi forkorte med A i ligningen XA = BA og
fa X = B (i dette tilfellet ma vi gange ligningen fra hoyre med A1), Vi
kan imidlertid ikke forkorte med A i ligningen AX = BA — uansett om vi
ganger med A~! fra venstre eller hgyre, vil det vaere en A vi ikke greier &
forkorte bort.

I forrige seksjon tenkte vi pd matriser som transformasjoner; nar vi gan-
ger en vektor x med en matrise A, transformerer vi x til en ny vektor y = Ax.

Fimalf
Ay

9
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Dersom A er inverterbar, kan vi gange den siste ligningen fra venstre med
den inverse matrisen A~!. Vi far da

Aly =AY Ax) = (A ' A)x = Lhix=x

Dette viser at A~! er den omvendte transformasjonen til A — hvis A trans-
formerer x til y, vil A™! transformere y til x. Denne ideen om A~ som
den omvendte transformasjonen til A er viktig nar man bruker matriser 1
praksis.

A

‘-'....-___-_---“
x:A—lyuyzAx

A—l

Siden det finnes mange transformasjoner vi ikke kan vende om pé, gir
dette bildet oss en bedre forstaelse av hvorfor det finnes matriser som ikke er
inverterbare. Hvis det f.eks. finnes to forskjellige vektorer x og x’ som trans-
formeres til den samme vektoren y (dvs. vi har bdde y = Ax og y = Ax/),
s kan ikke transformasjonen vendes om; vi kan ikke starte med y og trans-
formere den til bade x og x'!

MATLAB-kommentar: Det er en egen kommando for identitetsmatrisen
I, i MATLAB — du skriver >>eye(n) (der n er tallet du ¢gnsker). Den
inverse matrisen til A far du ved a skrive >>inv(4).

Oppgaver til seksjon 1.7

1 3

1.La./12(“2 1

), Kontroller at Al = A og [3bA = A ved a gjennomfore

utregningene.

1 0 -2 8 g
2.La A= -3 1 4 |.Visat B= SR T | er den inverse matrisen
2 -3 2N

til A ved & regne ut AB og BA.

3. Avgjer om felgende matriser er inverterbare eller singulzre:

By fsu e (24
a=(1 3)e=(8 8 o= (s §)men=(3 )

4. En inverterbar matrise A har en invers matrise som er gitt ved A~1 = (

— L

S
e

Finn matrisen A.
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4 gl 0B 3
g)ogB -—(2 1).

—

5. Gitt to inverterbare matriser A og B, hvor A™! = (
Finn (AB) ™.

[

6.a) Laa= ( % ).Visatfga:a.
-3

b) Lab= 2 |.Visat Isb=Db.
-1

¢) Vis at I,c = c for alle ¢ € R™.

a 0

7.a) Anta at A = ( 0 b

a”t 0
0 vt )
a
b) Anta at B = 0
0

o™l B 0
B l= 0 p—1 0 :
0 0 et

¢) Formuler et tilsvarende resultat for n x n-matriser.

) der a,b # 0. Vis at A er inverterbar og at A7l =

o o o

0
0 ) der a,b,c # 0. Vis at B er inverterbar og at
C

8. Vis at dersom A og B er inverterbare, sé er den inverse til (AB)T lik (A~H)T(B~H)T.
9. Bevis punktene (i), (i) og (iv) i setning 1.6.4.

10. a) Vis at 2x 2-matrisen A = ( i 2 ) er inverterbar hvis og bare hvis ad—bc #

3 . i i d -b
0, og at den inverse matrisen i s fall er gitt ved Al = ( B )

- . 3 i 2 -5
b) Bruk formelen fra punkt a) til & finne den inverse til matrisen A = ( - E; )
¢) Bruk matrisen du fant i punkt b) til & lgse ligningssystemet

2z — 5y =3
—z+3y=2

; 5. — 9 =B T _ 3
Hint: Systemet kan skrives ( _1 3 ) ( ; ) = ( 9 )

11. Bruk MATLAB til 4 finne den inverse matrisen til A i oppgave 2.

12. Be MATLAB om & invertere matrisene i oppgave 3. Hva skjer i de tilfellene
matrisen ikke er inverterbar?
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1.8 Determinanter, arealer og volumer

Til enhver n x n-matrise

ayp a2 -+ Qi

a21 Q22 -+ O2n
A=

nl Qpn2 ' Onpn

horer det et tall som kalles determinanten til A, og som betegnes med

ajp a2 - Qln

az; Gz -+ Q2p
det(A) =| . i

anl Qp2 - Opn

Generelle n x n-determinanter kan veere litt vanskelige a forsta seg pa, sd vi
skal derfor begynne med 2 x 2- og 3 x 3-determinanter og deres geometriske
egenskaper.

Hvis A er en 2 x 2-matrise

a b
A_<c d)

sa er determinanten til A definert ved

a

det(A) =

‘ = ad — be

d

Legg merke til at uttrykket ad — be fremkommer fra diagonalene i matrisen

¢ d
ganger vi sammen tallene i den andre diagonalen, far vi be.
La oss regne ut en determinant.

a b ; : ; s
. ganger vi sammen tallene i den ene diagonalen, far vi ad, og

Eksempel 1: Vi ser at

=(-3)-2—(-5)-4=-6+20=14 &

-3 =5
4 2

Dersom vi har to vektorer a = (a1, az), b = (b1, b2), kan vi lage en 2 x 2-
determinant det(a,b) ved & legge inn vektorene som radene i en matrise pa
denne maten:
ay asz

det(a,b) = by o

= arbs — asb;
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Legg merke til at dersom vi bytter om rekkefglgen pa vektorene a og b, sa
skifter determinanten fortegn:

b1 bo

det(b,a) = bl

= bag — boa; = —(arbs — azh1) = — det(a,b)

Som vi snart skal se, har bade fortegnet og sterrelsen til det(a, b) en geome-
trisk betydning.

Bemerkning: Man kan lure pé hvorfor vi legger inn vektorene a og b som

rader og ikke som sgyler. Det viser seg at dette ikke spiller noen rolle siden - (, Ly s [2ac

ayp az ap 0
by bz as by
passer best til anvendelsene i senere kapitler (for andre anvendelser hadde
det passet vel s bra & bruke sgyler!).

. men vi har valgt & ta utgangpunkt i rader siden det  —f

a) b b) 1

v b
v

et

Figur 1: Vinkelen v mellom a og b

For & forsta den geometriske tolkningen av 2 x 2-determinanter, er det { % O )
nyttig & vite litt om orientering av vektorpar. To vektorer a og b bestem- =
mer en vinkel v mellom 0° og 180° som vist pd figur 1. Vi kaller dette
vinkelen mellom a og b. Legg merke til at dersom vi beveger oss 1 positiv
omlgpsretning, vil denne vinkelen noen ganger starte iaogendeib (se
figur 1a) og andre ganger starte i b og ende i a (se figur 1b). I det forste
tilfellet sier vi at paret (a,b) er positivt orientert, i det andre tilfellet at det
er negativt orientert. Her er apenbart rekkefglgen til vektorene viktig — a
er forste vektor og b er andre vektor. Bytter vi om rekkefglgen av vektorene,
bytter vi ogsa orientering.

For 4 studere den geometriske tolkningen av determinanten

a; ag
by ba

lgnner det seg & skrive vektorene a = (a1,az) og b = (b1, b2) pa polarform.
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a = (a1,a2)
al
ap = |a|sin o

o

a; = |ajcos o
Figur 2: Vektoren a pa polarform
Lar vi o veere vinkelen fra den positive z-aksen til vektoren a, sa er
a = (|a|cos e, |a|sina)

(se figur 2 og husk det du har lert om polarform til komplekse tall). Pa
tilsvarende mate er
b = (|b| cos 3,

b|sin 3)

der 3 er vinkelen fra den positive z-aksen til vektoren b.

Vi lar fortsatt v veere vinkelen mellom vektorene a og b som pa figur 1.
Dersom paret (a,b) er positivt orientert, ser vi fra figur 3a at 8 = a + v.
Dersom paret (a,b) er negativt orientert, ser vi fra figur 3b at vi 8 = a —v.

a) y b) X

B=a+v

Figur 3: Sammenhengen 8 =a +v

Vi har altsd
B=atv

der fortegnet er pluss eller minus ettersom paret (a,b) er positivt eller ne-
gativt orientert.
La oss né finne determinanten uttrykt ved o og 3:

ay ag
by bo

| |lajcosa |a|sina

det(a,b) = ~ | |bjcosB |b|sing

= |a| cos a|b|sin 8 — |a| sin a|b| cos 3

= |a||b|(sin S cos a — cos Fsin a)
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= |a||b|sin(8 — a)
der vi i den siste overgangen har brukt formelen for sinus til en differens.
Siden 8 = a £ v, far vi

ay as

b = |a||b|sin(+v) = £|a||b|sinv
1 b2

Siden sinv aldri er negativ (v ligger per definisjon i intervallet [0°,180°]
der sinus er positiv), vil det(a,b) altsd vere positiv dersom paret (a,b)
er positivt orienterﬁ, og negativ dersom dette paret er negativt orientert.
Fortegnet til determinanten det(a, b) gjenspeiler altsd orienteringen til paret
(a,b). Legg forgvrig merke til at det(a,b) er 0 dersom v er 0° eller 180°, det
vil si nar a og b er parallelle.

b h =bsinv
Arealet = ah = absinv

v T—

¢4
Figur 4: Arealet til et parallellogram

Etter at vi na har funnet ut hva fortegnet til determinanten betyr, er det
pé4 tide 4 se pd absoluttverdien. Aller forst repeterer vi formelen for arealet
til et parallellogram. Som det fremgér fra figur 4, er dette arealet gitt ved
A = absinv, der a og b er lengdene til sidene, og der v er vinkelen mellom
dem (pa figuren er vinkel v spiss, men det er lett 4 se at resultatet ogsa
holder dersom vinkelen er stump).

Y a—{-b

v

Figur 5: Parallellogrammet utspent av a og b

7
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Arealet til parallellogrammet utspent av vektorene a = (aj,az) og b =
(b1, ba) (se figur 5) er derfor lik |a||b|sinv = & det(a, b) der fortegnet er pluss
eller minus ettersom (a, b) er positivt eller negativt orientert. Det betyr at
arealet er lik tallverdien til determinanten. La oss oppsummere resultatene.

Setning 1.8.1 Determinanten

a; dao
by b2

er positiv dersom vektorparet (a,b) er positivt orientert og negativ dersom
paret er negativt orientert. Arealet til parallellogrammet utspent av a og b
er lik tallverdien til determinanten.

det(a,b) =

Bemerkning: Matematikere sier at determinanten gir oss arcalet med for-
tegn (eller orientering). Det kan virke merkelig & knytte fortegn til areal,
men spesielt ndr man skal studere arealet til flater, viser det seg viktig a
holde styr pa retningen — det er i mange sammenhenger viktig & vite hva
man skal regne som flatens “overside/underside” eller “utside/innside”. Som
vi skal se senere i denne seksjonen, kan sammenhengen mellom determinant
og “areal med fortegn” generaliseres til tre dimensjoner.

Eksempel 2: Finn arealet utspent av vektorene a = (3,~7) og b = (—4,5).
Vi far

det(a,b) = ‘ _i _1: ‘ =3-5—(-7)-(—4)=15-28=-13
Arealet er dermed | — 13| = 13. Siden det(a,b) er negativ, er paret (a,b)
negativt orientert, dvs. at vinkelen fra a til b er stgrre enn 180°. &
a+b
b
a
Figur 6: Trekanten med sider a og b

Determinanter kan ogsa brukes til a4 regne ut arealet til trekanter. Arealet
til trekanten med sider a og b er halvparten av arealet til parallellogrammet
utspent av disse vektorene (se figur 6).

Vi har derfor felgende resultat:
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""-\.
Korollar 1.8.2 Arealet til trekanten med sider a og b er %{;)}det(a, b)|

Eksempel 3: Finn arcalet til trekanten med hjgrner i punktene ¢ = (—1,2),
d = (4,8) og e = (2,—3). Vi regner ut

a=d—c=(4,8)—(~1,2) = (5,6)

b= eee = (2,-8) ~ (~1;2)=(3,~5)

Trekanten vi er pa jakt etter, har samme arcal som trekanten med sider a
og b (hvorfor?). Dermed er
6 ) 43
=2./-25-18| = —
] 2 [ 8= w

Areal = %: |det (a,b)| = %: ‘):‘; _5

Fgr vi gar over til 3 x 3-determinanter, tar vi med et resultat til. Dette
resultatet kan virke litt underlig pa det naveerende tidspunkt, men det skal
bli en viktig inspirasjonskilde nar vi studerer generelle n x n-determinanter
i et senere kapittel.

Setning 1.8.3 For 2 x 2-matriser gjelder:

(i) det(I) =1 (husk at I er identitetsmatrisen I = ( [1] ? ))

(ii) Dersom vi bytter om to rader, sd bytter determinanten fortegn (dvs.
det(a,b) = —det(b,a)).

(iii) Dersom vi ganger alle elementene e_ra"ad med et tall s, sd forandrer
ogsé matrisen seg med en faktor s [dvs. det(sa,b) = sdet(a,b) og
det(a, sb) = sdet(a,b)).

(iv) Dersom vi adderer et tall ganger en rad til en av de andre radene,
endrer ikke determinanten verds (dvs. det(a + sb,b) = det(a,b) og
det(a,b + sa) = det(a,b)).

Beuis: Alle punktene kan vises ved direkte utregning, men vi vil gjerne forsté
dem geometrisk selv om det i noen tilfeller er litt mer omstendelig:

(i) Parallellogrammet utspent av radvektorene a = (1,0) og b= (0,1) er
et kvadrat med side 1. Arealet er opplagt 1, og siden paret (a, b) er positivt
orientert, er det(lz) = 1).

(ii) Bytter vi om pa radene, bytter vi orientering pa paret (a,b), og
determinanten bytter dermed fortegn.

(iii) Ganger vi den ene vektoren med et positivt tall s, blir enten grunn-
linjen eller hpyden i det utspente parallellogrammet ganget med s, og arealet
gker /avtar derfor med en faktor s. Ganger vi med et negativt tall, endres
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hoyden eller grunnlinjen med en faktor |s|, men i tillegg bytter vektorparet
orientering slik at ogsd i dette tilfellet endrer determinanten seg med en
faktor s.

b)

a)
go-—m—---
\ \ b \\ /"‘ sa /
a

Figur 7: Parallellogrammene utspent av henholdsvis a,b og a,b + sa

(iv) Her trenger vi en liten figur. Figur 7a viser parallellogrammet ut-
spent av a og b, mens figur 7b viser parallellogrammet utspent av a og
b -+ sa. De to parallellogrammene har samme grunnlinje og hoyde, og derfor
samme areal. Det er ogsa lett & se at uansett hvor stor s er, s har parene
(a,b) og (a,b + sa) samme orientering. Altsé er det(a,b) = det(a, b + sa).

O

3 x 3-determinanter

Determinanten til en 3 x 3-matrise

a1] a1z a3
A=| an axn a3
a3y a3z dass

er definert ved

@11 G122 a3
az; dgz a3 | = a1l
az1 az2 ass

as1 a2
azr as2

Qa1 Aa23
az; asy

g2  A23
azz 0433

der 2 x 2-determinantene pa hgyre side regnes ut pa vanlig mate. Legg merke
til hvordan disse 2 x 2-determinantene fremkommer fra den opprinnelige
determinanten — for a finne den 2 x 2-determinanten som ganges med aq;,
stryker vi den linjen og den sgylen som gar gjennom a1 (se figur 8), for &
finne den 2 x 2-determinanten som ganges med a0, stryker vi den linjen og
den sgylen som gar gjennom ajs, osv. Legg ogsa merke til at fortegnene til
leddene pa hgyre side veksler mellom pluss og minus.
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3
21 Q422 423 | =
31 G32 as3

agz a3
a3z 433

e __/
Figur 8: 2 x 2-determinanten som skal ganges me(ii:c;:y)

La oss regne ut en 3 X 3-determinant.

Eksempel 4: Regn ut

2 3 -1

—4 0 5 8 5 -4
s —4 o |=2| 3 3|9 RS
il o199 -3 2 -3 1

= 2((~4)-2—-0-1)=3(5-2—=0-(=3)) + (-1)(5- 1 = (-4)(-3))
=2(—8) — 310+ (=1)(=7) = —16 —30+7 = —39
*»

Det er en nzer sammenheng mellom 3 x 3-determinanter og kryssproduk-
tet. Som et forste eksempel har vi folgende huskeregel for kryssproduktet:

i 3 k
ay az as | =
by by b3

= (agb;; s (Lgbg)i -+ (a3b1 e (.hb.g)j + (albg - azbl)k =axb

Siden vi bare har definert determinanten néar elementene i forste rad er tall
(og ikke vektorer), gir det forste skrittet i denne utregningen egentlig ikke
mening, men resultatet er likevel en grei huskeregel.
Vi har tidligere sett at 2 x 2-determinanter kan brukes til & regne ut
arealer og til 4 bestemme orienteringen til vektorpar (a,b). Pa tilsvaren-
de mate kan vi bruke 3 x 3-determinanter til & regne ut volumer og til a
bestemme orientétingen til vektortripler (a, b, c). Fgr vi begynner, kan det
veere greit & bli enigf om notasjonen. Dersom a = (a1, az2,a3), b = (b1,b2,b3), Bt
¢ = (€1, ¢2,¢3), skriver vi

ay a2 as

det(a,b,c)=| by b2 bs

¢l C2 C3

Vi observerer sa at
a; az as

b? b'} b], b'; t‘)l bo
detla.b.e)=| b by bz |=a . v+ a B
et{a; Byc) b TR _3 e e cy €3 e o

¢y €2 C3
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= a1 (3)263 - bg()g) . ag(blcg = b3f:1) + a;;(blc:g = bzcl) =a- (b X CJ

Sammenholder vi dette med setning 1.4.4 og korollar 1.4.5, far vi:

Setning 1.8.4 Volumet av parallellepipedet utspent av vektorene a, b, ¢ er
|det(a,b,c)|. Volumet av pyramiden utspent av a, b, ¢ er %|det(a,b,c)|.

Legg merke til at det(a,b,c) = 0 hvis volumet til parallellepipedet er
0. Det skjer hvis vektorene a, b og c ligger i samme plan gjennom origo.
Pa det naveerende tidspunkt kan dette virke som en uvesentlig observasjon,
men det viser seg faktisk 4 veere en av hovedarsakene til determinantenes
betydning.

Hva si med orienteringen? Ferst mé vi definere nar et trippel (a,b,c)
er positivt og negativt orientert: To ikke-parallelle vektorer a og b definerer
sammen med origo et plan (planet gjennom punktene 0, a og b). Dette
planet deler rommet i to halvdeler. Dersom c ligger pa samme side av planet
som kryssproduktet a x b, sier vi at trippelet (a, b, c) er positivt orientert.
Dersom c ligger pa den andre siden av planet, sier vi at trippelet er negativt
orientert. Bruker vi den geometriske tolkningen av skalarproduktet, ser vi
at trippelet (a,b,c) er positivt orientert hvis og bare hvis (a x b) - c er
positiv (for da er vinkelen mellom ¢ og a X b mindre enn 90°). Det er lett
(men ikke szrlig spennende) & sjekke at (a x b) - ¢ = det(a,b,c) (det er
ikke noe mystisk i dette — bade |(a x b) - c| og |det(a, b, c)| er lik volumet
til parallellepipedet utspent av a, b og c, sa alt vi sjekker er at fortegnet er
det samme). Dette betyr at (a,b,c) er positivt orientert hvis og bare hvis
det(a, b, c) er positiv. Vi har altsa den samme forbindelsen mellom positiv
orientering og positiv determinant som i det to-dimensjonale tilfellet.

Vi tar med en tredimensjonal versjon av setning 1.8.3.

Setning 1.8.5 For 3 x 3-matriser gjelder:

(i) det(I3) =1 (husk at I3 er identitetsmatrisen Iz =

Lo B oo J

o0 = O

= oo
N

(ii) Dersom wvi bytter om to rader, sa bytter determinanten fortegn (det vil
f-eks. si at det(a,b,c) = —det(c,b,a)).

(i1i) Dersom vi ganger alle elementene i en/rad med et tall s, sa forandrer
ogsa matrisen seg med en faktor s (k et vil f.eks. si at det(a,sb,c) =
sdet(a, b, c)).

(iv) Dersom vi adderer et tall ganger en rad til en av de andre radene,
endrer tkke determinanten verdi (det vil f.eks. si at det(a,b,c+ sa) =
det(a, b, c) ).
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Bevis: Vi skal ikke gjennomgé punktene i detalj, bare se pd hovedideene.
Punkt (i) kan du bevise enten ved direkte utregning eller ved a observere
at parallellogrammet utspent av vektorene a = (1,0,0), b = (0,1,0) og
¢ = (0,0,1) er en terning med side 1. I punkt (ii) vet vi allerede at tallverdien
til determinanten er uforandret om vi bytter om pé radene (fordi begge er
lik volumet til det samme parallellepipedet), og alt du behgver & sjekke er at
orienteringen snur nar du bytter om to vektorer (bruk hgyrehandsregelen).
Punkt (iii) felger pd samme mate som i det todimensjonale tilfellet; ganger
du en av sidekantene i et parallellepiped med s > 0, pker ogsé volumet med
en faktor s, men ganger du med en faktor s < 0, mé du ogsé ta hensyn til
at orienteringen snur. For & bevise punkt (iv) kan du bruke akkurat samme
figur som i det todimensjonale tilfellet (figur 7) — den eneste forskjellen er
at det nd inngar en vektor til. Denne vektoren stikker pé skra ut av (eller
inn i) papiret og inngér ikke i beregningene pa noen forstyrrende méate (det
eneste den bidrar med er den felles hgyden i parallellogrammene).

n x n-determinanter

Vi skal ikke studere generelle n x n-determinanter for alvor i dette kapitlet,
men det kan veere morsomt & vite hvordan de regnes ut. Gitt en 4 x 4-matrise

ap; iz aiz ai4
A asy Qg2 Q23 0424
a3l a3z 033 Q434
aq1 Q42 Q43 Q44

definerer vi determinanten det(A) ved

Q22 Q23 424 g1 Q23 024 )
dCt(A) =q@11| @32 G33 034 | — Q12| @31 433 0434 _1_/: e
/ : a1 Q22 424 ap1 asz 433
i (j_-}hs a1 @32 Q34 | —014| G31 A32 433
41 Q42 Q44 a41 Q42 @43

Sammenligner du denne definisjonen med definisjonen av 3 X 3-deter-
minanter, vil du oppdage det generelle mgnsteret som gjor at vi kan ga
videre og definere 5 x 5-determinanter, 6 x 6-determinanter osv.

Vi har tidligere sett at tallverdien til 2 X 2-determinanten det(a, b) gir
oss arealet utspent av vektorene a og b, mens fortegnet til determinanten
forteller oss om orienteringen til paret (a,b). P& tilsvarende vis vet vi at
tallverdien til en 3 x 3-determinant det(a, b,c) gir oss volumet utspent av
vektorene a, b og ¢, mens fortegnet forteller oss om orienteringen til trippelet
(a,b,c). Vi kan bruke disse observasjonene til & definere volum og oriente-
ring i hgyere dimensjoner. Gitt n vektorer aj, az,..., an definerer vi volumet
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utspent av disse vektorene til & veere tallverdien til n x m-determinanten
det(aj,as,...,a,). Visier at n-tuplet (a;,as,...,a,) (legg merke til at det-
te er et m-tuppel av vektorer) er positivt (henholdsvis negativt) orientert
dersom determinanten er positiv (henholdvis negativ). Vi skal ikke ga neer-
mere inn pa volum og orientering i denne boken, men vi skal komme tilbake
til generelle determinanter i kapittel 4.

Bemerkning: Som vi skal se i kapittel 4, er det en neer sammenheng mellom
determinanter og inverterbarhet — det viser seg at en kvadratisk matrise A
er inverterbar hvis og bare hvis det(A) # 0. Dette er kanskje ikke sd overras-
kende siden begge begrepene har med degenerasjon a gjore: En kvadratisk
matrise A er singuler (ikke inverterbar), dersom det finnes to forskjellige
vektorer x og X’ slik at Ax = Ax/, og den har determinant lik 0 dersom
radene ikke spenner ut et volum. Det viser seg at disse to formene for dege-
nerasjon er ekvivalente.

MATLAB-kommentar: MATLAB regner ut determinanten til A nar du
skriver >>det (4).

Oppgaver til seksjon 1.8

1. Regn ut determinantene

4 3
a) ‘_2 2‘

2. Finn arealet til parallellogrammet utspent av a = (1,3) og b = (4,1).
3. En trekant har hjegrner i punktene (—1,2), (4,3), (1,7). Finn arealet.
4. En firkant har hjgrner i punktene (0,1), (5,1), (1,7) og (7,4). Finn arealet.

5. Avgjer om parene (a,b) er positivt eller negativt orientert:

a) a=(3,-1) b=(-7,2) b) a=(-15 b=(32)

6. Vis at det(a,b) = 0 hvis og bare hvis vektorene a,b € R? er parallelle cller
(minst) én av dem er 0.

b
d
om linjer og soyler.

a c

7. Vis at .

, dvs. at vi fir den samme determinanten om vi bytter

8. Alle hjgrnene til et parallellogram har heltallige koordinater. Vis at arealet er et
helt tall.

9. Anta at #0

a
a

by
bz
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a) Vis at ligningssystemet a1z + by = €1, @2z + bay = ¢2 har lgsningen

c1 b a; ¢
02 bg a.z Ca
= 1—" S
ay bl P ay b1
as bz as bg
: s s 1 b
b) Hva skjer med ligningssystemet nar o 1= 07
2
10. Regn ut determinantene:
3 -2 -1 -2 4 0 1 2 3
a) 1 4 3 b) -2 3 3 c) -2 5 4
2 1 7 1 0 4 3 -3 -1

11. Finn volumet til parallellepipedet utspent av (—1,0,2), (3, —1,3) og (4,0,-1).

12. Finn volumet til pyramiden med hjgrner i punktene (2,2,2), (-1, 2,3), (3,4,2)
og (7,2,2).

13. Avgjer om trippelet (a, b, ¢) er positivt eller negativt orientert nara = (—1,2,3),
b=(0,2,4) ogc=(7,-1,2).

ai az a4 a1 b o
14. Visat | by by bs | =] az b2 ¢ |, dvs. at determinanten er den samme
1 C2 €3 az by c3

om vi bytter om s@yler og linjer.
15. Vis at dersom a, b og ¢ er ortogonale, sa er det(a, b, c) = [a|[b]|c|.

16. Regn ut determinanten til 4 x 4-matrisen

2 1 -3 0
0 4 1 2
3 0 =1 "2
4 -2 31

17. 1 denne oppgaven er a, b, ¢ og d tredimensjonale vektorer.
a) Vis at dersom to av vektorene a, b, c er like, s& er det(a,b,c) =0

b) Vis at for alle vektorer a, b, c, d og alle skalarer s, t gjelder

det(sa +td, b, c) = sdet(a,b,c) + tdet(d,b,c)

¢) Visier at en vektor a er en lineerkombinasjon av vektorene b, ¢ dersom det.
finnes skalarer s, t slik at a = sb + tc. Bruk a) og b) til & vise at dersom a
er en lineserkombinasjon av b og ¢, sa er det(a,b,c) = 0.

d) Gi en geometrisk forklaring pa resultatet i &k

18. Bevis setning 1.8.3 ved regning (dvs. regn ut begge sider av likhetene og se at
de stemmer).
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19. Bevis setning 1.8.5 ved regning (dvs. regn ut begge sider av likhetene og se at
de stemmer).

20. Vis at en 2 x 2-matrise A er inverterbar hvis og bare hvis det(A) # 0. (Hint:
Mesteparten av jobben er gjort i oppgave 1.7.10.)

21. Bruk MATLAB til & regne ut determinantene i oppgavene 1, 10 og 16.

1.9 Linearavbildninger

I tidligere matematikkurs har du arbeidet med funksjoner y = f(z) som
avbilder et tall z pa et nytt tall y. Det neste kapittelet handler om funkjoner
y = F(x) som avbilder en vektor x € R™ pa en ny vektor y € R™. 1
denne og den neste seksjonen skal vi tjuvstarte litt pa dette studiet ved & se
pa noen funksjoner som er neert knyttet til matriser: lineseravbildninger og
affinavbildninger.

Vi ma forst bli enige om hva vi skal mene med en funksjon fra R™ til
R™. Husk at en funksjon f : R — R fra R til R bare er en regel som til hvert
element z i R tilordner et element y = f(z) i R. P4 tilsvarende mate er en
funksjon F : R™ — R™ bare en regel som til hvert element x i R™ tilordner
et element y = F(x) i R™. Ofte vil disse reglene vare beskrevet av formler
— vi kan for eksempel ha en funksjon F : R® — R? gitt ved

v ) 2y +2
7 2 )
zZ

ysin(z? — z)

En funksjon fra R™ to R™ kalles ogsa en avbildning. De to ordene betyr
akkurat det samme og brukes om hverandre, men det er ofte slik at man
sier “avbildning” nar man tenker pa noe geometrisk, og “funksjon” nér man
tenker mer regneteknisk.

Denne seksjonen handler om lineseravbildninger. La oss begynne med
definisjonen:

Definisjon 1.9.1 En funksjon T : R™ — R™ kalles en lineseravbildning
dersom vi for alle c € R og alle x,y € R™ har:

(1) T(cx) = cT(x)

(i) T(x+y) = T(x) + T(y)

De aller fleste funksjoner fra R™ til R™ er ikke linezravbildninger, men
disse funksjonene er allikevel sa viktige at det er en hel gren av matematikken
som hovedsakelig handler om dem - denne grenen kalles liné¢er algebra.

La oss begynne med en enkel og nyttig generalisering av/flefinisjonen.

Setning 1.9.2 Anta at T : R® — R™ er en lineeravbildning. Da er

T(e1xy + eoxa + -+ + aexp) = a1 T(x1) + T (x2) + -+ + e T(xx)
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for alle tall c1,¢o,...,cx € R og alle vektorer X1, Xz, ..., Xt € R™.

Bevis: Vi spalter av ett og ett ledd. Siden vi kan oppfatte c1x; +coXo +- -+
cLXg som en sum av to ledd c1xy og caXg + -+ - + CkXp, har vi

T(e1X1 + ¢2Xg + - - + cgx) = T(eixy) + Tleaxa + -+ + CpXp) =

= T(x1) + T(eaxa + - - + crXi)

der vi har brukt de to punktene i definisjonen av linezravbildning. Vi kan
né spalte av leddet cpx pa akkurat sammme maéte, og fortsetter vi slik, star
vi til slutt igjen med

T(e1X) + coXo + - -+ + epxg) = aT(x1) + caT(x2) + -+ + ¢, T (xk)

Det neste resultatet viser oss at linezeravbildninger finnes:
Setning 1.9.3 Anta at A er en m x n-matrise. Da er funksjonen T : R" —

R™ definert ved
T(x) =dAx

en lineeravbildning.

Beuvis: Etter regnereglene for matrisemultiplikasjon er T(cx) = Alex) =
¢(Ax) = ¢T(x) og T(x +y) = A(x+y) = Ax + Ay = T(x) + T(y)- O

Eksempel 1: Hvis A er 2 x 3-matrisen

2 -1 3

a=(153)
far vi en linezeravbildning T : R® — R? ved
1
2 =1 3 [ 2zc—-y+3z
T(I:ysz)_(l __4 2) g _($F4y+22)
%

Den neste setningen er nok mer overraskende — den sier at det ikke
finnes andre linezeravbildninger enn de som er gitt av matriser!

Setning 1.9.4 Anta atT: R"™ — R™ er en lineeravbildning. Da finnes det (9 [ 4 4

py L
m(‘m, x n-matrise A slik at { .J 7

T(x) = Ax  for alle x € R"
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Matrisen A er gitt ved at den j-te spylen er lik T(e;) der e; er den j-te

enhetsvektoren
0

e;j=| 1 +— j-te komponent
0
Vi kaller A matrisen til lineseravbildningen T.

Beuvis: Vi begynner med & sette navn pa komponentene til T(e;) (som du
vil se, er navr&ralget inspirert av resultatet vi skal frem til!):

ayj
T(ej) = | ai
Amj
Siden enhver vektor x € R™ kan uttrykkes ved hjelp av enhetsvektorene pa
denne maten

I 1 0 0
o) 0 1 0

X= =B 2 | . by =
Ty 0 0 1

= r1€; + r2€2 + - - + Ipen,

har vi ifglge setningen ovenfor

T(x) = T(z1e1+z2e2+- -+ 2ne,) = 21T (e1) + 22T (e2) + -+ 2, T(en) =

an a2 / G1n
a21 as2 Qoan

= ; + x2 ; + -+ xn : =
am1 Am2 \ Amn

41121 + a12%2 + - + QUnZn
2171 + a2 + -+ + AanTy

— ) = Ax
Am1T1 + QT2 + ' + AmnTy
der
a1l @2 - Qln \
a1 Q22 - d2p
A e
Qml1 Gm2 - Gmn )
il
J
A ¢, = (o
“)



1.9. LINEARAVBILDNINGER 77

Dermed er setningen bevist. O

Vi skal na se hvordan vi kan bruke resultatet ovenfor pa refleksjoner og
rotasjoner i planet. Dette er viktige eksempler 1 geometri.

Eksempel 2: Vi ser pa avbildningen T : R? — R? som avbilder enhver
vektor pa sitt speilbilde om z-aksen. Det er lett & overbevise seg om at T
er en linewravbildning, og vi skal bruke setningen ovenfor til & finne den
tilhgrende matrisen. Siden speilingen er om z-aksen, har vi

T(e1) =e1 = ( [1] ) og T(ex) =—er= ( __g )

Ifplge setningen ovenfor far vi matrisen til T ved & bruke disse vektorene

som soylevektorer:
1 0
g0

Hvis x = ( ; ),er dermed
=y 1)(5)-(5)

I eksemplet ovenfor er avbildningen si enkel at det ikke ville by pa noe
problem & skrive opp formelen for T(x) direkte uten & gi veien om T(e;) og
T(ey). I litt mer kompliserte eksempler blir imidlertid regningene atskillig
mer oversiktlige om vi gar veien om T(e;) og T(e2).

&

Eksempel 3: Avbildningen Ty : R? — R? er gitt ved at den dreier enhver
vektor x en vinkel 6 i positiv omlgpsretning (se figur 1).

Ty(x)

d x

Figur 1: Dreining en vinkel 6

Det er ikke vanskelig & overbevise seg om at Ty er en linezeravbildning
(f.eks. sier regelen To(x +y) = Ty(x) + Ty(y) i dette tilfellet at dersom
vi forst legger sammen to vektorer x og y, og sa dreier resultatet en vinkel
0, si far vi det samme som om vi fgrst dreier begge vektorene en vinkel 6,
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og sa legger sammen de nye vektorene). For a finne matrisen til Ty ma vi
beregne Ty(e;) og Ty(ez). Dreier vi enhetsvektoren e; en vinkel 0, ender

08 6 it : ; ;
den i punktet ( :?jﬁ (dette er bare definisjonen av cosinus og sinus til

generelle vinkler). Dette betyr altsa at

cos @
Toler) = ( sin @ )

Siden e ligger en vinkel /2 foran e; nar vi dreier i positiv retning, far vi

cos(f + 5

)= (oo B ) = ::3319\>

Matrisen til lineseravbildningen Ty er altsa

Ay = ( cosf —siné )

sinf cos@

Dersom vi dreier en vektor x = ( y ) en vinkel 4 i positiv retuning, far vi

dermed en ny vektor

o A cosf —sinf z\ ([ xcosf —ysind
— T sind  cosf y /] \ xsin@+ycosf

Vi har né lgst den opprinnelige oppgaven vir som var a finne matrisen
til linezeravbildningen Ty. La oss g litt videre for & se hva som skjer nar
vi kombinerer to rotasjoner. Dersom vi dreier en annen vinkel ¢, far vi

selviglgelig matrisen
A = [ co8 ¢ —sing
7\ sing coso

La oss na anta at vi forst dreier en vinkel @ og deretter en vinkel ¢. I alt har
vi da dreiet en vinkel ¢ + @, tilsvarende matrisen

P
_ ( cos(¢p+8) —sin(¢+0)
Agro = ( sin(¢ +6)  cos(¢ + 6) )

P4 den annen side vet vi at nar vi gjor to transformasjoner etter hverandre,
svarer dette til & multiplisere de tilhgrende matrisene med hverandre. Med
andre ord ma

Apro = AsAo

Skriver vi ut komponentene, ser vi at
\
il cos(p+6) —sin(p+6) \ |
o+ = | +8)  cos(d -

\
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PQ!A\ cos¢p —sing

cosf —sind
Ay = ( sing cosg ) ( sinf coséd ) S

[ cos¢cost — sin¢sinf —sin¢@cosf — cospsinf
sin ¢ cosf + cos psin  cos pcosd — sin @ sind

Sammenligner du komponentene i de to uttrykkene, vil du gjenkjenne form-
lene for sinus og cosinus til en sum. Vi har altsa brukt matriser til & gi et
nytt bevis for disse formlene. &

Egenverdier

Det er ofte et omstendelig arbeid & regne ut T(x) for en linezeravbildning T
og en vektor x. For noen vektorer gar det _imidlertid raskt — alt vi behgver
3 gjore, er &4 gange vektoren med et tall A. Slike vektorer kalles egenvektorer.
Egenvektorer kan bare finnes nar T avbilder et rom inn i seg selv, altsé
nar den gar fra et rom R™ til det samme rommet R". Her er den formelle

definisjonen:

Definisjon 1.9.5 Anta at T : R* — R™ er en lineeravbildning. Vi kaller
x # 0 en egenvektor for T dersom det finnes et tall A slik at

T(x) = Ax
Tallet )\ kaller vi egenverdien til X.

Bemerkning: I definisjonen ovenfor har vi knyttet egenvektorer til lineser-
avbildninger, men vi kunne like godt ha knyttet dem til matriser. Vektoren
x # 0 er en cgenvektor for matrisen A dersom det finnes et tall A slik at
Ax = Ax.

2 :
Eksempel 4: La oss undersgke om a = ( sk ) er en cgenvektor for li-

1 -8
-2 1

ro=( 4 1)(2)-(2)-=

s& a er en egenvektor med egenverdi 5.

neeeravbildningen T(x) = Ax der A = ( ) Vi har

Gjor vi tilsvarende beregninger for b = ( ? ), far vi

- (3 1)(1)-(3)-

Altsi er b en egenvektor med egenverdi —3.

e ol
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Anta na at en tredje vektor ¢ kan skrives som en lineserkombinasjon av
egenvektorene a og b, dvs. at det finnes tall z og y slik at ¢ = za + yb (det
viser seg faktisk at alle vektorer i R? kan skrives pa denne maten). Da er

T(c) = T(za + yb) = zT(a) + yT(b) = 5za — 3yb

Det viser seg altsa at ikke bare egenvektorene selv, men ogsa deres linesr-
kombinasjoner kan behandles pa en enkel mate. &

Observasjonen i slutten av cksemplet ovenfor er viktig. Det viser seg
at for “de fleste” linesravbildninger T : R" — R" finnes det egenvektorer
V1,Va,...,Vp slik at enhver vektor v kan skrives som en linezerkombinasjon

V=21V +ZTaVa+ -+ TpVn
Hvis cgenverdienc;?’ér henholdsvis A1, Ag, ..., A, far vi da
T(v) =T(z1v1 + T2V + -+ TaVp) =

= :.ClT(Vl) -+ .’L‘QT(VQ) cmmin o x'n.T(Vn) =
=TV + T2MoVo -0+ LA Vi

Bruker vi T pa begge side av dette uttrykket, far vi pa tilsvarende méte
T?(v) = T(T(x)) = 21AIv1 + 2203va + - - + ZpXlvn
Fortsetter vi pa denne maten, far vi generelt
Tk(v) = xl)ffvl - :nz)\ijvz + -4 a:n/\ijvn

Denne formelen forteller oss at dersom vi kjenner egenvektorene og egen-
verdiene til en linesravbildning T, sd har vi god oversikt bade over T selv
og over alle dens potenser. I mange anvendelser forteller T*(x) hvordan et
system utvikler seg nér vi starter i en tilstand x og lar tiden ga (T'(x)
er tilstanden etter ett tidsintervall, T?(x) tilstanden etter to tidsintervaller
osv.) Formelen ovenfor forteller oss da at veksten til systemet hovedsake-
lig er bestemt av den stgrste egenverdien (eller, for & veere helt presis, den
egenverdien som har sterst tallverdi).

Vi skal vente til kapittel 4 med & forklare hvordan man kan finne egen-
verdier i praksis. Det er likevel viktig & vite litt om begrepet og dets anven-
delser -allerede na, siden det vil gjore det lettere a forsta hensikten med mye
av teorien som kommer senere.

Bemerkning: Ser du ngyere pa definisjon 1.9.5, vil du se at den er litt upre-
sis nar det gjelder hva slags tall egenverdien A skal veere og hva slags vektor
egenvektoren x skal veere. Det viser seg at det finnes reelle matriser som
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har komplekse egenverdier og egenvektorer. Om man vil “regne med” disse
avhenger av problemstillingen man ser pa —— i noen tilfeller er det nyttig a
ha dem med, i andre tilfeller ma man ekskludere dem. Situasjonen minner
om den vi har for ligninger av n-te grad; noen ganger er det nyttig 4 ha med
de komplekse lgsningene og andre ganger ikke.

Eksempel 5: Dersom 6 ikke er multiplum av , viser det seg at rotasjons-

matrisene
cosf —sind
Ag = .
sinf cosf

ikke har reclle egenvektorer og egenverdier (kan du forklare dette geome-
trisk?) De har imidlertid de komplekse egenvektorene

gow o g

med tilhgrende egenverdier \; = cos 6 + isinf og Ay = cos —isinf. La oss
sjekke dette for A\; og vi:

A cosf —sind 1N, f cos@Lisimtl \
01 = \ sinf cosf —i )~ \ sin@—icosf
_ .. 1
= (cos @ +isinf) ( g ) = A\1V1
Du kan p4 tilsvarende maéte sjekke at Agva = Agva. &

Oppgaver til seksjon 1.9

1. Finn matrisen til linezravbildningen T : R® — R? gitt ved

2r —y+ =z
e =( 0

2. En linezeravbildning T : R? — R* tilfredsstiller

0

1
2
3
4

Te) =] _
Finn matrisen til T.

3. La a,b € R2. Linezravbildningen T : R? — R? tilfredsstiller T(a) = ( =2 ),

T(b) = ( g ) Finn T(3a — 2b).
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4. Linezravbildningen T : R? — R? avbilder ethvert punkt pa sitt speilbilde om
y-aksen. Finn matrisen til T.

5. Linemravbildningen T : R? — R? fordobler alle annenkomponenter, men endrer
ikke forstekomponenter. Finn matrisen til T'.

6. Linezravbildningen T : R* — R? gjgr alle vektorer dobbelt sa lange og dreier
dem en vinkel @ i positiv retning. Finn matrisen til T

7. Lineseravbildningen T : R* — R? avbilder alle vektorer pa sin projeksjon ned i
zy-planet. Finn matrisen til T.

8. Lineaeravbildningen T : R? — R? speiler alle vektorer om z-aksen og dreier dem
deretter en vinkel 8 i positiv retning. Finn matrisen til T (det kan vare lurt 4 tenke
pa T som sammensetningen av to enklere avbildninger).

9. La Ay veere rotasjonsmatrisen i eksempel 3. Forklar at A_g er den inverse ma-
trisen til Ag uten a regne. Kontroller ved a regne ut AgA_g.

10. £ er linjen gjennom origo som fremkommer nar vi dreier x-aksen en vinkel 6 i
positiv retning. Lineravbildningen T : R?* — R? speiler alle punkter om linjen £.
La Ay veere matrisen til avbildningen som dreier alle vektorer en vinkel ¢ i positiv
retning, og la B vare matrisen til avbildningen som speiler alle punkter om z-aksen.
Forklar at matrisen C' til T er gitt ved

C=A4pBA_4

og bruk denne formelen til a finne C.

-2 1
11.Laa=< 1)0gb=(3)‘

a) Finn tall z,y, z,u slik at e; = za+ yb og es = za + ub.

b) Linesravbildningen 7' : R? — R? tilfredsstiller 7'(a) = ( ! ), T(b) = ( _1 )
Finn T'(e1) og T(ez).

¢) Finn matrisen til T.

12. a) Finn tall z, y slik at e; = za+yb der a, b er som i eksempel 4. Finn T?(e;)
der T er lineseravbildningen i eksemplet.

b) Finn tall u, v slik at e; = ua + vb. Finn T%(ez). Hva er matrisen til T4?

13. Fullfgr eksempel 5 ved 4 sjekke at v er en egenvektor med egenverdi Ay.

L 2
\ 14. La A—( 2 1 ).

a) Vis at vq = ( i ) er en egenvektor for A med egenverdi A; = 3.



1.10. AFFINAVBILDNINGER 83

b) Vis at vo = ( ) er en egenvektor for A med egenverdi A; = —1.

-1
¢c) Laa= ( _i ) Finn tall z, y slik at a = zv; + yva. Regn ut Aa.

15. Anta at F: R® — R™ tilfredsstiller
F(cx + dy) = cF(x) + dF(y)

for alle ¢,d € R og alle x,y € R™. Vis at F er en linezeravbildning.

16. Anta at a;,as € R? (a;, ap # 0) ikke er parallelle, og la by, by veere to vektorer
i R2. Vis at{g_iga/finnes ngyaktig én linezeravbildning T : R? — R? slik at T(a1) = by
og T(az) = ba.

1.10 Affinavbildninger

Som vi si i eksemplene i forrige seksjon, er lineseravbildninger ofte nytti-
ge nér vi skal beskrive geometriske trapsformasjoner som refleksjoner og
rotasjoner. De har imidlertid en svakhet; siden en linezeravbildning alltid
tilfredsstiller T(0) = 0, kan ikke lineseravbildninger brukes til & forskyve
figurer i planet. Vi skal nd utvide klassen av avbildninger slik at vi ogsa kan
behandle forskyvninger (eller translasjoner som matematikere liker & kalle
dem).

Definisjon 1.10.1 En funksjon F : R* — R™ kalles en affinavbildning
dersom det finnes en m x n-matrise A og en vektor ¢ € R™ slik at

F(x) = Ax+c for allex € R"
Vi kaller A matrisen til F og ¢ konstantleddet til F.

Vi ser at linezeravbildninger rett og slett er affinavbildninger med kon-
stantledd c lik 0. Vi ser ogsd at translasjonen F(x) = x + ¢ som forskyver
alle vektorer en di%@g@p, er en affinavbildning siden den kan skrives

5 :

Fx) = Lix+c

(husk at I,, er n x n-identitetsmatrisen og at Inx = x for alle x € R™).

Bemerkning: En affinavbildning f : R — R er simpelthen en funksjon av
typen f(z) = ax + b, altsa det vi vanligvis kaller en lineer funksjon. Grafen
til en slik f er en rett linje. Det viser seg at en funksjon f:R?> - Reren
affinavbildning hvis og bare hvis grafen er et plan. Av og til er det nyttig a
tenke pa (grafen til) affinavbildninger som generaliseringer av linjer og plan
til hgyere dimensjoner.

(e

»n A
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En viktig egenskap ved affinavbildninger er at de avbilder rette linjer pa
rette linjer. La oss veere helt sikre pa at vi skjgnner hva dette betyr. Anta at
£ er den rette linjen i R™ som gar gjennom punktet a og har retningsvektor
b (det betyr at £ er samlingen av alle punkter pa formen r(t) = a+tb slik
vi 84 i seksjon 1.2). Dersom F er en kontinuerlig funksjon fra R™ til R™, kan
vi bruke F pa alle punktene som ligger pa linjen £. Vi far da en samling av

) punkter i R™ som vi kaller bildet av £ under F. Vanligvis vil dette bildet

veere en kurve i R™. Nar F er en affinavbildning, er denne kurven en rett
linje.

Setning 1.10.2 Anta at F(x) = Ax+c er en affinavbildning fra R" t:l R™,
og la r(t) = a+tb vare parameterfremstillingen til en linje £ ¢ R™. Dersom
Ab # 0, vil bildet av L under F vere linjen i R™ som gar gjennom punktet
F(a) og har retningsvektor Ab.

Bewis: Vi ser at
F(r(t)) = A(a+tb) + ¢ = Aa+ c + t(Ab) = F(a) + t(Ab)

\ |
som er parameterfremstillingen til len rett ]jnj"?. }Sm gar gjennom punktet
F(a) og har retningsvektor Ab. : ' O

Bemerkning. Dersom Ab = 0, ser vi at bildet av £ degenererer til ett
eneste punkt. Legg ogsa merke til at dersom vi bruker F pa to parallelle linjer
(dvs. to linjer med samme retningsvektor b), si blir ogsa de resulterende
linjene parallelle (fordi de fir samme retningsvektor Ab).

a) b)

VSN

Figur 1: En affinavbildning F anvendt pa et rutenett
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Determinanten som forstgrrelsesfaktor

Som vi akkurat har sett, er bildet av en rett linje under en affinavbildning
selv en rett linje. Vi vet ogsa at affinavbildninger avbilder parallelle linjer pa
parallelle linjer. Figur 1 illustrerer dette for en affinavbildning F : R? — R?;
rutenettet i punkt a) avbildes pa det forskjovede og fordreide rutenettet i
punkt b). Kvadratet med markerte hjgrner i a) avbildes pa parallellogram-
met med markerte hjgrner i b).

Et spersmal som ofte dukker opp, er hvor mye avbildningen F forstgrrer
eller forminsker arealet: Hvor stort er arealet til parallellogrammet vi ender
opp med, sammenlignet med arealet til kvadratet vi startet med? Figur 2
viser et kvadrat for og etter vi har brukt F pa det. Arealet til kvadratet i
punkt a) er h?. Parallellogrammet i b) er utspent av vektorene F(a+he;)—

F(a) og F(a+ hey) — F(a). La oss sc neermere pa disse stgrrelsene. Pl
Siden F : R? — R? er en affinavbildning, er den péa formen : \
F(x)=Ax+c
der A = ( L ) er en 2 x 2-matrise og ¢ = ( “ ) er en vektor i
azy a2z C2
R? (siden det er matrisemultiplikasjon involvert, ma vi skrive vektorene som
sgylevektorer). Vi ser né at N
a) b)
_ F(a + he; + heg)\-.
b=, \
a+ hes a -+ he; + hes F(a + hes) \
\ F(a+ hep) \/
F(a
a a -+ hep (2)
| ’)

Figur 2: Bildet av et kvadrat under F

F(a+ her) — F(a) = (A(a+ her) +¢) — (Aa +c) = hde; = h ( o )

F(a+ hey) — F(a) = (A(a+ hes) +¢) — (Aa+c)=hAe; =h ( j;z )
Parallellogrammet er derfor utspent av vektorene (hai1, hasoy) og (haiz, hag),
og har - ifslge setning 1.8.1 - areal

h ha: ; ’
| K hZi; hg,;l,_ | = |R2a11022 — h*a12a01| = h?| det(A)]

- .
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Vi ser altsd at arealet har endret seg med en faktor |det(A)|; tallverdien til
determinanten er forstorrelsesfaktoren til affinavbildningen F.

Vi kan gjennomfgre akkurat det samme resonnementet i det tredimen-
sjonale tilfellet ved & dele rommet opp i smé terninger med sider parallelle
med aksene. En affinavbildning F(x) = Ax + ¢ vil avbilde disse terninge-
ne pa parallellepipeder, og votinet til parallellepipedene vil veaere |det(A)]
ganger volumet til terningene. 'La oss oppsummere resultatene.

Setning 1.10.3 Dersom F : R? — R2? er en affinavbildning med matrise
A, sd(foz‘st@?'_{‘(;r F arealer med en faktor |det(A)|. Dersom F : R?® — R?
er en affinavbildning med matrise A, sd f()/:r'st@-rrgr F volumer med en faktor
| det(A)|. : 0

Bemerkning: Det kan se ut som vi tar i litt vel kraftig i setningen ovenfor
— strengt tatt har vi vel bare vist at |det(A)| er forstorrelsesfaktoren for
arcalet til kvadrater, og ikke for mer genecrelle arcaler? Det viser seg imid-
lertid at alle andre mengder vi kan definere arealet til, kan tilnaermes med
kvadrater, og resultatet gjelder derfor generelt. Tilsvarende gjelder for ter-
ninger i det tredimensjonale tilfellet. Vi skal komme grundigere tilbake til
disse spgrsmalene i kapittel 6.

Det er naturlig & spgrre om fortegnet til determinanten har en geometrisk
tolkning ogsa for avbildninger. Det har det: Fortegnet er positivt dersom F
bevarer orienteringen til enhetsvektorene i og j (i, j og k i det tredimensjo-
nale tilfellet) og negativt om F reverserer orienteringen.

Opppgaver til seksjon 1.10

1. Finn matrisen og konstantleddet til affinavbildningen

20 —3y+2z2-T7
Fewa=( 201257

2. £ er linjen i R* med parametrisering

2 1
r(t:)=(—1)+t(0)
3 2

og F: R% — R? er affinavbildningen

1 -1 2 * 2
F(Q:?ysz):( 0 3 -9 ) Y +( —1 )
z

Finn en parametrisering av bildet av £ under F.
in affinavbildning F : R? — R? tilfredsstiller F(0,0) = ( _11 ), F(1,0) =

3. E
2 X -1 . y .
( 3 ) og F(0,1) = ( 0 ) Finn matrisen og konstantleddet til F.
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4. Affinavbildningen F : R? — R? dreier enhver vektor en vinkel 7 i positiv retning,
og flytter den deretter en distanse (3, —1). Finn matrisen og konstantleddet til F.

5. a) Affinavbildningen F : R? — R? avbilder ethvert punkt pa sitt speilbilde om
den vertikale linjen = 3. Finn matrisen og konstantleddet til F.

b) Affinavbildningen G : RZ — R? avbilder ethvert punkt pa sitt speilbilde om den
horisontale linjen y = —2. Finn matrisen og konstantleddet til G.

6. Affinavbildningen F : R? — R? avbilder ethvert punkt pa sitt speilbilde om
linjen y = = + 1. Finn matrisen og konstantleddet til F.

7. Anta at punktene a;,az,az € R? ikke ligger pa samme rette linje, og la by, bs, by
veere tre punkter i R2. Vis at det finnes ngyaktig én affinavbildning F : R? — R?
slik at F(a;) = by, F(az) = by og F(az) = ba.

8. Vis at en funksjon f : R? — R er en affinavbildning hvis og bare hvis grafen til
f er et plan.
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