Kapittel 2

Funksjoner fra R™ til R"

I dette kapitlet skal vi studere funksjoner F fra R™ til R™. En slik funksjon
er bare en regel som til hvert n-tuppel x = (21, z2,...,2,) tilordner et m-
tuppel y = F(x). Dersom n > 1 kaller vi F en funksjon av flere variable.
Funksjoner av flere variable har mange likhetstrekk med de funksjonene av
én variabel som du kjenner fra for, men de har ogsa en del nye og litt uvante
egenskaper. Spesielt blir geometrien mer komplisert nar vi fir mer enn én
variabel & arbeide med.

2.1 Funksjoner av flere variable

Som allerede nevnt er en funksj ksjop F fra R™ til R™ bare en regel
som til hver x € R™ gir oss en y = F(x) i R™. Ofte er disse reglene gitt ved
formler, f.eks. kan en funksjon fra R* til R? vzere gitt ved

F(z,y,z,u) = (2022 + u, 2y°2u®, yem2y+”5i“3”)

Gitt et 4-tuppel x = (z,y, z,u) forteller denne formelen oss hvordan vi kan
regne ut 3-tuplet F(x). Som du ser, veksler vi mellom skrivematene F(x)
og F(zy,x9,...,2,); den forste er ofte mest praktisk nar vi snakker om en
generell, uspesifisert funksjon, mens den siste som regel er greiest nar vi
snakker om en bestemt funksjon gitt ved en formel. Husk at R! = Ryslik at
teorien var ogsa dekker funksjoner F : R™ — R der x er en vektor, men F(x)
er et tall (i prinsippet dekker teorien ogsa funksjoner av typen F : R — R™,
men for gyeblikket er vi ikke sa interessert i dem).

Vi husker at vanlige funksjoner f(z) ikke alltid er definert for alle re-
clle tall z, og pa samme mate vil heller ikke disse nye funksjonene F(x)
ngdvendigvis veere definert for alle vektorer x € R™. Den mengden A C R"
av vektorer x som F(x) er definert for, kaller vi definisjonsmengden eller
definisjonsomradet til F. Vi skal av og til bruke symbolet Dy for defini-
sjonsomradet til F. Nar vi skriver

F:A—-R"™
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mener vi at F er en funksjon definert pd mengden A med verdier i R™. Hvis
en funksjon er gitt ved formler, og definisjonsomradet ikke er spesifisert,
regner vi med at funksjonen er definert der alle formlene gir mening.

En funksjon definert pa en delmengde av R™ kaller vi en funksjon av
thriable; f.eks. er

G(.’I.‘, y) = (Iy,h‘l(l - 33?;)55111(#322-‘/))

en funksjon av to variable med verdier i R®, mens

g(z,y, 2) = 22 + ye*v
er en funksjon av tre variable med verdier i R (nar funksjonene tar verdier
i R skriver vi dem gjerne uten fete typer og ofte med sma bokstaver).

En funksjon som tar verdier i R kalles gjerne et skalarfelt nar vi vil
understreke at verdiene er tall og ikke vektorer. Legg merke til at en funksjon
F : R" — R™ kan skrives

F(.’El,ﬁ‘i‘g,...TIR) = (Fl(.’!:l;:l:g,.H,.'Ifn_)}..,,Fm(.,";'l,IQT...,R’:n))

der F,...,F,, er skalarfelt. Vi kaller Fi,..., Fy, for komponentene til F.
Funksjonen G ovenfor har altsé komponenten, )

Gi(z,y) =2Y, Ga(z,y) =ln(l—zy), Gs(z,y)=sin(z’y)

Vi skal ofte gjgre bruk av at funksjoner med verdier i R™ er bygget opp
av skalarfelt pa denne méaten, for eksempel ved at vi forst innfgrer begreper
og beviser resultater for skalarfelt og sa utvider til funksjoner med verdier i
Rﬂ'&.

Eksempler

Det er naturlig & spgrre seg selv om hvorfor man ma studere funksjoner av
flere variable — greier det seg ikke med de funksjonene av bare én variabel
som man kjenner fra for? Det viser seg imidlertid at funksjoner av flere
variable dukker naturlig opp i sveert mange sammenhenger. Her er et lite

utvalg:

e BMI (body mass index) brukes ofte som en indikator pa overvekt og
undervekt. For & finne din BMI, tar du vekten din v (malt i kilo) og
deler pa kvadratet av hgyden din A (mélt i meter). Vi kan tenke pa
BMI som en funksjon f av to variable med verdier i R:

fo,h) =
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e Nar en gjenstand varmes opp, vil temperaturen avhenge av nar og
hvor vi maler. Det er naturlig & angi temperaturen i punktet (z,y, 2)
ved tiden t som T'(z,y, 2,t). Dette er en funksjon av fire variable med
verdier i R.

e Gravitasjonskraften fra jorden pé en gjenstand i verdensrommet av-
henger av posisjonen til gjenstanden. Tenker vi pa kraften som en
vektor F(x) (vi er interessert i bade sterrelse og retning) som er av-
hengig av posisjonen x = (z,y,2), far vi en funksjon av tre variable
med verdier i R3. Dersom vi plasserer jorden i origo, kan F i dette

tilfellet skrives

F(x) = —7 %@ix

der v er en naturkonstant (gravitasjonskonstanten), M er massen til
jorden og m massen til gjenstanden. I dette eksemplet er F en funksjon
fra R® til R3 M\

e |\

e Meteorologer arbeider med vind i atmosfeeren. Vinden i et punkt med
koordinater (z,y,2) ved tiden t vil veere en vektor v(z,y, z,t) (vi er
interessert i bade vindstyrken og retningen). Vi kan tenke pa dette
som en funksjon av fire variable med verdier i R3.

e I eksempel 3 i seksjon 1.5 sa vi pa fire produsenter som leverte epler
av tre ulike kvaliteter til en fruktpresse. Dersom produsentene leverte
hhv. x, y, z og w tonn epler, kunne vi regne ut hvor mange tonn vi
ville fa av hver kvalitet. Dette gir oss en funksjon av fire variable med
verdier i R%. Vi kan skrive funksjonen som F(x) = Ax, eller med
koordinater

0.52 + 0.3y + 0.252 + 0.2u
F(z,y,z,u) = | 0.3z + 0.4y + 0.4z + 0.6u
0.2z + 0.3y + 0.35z + 0.2u

Grafisk fremstilling

Ett av de viktigste verktgyene nar man studerer funksjoner av én variabel
er grafisk fremstilling. Dessverre er det ikke sa lett a gi realistiske grafiske
fremstillinger av funksjoner fra R™ til R™. Noen ganger kan vi imidlertid
ha stor glede av mer stiliserte fremstillinger som pa figuren nedenfor. Den
illustrerer hvordan en funksjon F fra R™ til R™ sender alle punkter i en
mengde A C R™ pa en mengde B C R™. Mengden B kalles bildet av A
under I’ og betegnes ofte med B = F(A). Du vil se mange figurer av denne
typen utover i kapitlet.
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Figur 1: Funksjon fra R™ til R™

Det er imidlertid ett tilfelle der det gir an a lage gode, realistiske frem-
stillinger av en funksjon av flere variable, og det er nar funksjonen gar fra
R? til R. Vi ser altsa pa en funksjon z= f(z,y). For a tegne funksjonsgrafen
lager vi forst et tre-dimensjonalt koordinatsystem som vist pa figur 2.

Z

I(m,yaf(x}yﬁ

f(z,y)
Y l
(z,9,0)

xT

Figur 2: Plotting av skalarfelt

Gitt variabelverdier = og v, finner vi punktet (z,y,0) i xy-planet. Vi flytter
oss na loddrett (dvs. parallelt med z-aksen) til vi finner punktet (z,y, f(z,y)).
Dette er det forste punktet pa funksjonsgrafen var.

Figur 3: Grafisk fremstilling av skalarfelt

Gjentar vi denne prosedyren for stadig flere variabelverdier (z,y), vokser
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grafen etterhvert frem som en flate i rommet (se figur 3).

Selv om denne prosedyren pa en grei mate forklarer hva grafen til et
skalarfelt er, sa er den i praksis ubrukelig som en oppskrift pa hvordan man
tegner grafen. Prover du den, selv pa en enkel funksjon, oppdager du fort at
du helt mister romfglelsen i bildet. I neste kapittel skal vi se pa mer prak-
tiske metoder for & tegne slike funksjonsgrafer — det som er viktig i dette
kapitlet, er at du vet hvordan du kan tenke pa grafen til f som en flate.

MATLAB-kommentar: MATLAB er et utmerket verktgy for grafisk frem-
stilling av funksjoner av flere variable, men vi utsetter dette temaet til sek-
sjon 3.7 og 3.8.

Oppgaver til seksjon 2.1

1. Finn definisjonsomradet til funksjonen:
a) f(z,y) = sy

b) f(z,¥) = =

c) f(z,y) =In(z+y)

d) f(z,y) = tan(z — y)

¢) f(,,2) = mpie—ss

2.2 Kontinuerlige funksjoner

I seksjon 5.1 i Kalkulus studerte vi e-d-definisjonen av kontinuitet. Denne
definisjonen er sannsynligvis ikke like populser blant alle, men den har mange
fordeler, blant annet at den lett kan generaliseres til nye situasjoner. I denne
seksjonen skal vi se hvordan den kan generaliseres til funksjoner av flere
variable. For vi begynner, trenger vi a vite litt om avstander og kuler i R™.

Akkurat som i planet og rommet lar vi avstanden mellom to punkter a
og x i R™ veere lik lengden til vektoren x — a som forbinder dem, det vil si
at avstanden er

Ix —a| = /(z1 — a1)? + (22 — a2)? + - + (Tn — an)?

Mengden
B(a,r)={x€R" : |[x—a|<r}

bestar av de punktenc i R™ som har avstand mindre enn r til punktet a.
Vi kaller B(a,r) kulen om a med radius r. Legg merke til at i R® er dette
virkelig en (4pen) kule i tradisjonell forstand, mens det i R? er en (dpen)
sirkelskive og i R et apent intervall. Vi velger & bruke “kule” som et fellesord
i alle dimensjoner, selv om det til & begynne med kan virke litt uvant nar vi
arbeider i planet eller pa tallinjen. De fleste illustrasjonene vare vil veere 1
planet, og der vil kuler fremstd som sirkler.
Vi kan né definere kontinuitet for funksjoner av flere variable:
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Definisjon 2.2.1 Anta at A GR", og ata € A. En funksjon F : A— R™
er kontinuerlig i a dersom det 't{{_.enhver € > 0 finnes en § > 0 slik at

|F(x) — F(a)| < € for alle x € A slik at [x —a| <

Figuren nedenfor illustrerer definisjonen: Gitt en kule B(F(a),¢) om
punktet F(a), kan vi finne en kule B(a,d) om punktet a slik at bildet
av B(a,d) (markert med den stiplede kurven pa figuren) ligger helt inni
B(F(a),e¢).

Figur 1: Kontinuitet i punktet a

Siden kontinuitet er definert pa akkurat samme mate som for funksjoner
av én variabel, har vi de samme reglene med (nesten) de samme bevisene.

Setning 2.2.2 Anta at A C R", og at funksjonene F,G : A — R™ er
kontinuerlige ia € A. Da er F + G, F — G og F - G kontinuerlige i a. Det
er 0gsd I’d ?mtsatt at F og G tar verdier i R (slik at divisjon gir mening)
09 G(a) 0.

Beuvis: Bevisene er akkurat som for funksjoner av én variabel (se setning
5.1.5 i Kalkulus), den eneste ekstra komplikasjonen er at vi noen steder ma
appellere til trekantulikheten (setning 1.2.4) og Schwarz’ ulikhet (setning
1.2.3) for & fi argumentene til & g opp. Vi tar F+G og F-G som eksempler
— det forste av disse bevisene er ganske enkelt, det andre er mer komplisert:

For & vise at F+ G er kontinuerlig i a, ma vi vise at for hver € > 0 finnes
det en § > O slik at hvisx € Aog [x —a| < 4, saer

|(F(x) + G(x)) — (F(a) + G(a))| < ¢

Vi stokker litt om pé leddene slik at vi far F og G hver for seg, og bruker
deretter trekantulikheten:

|(F(x) + G(x)) — (F(a) + G(a))| = | (F(x) — F(a)) + (G(x)@G(a))| <
< |F(x) - F(a)| + |G(x@ G(a)|

Siden F er kontinuerlig i a, finnes det en & > 0 slik at [F(x) — F(a)| < §
nar x € A og |x —a| < &;. Siden G er kontinuerlig i a, finnes det tilsvarende
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en &, > 0 slik at |G(x) — G(a)| < § nar x € A og [x —a < d,. Lar vi § veere
det minste av de to tallene 61 og 53, ser viat nar x € A og |[x —a| < d,sder

|(F(x) + G(x)) — (F(a) + G(a))] <
IF (x) +MxK}; |<f+5=c

Dermed har vi vist at F 4+ G er kontinuerlig i a.

La oss s& vise kontinuitet av F - G. Gitt en € > 0, ma vi finneen 6 > 0
slik at hvis x € A og |[x —a| < 4, saer |[F(x) - G(x) — F(a) - G(a)| < e. Vi
legger til og trekker fra F(a) - G(x), og bruker deretter trekantulikheten og
Schwarz’ ulikhet:

[F(x) - G(x) —F(a) G(a)| =
|F(x) - G(x) — F(a) - G(x) + F(a) - G(x) — F(a) - G(a)| <
< [F(x) - G(x) - F(a) - G(x)| + |F(a) - G(X) —F(a) - G(a)| <
< [F(x) - F()l|Gx)| + [F(a)[|G(x) — G(a)]

V1 vil veere i mal dersom vi kan vise at vi kan fa beggﬁ uttrykkene |F(x) —

a)||G(x)| og |F(a)||G(x) — G(a)| mindre enn § ¢ ved 4 velge x tilstrekkelig
nar a. Det siste leddet er det enkleste, sa vi begymler med det. Hvis F(a) =
0, er leddet lik 0 og derfor mindre enn §. Vi kan derfor anta at F(a) # 0.

Siden G er kontinuerlig i a, finnes det en §; > 0 slik at hvis |x — a| < d;, sa
er |G(x)— G(a)| < TF&(E"_” Dermed er

€ €

F(@)lIG6) - GE(Z)F@) gy = 3

Vi tar s& for oss leddet |F(x) — F(a)||G(x)|. Observer forst at siden G er
kontinuerlig i a, sa finnes det en d, > 0 slik at hvis [x — a] < dg, sa er
|G(x) — G(a)| < 1. Dette betyr at dersom |[x — a| < d2, sa er (vi bruker
trekantulikheten igjen)

IG(x)] = |G(x) — G(a) + G(a)| < |G(x) — G(a)| + |G(z ( <1+ |G(a

Siden F er kontmuq;ﬂ”g i a, finnes det en d3 > 0 slik at hvis |[x — a| < 3,
sé er |F(x) — F(a)l\ & mw. Er |x — a| mindre enn bade §; og d3, er
dermed

Fx) - F@IGCS 3ramp @ +16@D =3

Velger vi § til 4 veere det minste av tallene d1, d2 og d3, ser vi dermed at nér
x€ Aog|x—al<d, saer

[F(x) - G(x) - F(a) - G(a)| < |[F(x) = F(a)||G(x)| +|F(a)||G(x) — G(a)| <

(W
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<

og beviset er fullfert. O

Det neste resultatet kjenner du ogséa igjen fra teorien for funksjoner av
én variabel:

Setning 2.2.3 Anta at vi har to mengder A C R", B C R™, og to funk-
sjoner G : A — B, F : B — R* (se figuren nedenfor). Dersom G er
kontinuerlig i punktet a, og F er kontinuerlig i punktet b = G(a), sd er den
sammensatte funksjonen H(z) = F(G(z)) kontinuerlig i a. o

Beviset er akkurat som for funksjoner av én variabel (se setning 5.1.7 i
Kalkulus) for hjelp). Figur 2 viser hvordan G, F og H virker.

Figur 2: Sammensetning av funksjoner

Nar vi skal bruke reglene ovenfor til 4 vise at en funksjon F : R" — R™
er kontinuerlig, lgnner det seg ofte a skrive den pa komponentform:

F(x) = (F1(x), F2(x), - -, Fm(x))

Det neste resultatet forteller oss nemlig at F er kontinuerlig hvis og bare
hvis hver komponent F; er kontinuerlig.

Setning 2.2.4 Anta at F : A — R™ er en funksjon av n variable med
komponenter
F(x) = (Fi(x), F2(x),. .., Fm(x))

DaerF kontinusrlzﬂ et punkt a € A hvis og bare hvis hver komponent F;
er kontinuerlig i a.

/
Bevis: La oss forst anta at alle komponentene Fy, Fa, ..., Fy, er kontinuerlige
i a. Vi ma vise at for enhver € > (Qgfinnes det en § > 0 slik at hvis [x—a| < 4,
si er |F(x) — F(a)| < e. Siden hver komponent F; er kontinuerlig i a, finnes
det en §; > 0 slik at |F;(x) — Fi(a)| < i nar |x — a| < d;. Vi velger ¢ til &
veere det minste av tallene 41,09, ...,d0n. Hvis [x — a| < 4, har vi da

F(x) - Fa)| = VI = R@P T+ B0~ Ff@l <

o
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N -G -

Dette viser at F' er kontinuerlig i a. .

Anta nd omvendt at F er kontinuerlig i a, og at vi skal vise at kom-
ponenten Fj er kontinuerlig i a. Gitt € > 0, ma vi finne en § > 0 slik at
|Fi(x) — Fi(a)| < € nar [x — a|] < 6. Siden F er kontinuerlig i a, finnnes det
en 6 > 0 slik at |F(x) — F(a)| < € nar |x — a| < . Men dermed er

|Fi(x) — Fi(a)] £ (Fi(x) ~ F1(a))? + - + (Fu(x) — Fin(a))* =
=|F(x)-F(a)|<e
nar [x — a| < 0. Dette viser at F; er kontinuerlig i a. O

De enkleste funksjonene av flere variable (bortsett fra konstantfunksjonene)
er de som bare gir oss en av variablene som funksjonsverdi, f.eks.

f(x,y,znu):y eller 9(2’.‘,?,2) =1
Generelt kaller vi
ki(z1,x2,...,20) = T;

den i-te koordinatfunksjonen. Det er lett & se at disse koordinatfunksjonene
er kontinuerlige, og det neste eksemplet forteller oss hvordan vi kan bruke
dem og resultatene ovenfor til & vise at mer kompliserte funksjoner er kon-
tinuerlige.

Eksempel 1: Vis at funksjonen F : R® — R? definert ved
T2z
F(z,y,2) = | 2?sin(yz) AT
187 1 y2 + 1

er kontinuerlig i punktet a = (1,0, —1). Ifglge setning 2.2.4 er det nok & vise
at begge funksjonene

File,y,z) =atsinyz) o8 Faleynz)= gy
v

er kontinuerlig%i a. Vi begynner med Fj(z,y,z). Siden koordinatfunksjo-

nene ko(z,y,2) = y og ks(z,y,z) = z er kontinuerlige, er produktet av

dem f(z,y,2) = yz ogsd kontinuerlig ifglge setning 2.2.2. Siden sinus er

en kontinuerlig funksjon, ma den sammensatte funksjonen sin(yz) ogsa vae-

re kontinuerlig ifglge setning 2.2.3. P4 tilsvarende mate ser vi at funksjo-

nen ¢(z,y,z) = z? er kontinuerlig (fordi den er lik ki(z,y,2) - ki(z,¥y,2)



98 KAPITTEL 2. FUNKSJONER FRA RN TIL RM

som er et produkt av to kontinuerlige funksjoner), og dermed er produktet
Fy(z,y,z) = % sin(yz) kontinuerlig.

Vi behandler F» pa samme méte: Funksjonen h(z,y,2) = 2% + z er kon-
tinuerlig siden den er bygget opp fra kontinuerlige koordinatfunksjoner ved
hjelp av multiplikasjon og addisjon. Siden eksponentialfunksjonen er konti-
nuerlig, er da p(z,y,2) = w*+2 kontinuerlig. Ved et tilsvarende resonnement
ser vi at nevneren 32+ 1 er kontinuerlig, og siden den er forskjellig fra 0, méa
brgken

F2 (5'3? Y, Z) =
veere kontinuerlig. &

Ved hjelp av teknikken i dette eksemplet er det lett a vise at funksjoner
bygget opp ved hjelp av potensfunksjoner, eksponentialfunksjoner, logarit-
mer, trigonometriske funksjoner og arcusfunksjoner er kontinuerlige (men
husk & sjekke at de er definert i punktet du er interessert i!)

Hittil har teorien for kontinuerlige funksjoner av flere variable veert for-
bleffende lik teorien for kontinuerlige funksjoner av én variabel. P4 grunn av
den rikere geometrien finnes det imidlertid fenomener for flervariable funk-
sjoner som ikke har noen motsvarighet for funksjoner av én variabel. Her er
et cksempel.

Eksempel 2: Funksjonen f : R? — R er gitt ved

ﬁ%}z for (z,y) # (0,0)
fz, U) -
0 for (z,y) = (0,0)

Vi skal undersgke¢' om f er kontinuerlig i (0,0). Uformelt sier en gjerne at
fer kontinuerlig/(f],[]) dersom f(z,y) nermer seg f(0,0) nér (x,y) nermer
seg (0,0). La oss derfor se hva som skjer nar (z,y) neermer seg (0,0) pa
forskjellige mater.

La oss fgrst se pa hva som skjer nar (z,y) na:rme/s:e origo langs en
skralinje y = cx der ¢ # 0; dvs. vi har punkter (z,cz) dér  gar mot null.
Setter vi inn i funksjonsuttrykket, far vi

=0

s
o e
x4 +(c 2 g2+

f(mvy) = f(xacx) =

22 (k) cw 0
e

Tilsvarende ser vi at nar (z,y) neermer seg (0,0) langs z-aksen, sé er punk-
tene pa formen (z,0) der x — 0, og vi far

2,
f(:"ﬂ:’g) =f(.f,0) :;—+g.§:

Akkurat det samme skjer om vi lar (z,y) narme seg (0,0) langs y-aksen.
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Alt dette tyder pa at f er kontinuerlig i (0,0), men det finnes jo andre
méter & neerme seg et punkt pd enn a folge en rett linje. La oss prgve &
nzerme oss (0, 0) langs parabelen y = z? (se figuren). Vi ser altsa pa punkter
(z,22) der x gar mot 0.

Figur 3. Punkter som neermer seg (0, 0) langs parabelen y = x
—

2

Setter vi inn i funksjonsuttrykket, far vi

T, '
f(z,y) = f(z,2%) = x;;_(;)z z/%

Dette viser at f ikke er kontinuerlig i (0, 0) siden vi har punkter med verdien
5 sd neer (0,0) vi matte gnske. Funksjonen virker altsd & vaere kontinuerlig

sa lenge vi beveger oss langs rette linjer, men er det likevel ikke! S

Eksemplet ovenfor viser at det kan veere vanskelig & fa god oversikt
over hvordan en funksjon av flere variable oppferer seg, og at det kanskje
finnes flere geometriske muligheter enn det vi kan forestille oss. Det er i slike
sammenhenger vi virkeli}{ far nytte av abstrakte definisjoner av e-é-typen;
de gir oss muligheten til & fore vanntette bevis selv i tilfeller der vi ikke er
sikre pa om vi har fatt full oversikt over alle geometriske snurrepiperier!

Hittil har vi bare snakket om kontinuitet 1{-_.\5_5 Jpunkt. Vi avslutter den-
ne seksjonen med definisjonen av en kontinuerlig funksjon -— den er helt
tilsvarende definisjonen for funksjoner av én variabel.

Definisjon 2.2.5 En funksjon F kalles kontinuerlig dersom den er konti-
nuerlig i alle punkter i sitt definisjonsomrdde.

Oppgaver til seksjon 2.2
1. Vis at funksjonen f er kontinuerlig

a) flz,y)=z+y d)  flz,y) = e "sin(z +y)
b) flz,y)=2y+y e) flz,y,2) =a%+y*+2?
) fl=y) =i

2. Vis at funksjonene er kontinuerlige:

a) F(z,y,2) = (222 + y, 2% sin zyz, 2°)

b) G(z,y,z,u) = (e“*’zg, zcos zy?u)

¢) H(z,y,z,u) = [:I:y(:'“’z2,z +u?, 2% + 3yzu)

< \7( ‘

X
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d) K(z,y, z,u,v) = (sin(zy + 2%v), 2uv)

3. Vis at koordinatfunksjonene k;(x1, 2, ..., Zn) = z; er kontinuerlige ved a bruke
definisjonen av kontinuitet.

(4. a) Anta det finnes en konstant M € R slik at |F(x) — F(y)| < M|x — y| for alle

X,y i definisjonsomradet Dg. Vis at F' er kontinuerlig.

b) Anta at F(x) = Ax for en matrise A. Vis at F er kontinuerlig. (Hint: Husk

setning 1.6.3.)

5. I denne oppgaven har du bruk for trekantulikheten som sier at hvis x,y € R",
sder |[x+y| < x|+ |yl

a) Vis at | [x| ~ |y| | € |x — y| for alle x,y € R™.

b) La a € R™. Vis at funksjonen f(x) = |x — a| er kontinuerlig.

1
e—a]

¢) Vis at funksjon g(x) = er kontinuerlig der den er definert.

6. Bevis resten av setning 2.2.2.

7. Bevis setning 2.2.3.

2.3 GGrenseverdier

I teorien for funksjoner av én variabel opercrer vi bade med ensidige og
tosidige grenser. Ensidige grenser er blant annet nyttig nar vi skal avgjgre
om en funksjon er kontinuerlig i enden av sitt definisjonsomrade — vi bru-
ker grenseverdien lim,_,,+ f(z) for & undersgke om f er kontinuerlig i det
venstre endepunktet a av intervallet [a,b], og grenseverdien lim, ., f(x)
for & undersgke om f er kontinuerlig i det hgyre endepunktet b. Med flere
variable er det s mange mater & neerme seg et randpunkt pa at vi ikke kan
ha ett grensebegrep for hver mate — vi ma finne frem til et felles begrep
som dekker alle tilfeller.

La oss ferst se litt pa hvilke punkter det er naturlig a regne ut grense-
verdier i. Vi ser pa en funksjon F : A — R™ definert pa en delmengde A av
R™. Figur 1 viser én mulighet; her bestar 4 av en sammenhengende mengde
pluss et isolert punkt a.

o |

Figur 1

Siden vi ikke kan narme oss a innenfor definisjonsmengden til F, er det
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ikke rimelig a definere grenseverdien til F' i punktet a. Figur 2 viser en annen
situasjon.

A ' -a
: Figur 2

Pa denne figuren er omkretsen (“randen”) til A stiplet for 4 markere at
punktene der ikke hgrer med til mengden. Dermed er a ikke med i defini-
sjonsmengden A, men det gar fint an 4 neerme seg a fra A. I dette tilfellet
er det rimelig & definere grenseverdien til F i punktet a. Konklusjonen pa
disse observasjonene ma bli at det er rimelig a definere grenseverdien til F
i punktet a dersom det gar an a4 naerme seg a med punkter (# a) fra defini-
sjonsmengden til F', uansett om punktet a selv ligger i1 definisjonsmengden
eller ikke. Slike punkter kaller vi opphopningspunkter for A. Her er den pre-
sise definisjonen:

Definisjon 2.3.1 La A vere en delmengde av R™. Et punkt a & R" kalles
et opphopningspunkt for A dersom enhver kule B(a,r) om a/inneholder
wendelig mange punkter fra A.

Vi er na klare til a definere grenseverdien i et opphopningspunkt:

Definisjon 2.3.2 La F : A — R™ vere en funksjon av n variable og anta
at a € R™ er et opphopningspunkt for A. Vi sier at b € R™ er grenseverdien
for F i punktet a dersom det for hver ¢ > 0 finnes en 6 > 0 slik at

[F(x)—b| <€ forallexe Aslikat0<|x—a|]<4d

Vi skriver Iirr%@4a F(x) = b. Dersom a ikke er et opphopningspunkt for A,
er grenseverdien ikke definert.

Denne definisjonen ligner pa den du finner for funksjoner av én variabel
i definisjon 5.4.1 1 Kalkulus, men skiller seg pa et viktig punkt: Vi insisterer
ikke lenger pa at F skal vaere definert i alle punkter i nserheten av a, men
kompenserer for dette ved bare & kreve at |[F(x) — b| < € skal holde for
punkter x som er med i definisjonsomradet A til F.

Akkurat som kontinuitet kan grenseverdier studeres komponentvis:

Setning 2.3.3 La F : A — R™ vere en funksjon av n variable, og anta at
a € R" er et opphopningspunkt for A. Anta at komponentene til ¥ er gitt
ved

F(x) = (Fi(x), F2(x),..., Fn(x))

og la b vare en vektor med komponenter b = (by,ba,....by). Da er

( an)—

( 4 t t“h(}

% J
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hvis og bare hvis
(Tﬁn Filx) = b@ alle 1
~ */, a —_

(|

Beviset overlates til leserne. Ideen er den samme som i beviset for setning
2.24.

Vi har ogsa de vanlige regnereglene for grenseverdier til summer, diffe-
renser. rodukter og breker:

Setning 2.3.4 (Regneregler for grenseverdier) Anta at F,G : A —

R™ er to funksjoner av n variable og at a € A er et opphopningspunkt for

A. Dersom lii,).a F(x) = A og lnfi;}.a G(x) =B, sd er:

o) lifii,).a(F(x) + G(x)) = A + B.™~

b) lini;).a (F(x) — G(x)) = A — B.

c) ]il{l}f}_a (F(x)-G(x)) = A-B.

d) liniz}.a g({};)) = ﬁ,fpmtsati at F og G tar verdier i R og B # 0. O
Y

Ogsa disse bevisene overlates til leserne.

Det neste resultatet tar seg av sammenhengen mellom grenseverdier og
kontinuitet. Legg merke til at det bare gjelder for kontinuitet i opphopnings-
punkter (men i et isole??punkt er en funksjon alltid kontinuerlig, sa der er
det ikke s& mye & vise!)

Setning 2.3.5 La F: A — R™ vere en funksjon av n variable, og anta at
a € A er et opphopningspunkt for A. Da er F kontinuerlig i a hvis og bare
hvis limx_.a F(x) = F(a)

Bevis: Sammenlign definisjonen av kontinuitet med definisjonen av grense-
verdi. O

Resultatet ovenfor er nyttig nar vi skal regne ut enkle grenseverdier:

Eksempel 1: Finn grenseverdien til
F(z,y) = (z2y,e ¥ sin(rz))

nar (z,y) — (1,-2).
Vi ser at funksjonen er kontinuerlig i (1, —2), s&

i 2}F(:c}y)=F(1,—2)=(12-(—2),e—1'<—2>sin(vr-1))=(—2}0)
Tyl

&

I noen eksempler ma vi forenkle uttrykket for vi gar til grensen:
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Eksempel 2: Finn grenseverdien til

22— o2
flz,y) = -
r—=y
nér (z,y) — (0,0).
Siden 22 — y® = (z + y)(z — y) har vi
22 — o2
lim r,y) = lim —
(x,y)-—'(O‘O} f( y) (Ivy}_“{uro) r—Yy
(z,y)—(0,0) =y o (zy)—(0,0)
fi
' AR &
\ (;)\ \}\ )(
Oppgaver til seksjon 2.3 MS ¥ X \

1. Finn grenseverdiene

a) lim (2% + 2zy)

(=)= (2.3)
b lim  z?sin(a
I
Ty

c lix P L
) {::r:,y}—ftl.ﬂ] z2+3y
d} (m,i}%i‘in(o,[}) %% . COS(‘I * y)

2. Anta at A C R™ og at a € R™. Anta at enhver kule B(a,¢) om a inneholder
minst ett element fra A forskjellig fra a. Vis at a er et opphopningspunkt for A.

3. Bevis setning 2.3.3.
4. Bevis setning 2.3.4

5. Bevis setning 2.3.5

2.4 Derivasjon av skalarfelt

Vi skal ni begynne & se pa derivasjon av funksjoner av flere variable. For at
det ikke skal veere altfor mange komponenter & holde styr pa, skal vi forst
derivere skalarfelt, dvs. funksjoner f : R™ — R der verdiene f(x) er tall. Fgr
vi setter igang for alvor, trenger vi en definisjon: Hvis A er en delmengde
av R", kalles a € A et indre punkt i A dersom det finnes en € > 0 slik at
B(a,€) C A. Dette betyr at dersom vi starter i a, kan vi ga et lite stykke i
en hvilken som helst retning uten & forlate A.

For en funksjon y = f(x) av én variabel forteller den deriverte f'(x) oss
hvor fort funksjonen vokser i punktet £ — gar vi et lite skritt med lengde h
langs z-aksen, vil funksjonsverdien gke med (omtrent) f'(2)h. For funksjoner

g

-
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av flere variable er situasjonen mer komplisert; vi har flere akser & bevege
oss langs, og vi kan ikke regne med at funksjonen stiger like mye uansett
hvilken retning vi gar i. Fer vi regner ut stigningstallet til funksjonen, ma
vi derfor spesifisere hvilken retning vi er interessert i. Dette er idéen bak
begrepet retningsderivert:

Definisjon 2.4.1 Anta at funksjonen f : A — R er definert pa en delmeng-
de A av R"™ og at a er et indre punkt i A. Tenk pd r € R™ som en vektor.
Den retningsderiverte til f i punktet a og retningen r er gitt ved

/a;r) = lim fla+ ?*-12 — f(a)

forutsatt at denne grensen eksisterer.

Figur 1 viser ideen bak definisjonen.

a/a+hr

/I‘

Figur 1

Punktene a + hr er de punktene vi kommer til hvis vi starter i a og gar i
retning r. Differansen f(a + hr) — f(a) forteller oss hvor mye funksjonen
gker nar vi beveger oss i denne retning, og brgken

f(a+ hr) — f(a)
h

m
er gkningen per lengdeenhet nar vi bruker |1 | som maéleenhet.

Legg merke til at vi bare har definert retningsderiverte i indre punkter.
Det garanterer at uttrykket f(a+ hr) — f(a) alltid gir mening bare vi velger
h liten nok. I punkter som ikke er indre, kan man ofte definere retningsde-
riverte i noen retninger, men ikke i andre. Vi skal ikke komme inn pa dette
her, men konsentrere oss om indre punkter.

Eksempel 1: La f(x,y) = 2 + 2y. Vi skal beregne den retningsderiverte
f'(a;r) ndr a = (1,0), r = (2,1). Forst observerer vi at

a+ hr=(1,0)+ A(2,1) = (1 4+ 2h,h),

som gir f(a+ hr) = (14 2h)? + (1 + 2h)h = 1 + 5k + 6h2. Tilsvarende er
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fla)=f(1,0)=124+1-0=1. Vi far

f(a+hr) — f(a) (1 + 5h + 6h%) — 1

f 2 — . — .
fan =" e
h + 6h?
= lim AT lim (5 4+ 6h) = 5.
h—0 h h—0

Hva betyr dette resultatet? Legg merke til at lengden til vektoren r er
Ir| = v22 + 12 = /5. Dersom vi gar et lite stykke h+/5 i retningen til vek-
toren r = (2,1), vil funksjonsverdien stige med (omtrent) f'(a;r)-h = 5-h. &

Det er lettest & forsta hva den retningsderiverte er dersom vektoren r har
lengde 1 - da er f/(a;r) rett og slett stigningstallet til funksjonen i retning
r nar vi méler med vanlige enheter. Ut i fra dette kan det vere fristende
& forutsette at |r| = 1 nar vi regner med retningsderiverte, men dette viser
seg & vaere upraktisk, blant annet fordi enhetsvektorer ofte inneholder stygge
kvadratratter.

S4 langt kan det se ut som om vi mé bygge opp en ny derivasjonsteori
helt fra bunnen av for & kunne beregne retningsderiverte til funksjoner av
flere variable. Det er heldigvis ikke ngdvendig; ved hjelp av sakalte partiell-
deriverte kan vi fgre mye av teorien tilbake til vanlig derivasjon av funksjoner
av én variabel. For vi definerer partiellderiverte, er det lurt & bli enig om
litt notasjon.

Den i-te enhetsvektoren e; 1 R™ er vektoren

g =0, 0,: 550,10z ., 0
T

i-te plass

langs den i-te koordinataksen.

Definisjon 2.4.2 La f: A — R vere en funksjon avn variable, og la a veere
et indre punkt i A. Den i-te partiellderiverte %(a) er den retningsderiverte
av f i retning av den i-te enhetsvektoren e;; det vil si

L@ =rae

Andre notasjoner for %(a) er D;f(a) og fx,(a). De partiellderiverte er altsa

stigningstallene til funksjonen parallelt med koordinataksene. Skriver vi ut
definisjonen i detalj, ser vi at

of / . f(a+he;) — f(a)

——(a) = f'(a;e;) = lim =

axi( ) = f'(aje;) = lim %

=l f((L]-,l‘LQ,... y @i + h: -"sa‘n) —
h—0 h

flai,az2,...,0:,...,0n0)

s\ "
¥ 4 v
( foowe®
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Det siste uttrykket har en sldende likhet med definisjonen av vanlig derivert.
Undersléar vi de variablene hvor det ikke skjer noen endring, ser vi at
0 4+ h) — ;
f Yim flai ) = flas)

6—33_3-(3) = h

Dette betyr at vi kan finne den partiellderiverte % ved a derivere uttrykket
y = f(x1,---,Tiy...,Tn) med hensyn pa z; mens vi later som om alle de
andre variablene er konstanter.

Eksempel 2: Finn de partiellderiverte % og %1-’; til funksjonen
flz,y) =z + z® + sin(a:ye'.-)
For & finne g—i deriverer vi uttrykket med hensyn pa z mens vi later som om

y er en konstant:
of

5y (@) =22+ y® + cos(zy) -y

For & finne %-E deriverer vi med hensyn pa y mens vi holder x konstant:

%(m?y) = 0+ 32y? + cos(zy)x = 3zy” + z cos(zy)

&

En funksjon f(xy1,z2,...,2Zn) av n variable har n partiellderiverte g}rf?
B i % Vi kan sette sammen disse til en vektor

dxo
(2,20, 2)

(9.1‘1}83'}27”"8$n

Denne vektoren er sa viktig at den har fitt sitt eget navn og sitt eget symbol.

Definisjon 2.4.3 Anta at de partiellderiverte til f eksisterer i punktet a €
R™. Da kalles

— (8 oy OF 0y . OF
Vi@ = (2@ 2@ @)

gradienten til f i punktet a.

Det er ofte lurt & tenke péa gradienten V f(a) som en vektor som starter i
punktet a slik som vist pa figuren nedenfor. Som vi snart skal se (setning
2.4.7), far gradienten da en geometrisk betydning — den peker i den retnin-
gen hvor funksjonen vokser raskest, og lengden |V f(a)| er lik stigningstallet
i denne retningen.
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Vf(a)
/

a

Figur 2
Eksempel 3: Finn gradienten til
f(z,y,2) = 2°ye™

i punktet a = (1,—-2,0).
Vi ma ferst finne de partiellderiverte. Deriverer vi mhp. z som om y og
z er konstanter, far vi

d 5 5
c'?_i: = 2zye™ + zye®* 2 = zye™* (2 + 12)
Deriverer vi mhp. y som om = og z er konstanter, far vi tilsvarende
_‘?__f_‘ — $2e:cz
Ay

Til slutt deriverer vi mhp. z som om z og y er konstanter:
g = 22yetiy = gdye™

Gradienten i et generelt punkt er dermed

Vf(z,y,z2) = (;rye“@ + z2), 2%, xgye“)
I vart punkt a = (1,-2,0) far vi

Vf(1,-2,0)=(1-(-2)-€"0 (2+1-0),1% €013 (-2) . e!?) =
= (—4,1,-2)
&

Vi har na sett hvordan vi kan bruke vare vanlige derivasjonsregler til a
regne ut partiellderiverte — vi bare deriverer som om de andre variablene
var konstanter. Neste post pa programmet er 4 vise hvordan vi kan regne ut
retningsderiverte ved hjelp av partiellderiverte.

La oss begynne med & se pa hva som skjer i to dimensjoner. Anta at vi
gnsker & derivere f i punktet a = (a;,az) i retningen r = (r1,72). Dersom h
er en liten storrelse, vet vi at

fla1 + hry,as + hra) — f(a1,a2) = f'(a;r) - h (2.4.1)
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nar vi ser bort fra en sterrelse som er liten sammenlignet med h.

Vi kan ogsé beregne differansen f(a1 + hri,ag + hry) — f(a1,a2) pé en
annen méate. Istedenfor & ga direkte langs vektoren r velger vi & ga parallelt
med koordinataksene som vist pa figur 2.

]

(31:0&) (al =+ h?"]}GQ)

(a1 + hri,as + hra)

Figur 3
Vi ser at

f(ay + hry,a2 + hre) — flai,a2) =
@kning parallelt med y-aksen

~

= f(ay + hr1, a2 + hre) — f(ar + hry,a2) +

gkning parallelt med z-aksen

+ ey + hri,a) — f(a1,a2)

Ser vi bort fra feil som er sma sammenlignet med h, far vi videre

flay + hry,a2) — flar,02) = E(a) - h__ﬁ».\
flar + hri, an + hra) — flax + hr1, a2) = 3L(a) - hr

Dette betyr at

0 0
flay + hry,as + hre) — f(ay,a2) = a—i(a)hrl + a—i(a)hrz (2.4.2)

(fortsatt med en feil som er liten sammenlignet med h). Sammenligner vi de
to uttrykkene (2.4.1) og (2.4.2) vi nd har for f(aj+hry, as+hre) — f(a1, a2),
ser vi at

fan) = L@ + L,
Gjennomfgrer vi et tilsvarende argument i n variable, fir vi formelen
2] 0 0
f’(a; 1) = 8—‘1;-%‘:1-(8.)7‘1 + 5’_.1{‘2(3)7‘2 e %{l(a)?‘n

der r = (r1,72,...,7,). Husker vi at gradienten til f er gitt ved

of of af
Vi@ = (@) 5@ 5 @),

R Gty
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kan vi skrive formelen ovenfor som et skalarprodukt
flla;r)=Vf(a)-r (2.4.3)

Denne formelen gir oss en effektiv mate & regne ut retningsderiverte pa;
vi finner alle de partiellderiverte, setter dem sammen til en gradient, og tar
skalarproduktet mellom gradienten og vektoren r. Beregningen som ledet oss
frem til (2.4.3), er imidlertid ingen streng utledning i matematisk forstand
(vi har skrevet eksakt likhet = en rekke steder der vi bare hadde omtrentlig
likhet), og det viser seg at det finnes funksjoner f som ikke oppfyller (2.4.3)
til tross for at bade den retningsderiverte og de partiellderiverte eksisterer
(et cksempel pa dette er funksjonen i eksempel 2 i seksjon 2.2, se oppgave 7).
Disse funksjonene oppferer seg imidlertid sa merkelig at vi gnsker & utelukke
dem fra teorien var. Vi skal derfor innfere et begrep deriverbar funksjon som
fanger opp funksjoner med den oppferselen vi gnsker oss. Utgangspunktet
for definisjonen er at vi gnsker at V f(a) - r skal veere en god tilneerming til
funksjonsdifferansen f(a +r) — f(a) nér r er liten. Mer presist gnsker vi at
“feilleddet”

o(r) = fla+r) - f(a) - Vf(a)-r

skal bli mindre og mindre sammenlignet med stgrrelsen til r, dvs. at

tim 28 g
r—0 |I‘|

Vi far altsa denne definisjonen:

Definisjon 2.4.4 Anta at f: A — R er definert pa en delmengde A av R™
og at a er et indre punkt i A. Anta videre at alle de partiellderiverte til f
eksisterer 1 punktet a. Vi sier at f er deriverbar ¢ a dersom funksjonen

o(r)=fla+r)—f(a) - Vf(a) r
gdr mot 0 hurtigere enn |r|, dvs.

lim b, =)

e o]

Kommentar: Man kan lure pa hvorfor vi ikke rett a slett sier at f er
deriverbar i a dersom f’(a;r) = Vf(a) - r holder for alle r. Det viser seg
imidlertid at definisjonen ovenfor gir en glattere teori hvor delene passer
bedre sammen. Det neste resultatet sier dessuten at vi far likheten f'(a;r) =
V f(a) - r nuansett.

Setning 2.4.5 Antaat f: A—Rer deﬂvé‘am’a. Daer f'(a;r) =V f(a)r
for alle r.
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Bewvis: Vi har

flair) = }llim A = lim

—0

= }13_:}{1) (Vf(a) -r+ Ir|g(h:)) =9 f(a)-r

siden limy_o %%—) == O

Vi tar med et cksempel pa hvordan formel (2.4.3) kan brukes til & be-
regne retningsderiverte.

Eksempel 4: La oss anta at funksjonen

fl,y,2) =2’y +e™*
er deriverbar. Vi skal finne den retningsderiverte f'(a;r) der a = (1,1,1) og
r = (1,—1,1). La oss fgrst finne gradienten til f:
of af 9 N of i
2L = Dy — =% — ze”VF = yz
B TY; B z°—zeT 52 2
Dette gir Vf = (2zy,z? — 2e 7Y%, —ye V%) og Vf(a) = Vf(1,1,1) =
(2,1 —e~1,—e™1). Folgelig er

flla;r) =V f(a) r=(2,1-= el —e1)-(1,-1,1) =1
&

For & kunne bruke formel (2.4.3) trenger vi a vite at funksjonene vére
er deriverbare. Det neste resultatet gir oss den informasjonen vi vanligvis
trenger. Beviset er ganske langt og komplisert, og egner seg nok best for
de ivrigste og flittigste. Et lite ord om terminologi: Vi sier at en funksjon
er definert i en omegn om a dersom det finnes en kule B(a,¢) om a der
funksjonen er definert (den kan godt veere definert pa et stgrre omrade
poenget er at vi i hvert fall vil sikre oss at den er definert for alle punkter
tilstrekkelig neer a).

Teorem 2.4.6 La f : A — R™ vere en funksjon av n variable. Anta at
alle de partiellderiverte 3‘% er definert i en omegn om a € A, og at de er
kontinuerlige i a. Da er f deriverbar i a.

Beuwis: For at ikke notasjonen skal bli for overveldende, skal vi ngye oss med
& bevise setningen for en funksjon f(x;,z2) av to variable. Beviset er en litt
oppstrammet variant av det argumentet som ledet oss til formel (2.4.3).
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Vi velger r sa liten at a + r ligger innenfor '(km%kulen der vi vet at de T

partiellderiverte eksisterer. Vi lar a = (a1, as), r = (r1,72) og observerer at

fla+r)— f(a) = flar + 71,02 + 12) — f(a1,a2)
(CL] + 11, a2 +T‘2) - f(a1 +r1,a2) +
+f(a1 + 71,a2) — f(a1,az)

Dette er samme type omskrivning som vi foretok da vi regnet oss frem til
(2.4.3). Hvis vi tenker pd z — f(z,a2) som en funksjon av én variabel,
forteller middelverdisetningen (se Kalkulus, seksjon 6.2) oss at det finnes et
punkt ¢ mellom a; og a; + r; slik at

flay +r1,a2) — flay,as) = ——(¢,a2) ™

0
drq
Helt tilsvarende kan vi finne et punkt d mellom as og as + ro slik at

o
flar +ri,a2 +12) — flar +711,02) = (}mi(al—F?”l d)ro

Kombinerer vi de resultatene vi na har, ser vi at

_of of
fla+r) - f(a)= E(Caﬂrz) 1 + 5:5—2(&1 +71,d) T2
Trekker vi fra Vf(a) -r = %(al,ag) 1+ ‘12 (a1, az) r2 pa begge sider, far
vi

fa+r)— f(a) - Vf(a) v =

o a I3
= O s . 2 v e e %(al,azm 2

3:1?1 @.’82 8_55'1
_ (2ot of of _9of
= (@:ﬁ ((,‘? ag) — o ((11, ag)) T+ (5!‘2 (al o d) B (al, (12)) T2

Sammenligner vi dette med definisjon 2.4.4, ser vi at

O’(I‘) (;jl ( ag) aS ;)i (al,ag)) L+ (:—f(al + Tl,d} - ;T');(aq, ag))

Var oppgave er & vise at lim,_g ﬁa(r) = 0. Siden |r{], |ra| < |r|, far vi

o(e)| < ( of )|) e

of
— (¢c.ar ai,
aml(f’,a).) B 1( 1,a2)
Deler vi pa pa |r|, ser vi at .

|r| Xi—(f ag) — ""—(Gl,az) | (a1 +r,d) — %(QI’GQ)N

(a1 +1,d) — di(al,ag

dzo

of
%—
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Dette uttrykket gar mot O fordi de particllderiverte er kontinuerlige i a =
(a1,a2), og (c,az) og (a + r1,d) nermer seg (ai,az) nar r — 0. Dermed er
teoremet bevist. a

Sammen med setning 2.4.5 forteller setningen ovenfor oss at sa lenge de
partiellderiverte er kontinuerlige, kan vi trygt bruke formelen

f'a5r) = Vf(a) .

Vi har allerede nevnt den geometriske tolkningen av gradienten - at
gradienten i punktet a peker i den retningen hvor funksjonen vokser hurtigst,
og at stigningstallet i denne retningen er lik lengden til gradienten. Vi har
né de redskapene som trengs til & bevise dette.

Setning 2.4.7 Anta at f er deriverbar i a. Da peker gradienten V f(a) i
den retningen hvor f wvokser hurtigst i punktet a, og stigningstallet til f i
denne retningen er |V f(a)|.

Bewis: Hvis u er en enhetsvektor (dvs. |u| = 1), sé forteller den retningsde-
riverte f/(a;u) = V f(a)-u oss hvor fort funksjonen vokser i den retningen u
peker. Funksjonen f vokser derfor hurtigst i den retningen u hvor V f(a)-u er
storst. Siden u er en enhetsvektor, forteller Schwarz’ ulikhet (setning 1.2.3)
oss at

IVf(a)-u| < [Vf(@)||u| = [V f(a)

med likhet bare hvis u og Vf(a) er parallelle. Dette betyr at |V f(a) - u]
er stgrst nar u og Vf(a) er parallelle. Na er det to enhetsvektorer som er
parallelle med Vf(a) — en som peker samme vei som V f(a), og en som
peker motsatt vei. Det er lett & se at Vf(a)-u = |V f(a)| nir u og Vf(a)

peker samme vei, og at Vf(a)-u = —|V f(a)| nar u og V f(a) peker motsatt
vei. Altsa har f sitt storste stigningstall |V f(a)| i den retningen som V f(a)
peker. |

Eksempel 5: I hvilken retning vokser funksjonen f(z,y) = z®ysin(may)
hurtigst nar vi star i punktet (1, 3)?
Vi ma forst finne gradienten. De partiellderiverte er

d : : 3
E)% = 3z?ysin(rzy) + 23y cos(rzy)(ry) = 3z’ysin(rzy) + 7z’y? cos(ray)

d y . .
e = 2% sin(ray) + 23y cos(wzy)(nz) = 23 sin(rzy) + mxly cos(rzy)

Setter vi inn (z,y) = (1, %)’ far vi

af (.1 z 3 1 5% 1, 3
i S [l (R L - S S s 13.(2) ceos(mel-2)==
32 ( ,2) 3-1 5 sin(m - 1 2)—{—11' 1 (2) cos(m - 1 2)
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og
8f ¥ s 1 g ¥ 1
=13.s e s B e e s e
e ( ) 1% -sin(w - 1 2) + -1 5 cos( 2)
Dermed er

v (1) = (2)

Funksjonen vokser altsa raskest i retningen ( % 1), og stigningstallet i denne

retningen er
IVf 1/ +12 = —+1— \/

Vi tar med et litt mer teoretisk resultat som vi far bruk for siden. For
funksjoner av én variabel vet vi at dersom den deriverte eksisterer i et punkt,
s er funksjonen kontinuerlig i punktet. For funksjoner av flere variable er
sammenhengen litt mer subtil — det kan faktisk hende at alle de retnings-
deriverte eksisterer i et punkt, men at funksjonen likevel ikke er kontinuerlig
i punktet (se oppgave 7). Er funksjonen deriverbar i betydningen vi innferte
i definisjon 2.4.4, er vi imidlertid pa den sikre siden.

&

Setning 2.4.8 Anta at f: A — R er en funksjon av n variable. Dersom f
er deriverbar i et punkt a € A, sa er [ kontinuerlig i a.

Bevis: Ifplge setning 2.3.5 er det nok & vise at limyx_., f(x) = f(a). Setter vi
r = X — a, er dette det samme som & vise at lim,_.o f(a +r) = f(a). Siden
f er deriverbar i a, vet vi at

fla+r) = f(a)+Vf(a) r+o(r)

der Jf—;? — 0 nar r — 0. Dette betyr spesielt at o(r) — 0, og dermed er

lim f(a+r) = lim (f(a) + Vf(2) x +0(r)) = f(2) +0+0 = f(a)

O

Helt til slutt skal vi se pa eksempel som viser en typisk anvendelse av
gradienter og partiellderiverte.

Eksempel 6: Anta at en tynn gass oppbevares i en beholder der vi kan
justere volumet V og temperaturen 7. Det viser seg da at trykket P er
proporsjonalt med temperaturen 7' og omvendt proporsjonalt med volumet
V,dvs. P = k% der k er en konstant som blant annet avhenger av hvor mye
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gass det er i beholderen (dette forutsetter egentlig at temperaturen males i
grader Kelvin og ikke Celsius, men det behgver vi ikke bry oss om her). Vi
kan tenke pa trykket P som en funksjon av T" og V:

a7
P(T. V)= k?
Partiellderiverer vi dette uttrykket, far vi
ﬁ — kl o QI_J — _ki
or v % v "VE

Gradienten er dermed

1 T
VP(T,V)=|k=,—k—
- (13 )
Det er ofte naturlig & spgrre hvor mye trykket endrer seg dersom vi gir
temperaturen et lite tillegg AT og volumet et lite tillegg AV. Det eksakte
uttrykket for dette tillegget er selvfglgelig

AP = P(T + AT,V + AV) — P(T,V),

men denne differansen er tung a arbeide med. Vi vet imidlertid at den har
en god tilneerming i skalarproduktet av gradienten V P med tilvekstvektoren
(AT, AV):

AP = P(T + AT,V + AV) — P(T,V) = VP(T,V) - (AT,AV) =

oP oP 1 T
= (‘?—TAT + WAV = k?AT - k-ﬁAV
Ved hjelp av denne formelen er det lett & ansla hvor mye trykket endrer seg
nar vi regulerer volumet og temperaturen.
La oss na anta at vi regulerer temperaturen og volumet kontinuerlig, og
at endringene AP, AT og AT har foregatt i lgpet av et lite tidsintervall At,
Endringen per tidsenhet er da

e B WY

At VAT V2R A
med bedre tilnszerming dess mindre At er. Lar vi At — 0, far vi
WPRNPY SR
Pli) = A.VT (t) ksz (t)

Ved hjelp av denne formelen kan vi regne ut hvor fort trykket endrer seg
dersom vi kjenner endringshastighetene til temperaturen og volumet. For-
melen er en forsmak pa kjerneregelen for funksjoner av flere variable. Vi skal
se narmere pa denne regelen i seksjon 2.7. &
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Oppgaver til seksjon 2.4

1. Finn de partiellderiverte til f.

a)  flz,y)= ;r::y —L— 3:1:3,:4 e) flz,y, z) = (f +y)e~*
by S(ay) = =5 £)  f(ayz) =S8

(3) f(ff, TJ) -2 (:OS(I - yg) g) f(a:?y. z} i zarctan(m + y)
d) f(z,y) = 2® In(zy?) h} Sl zw) = (22 +u)em=tH

2. Finn gradienten til funksjonen:

2) f(z,y) = 2%y

b) f(z,y,2) = z cos(zy>z2)

¢) flu,v,w) = we* %Y

d) f(z1,22,23) = zzarctan(z122) + e

3. Finn den retningsderiverte f'(a;r):

a) flz,y)=3zy+y* a=(L2) r=(3,-1)
b) flz,y) = In(z + y?); a=[(L0); r=(=1,1)

¢) flz,y,2)=x*y+2% a=(1,0,1); r=(1,1,-1)
d) f(z,y,2) = zsin(zy); a=(%,1,0); r=(2,0,-1)

4. I hvilken retning vokser funksjonen hurtigst i det angitte punktet

(’3.) f(ﬂ’f, y) " "‘I2y + 73}3, a= (4‘ _3)
b) f(z,v.2) = (z? -3%)e* a=(1,-1,3)
C) f(.'f:, .z, 'U,) = ‘r‘cuzg - yzzu; a= (1?0! _21 3)

5. Volumet til en sylinder med radius r og hgyde h er V = wr?h. Nar hgyden og
radien varierer, kan vi tenke pa dette som en funksjon i to variable V(r, h) = wr?h.
Forklar at néar radien endrer seg fra r til 7 + Ar og heyden endrer seg fra h til
h + Ah, s er endringen i V' tilnsermet gitt ved

av av

AV = —  -Ar+ —

ar ah
Anta at du har en sylinder hvor du vet at radien ligger mellom 2 m og 2.05 m
og hvor hgyden ligger mellom 5 m og 5.05 m. Bruk formelen ovenfor til & ansla
usikkerheten i volumet.

Ah = 2nrh Ar 4+ ar?Ah.

6. BMI (body mass index) er en indikator for undervekt og overvekt. For & finne
din BMI tar du vekten din (malt i kilo) og deler pa kvadratet av hgyden din (malt
i meter). Du kan tenke pa BMI som en funksjon av to variable

fo.h) = 75

a) Vis at dersom Av og Ah er sma endringer i vekt og hgyde, sa er endringen i

BMI gitt ved

A
Af(v,h) = —o — 2=,

}32 mAh
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b) En tommelfingerregel sier at for hver ekstra centimeter du har i hoyde, kan du
“tale” en ekstra kilo uten at BMI-en din endrer seg serlig. Bruk formelen i a) til a
undersgke hvor godt dette passer for personer med forskjellig vekt og hayde.

7. Vi skal se mer pa funksjonen f : R? — R fra eksempel 2 i seksjon 2.2. Husk at
denne funksjonen er gitt ved

FLr for (2,9) # (0,0)
Fory) =
0 for (z,y) = (0,0)

a) Vis at 2£(0,0) = 0 og 3£(0,0) = 0. Hva er V£(0,0)?

]
b) Bruk definisjonen av retningsderivert til & vise at f(0;r) = :—; der r = (ry,72),
T2 75 0.

¢) Vis at for denne funksjonen gjelder ikke likheten f(0;r) = V f(0) - r.

d) Vis at alle de retningsderiverte til f eksisterer i 0, men at funksjonen hverken
er kontinuerlig eller deriverbar i punktet.

2.5 Partiellderiverte av hgyere orden

Fra teorien for funksjoner av én variabel vet vi at det ofte er nyttig eller
nodvendig & derivere mer enn én gang. Ogsa i flervariabel teori er det ofte
nyttig & arbeide med annenderiverte, tredjederiverte osv. Den store forskjel-
len er at vi har s4 mange flere mater & derivere pa.

Eksempel 1: La f(z,y) = 2?y® + y%. Vi har to partiellderiverte av forste

orden of
2L 93 . il 8
Oz J:y o8 dy
Nar vi skal regne ut annenderiverte, har vi mange valg. Vi kan for eksempel
derivere -g—é med Hensyn pé z en gang til:
Pf) 8 (8f\_ 8, s o
—_— = — | — = — (2 e &
Hx? 5‘:1:(83:) 8fc( W) =2y

— 33:23;2 + 2y

: . a . \ O &
&’\1 kan ogsa deru-jg_re\;—};’% med hensyn pa y:

#f | 0 (8)’)

5]
R By Ry [ e 2r3Y) = Gy,
.@yt‘)_;_t dy \ oz () =6y

oy
I tillegg kan vi derivere %5 med hensyn pa bade x og y:

A2 p )

| Ozdy,” 8z \dy) Oz
{ agf_ 6 6f - 8 L 2
C7A S_y(gg;) - 3_y(53' y*+2y) =62y +2

o S
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2
Vi har altsa fire annenordens partiellderiverte for denne funksjonen: —2—5‘;,
82f  9%f 9% f s

dydx ' Jxoy oyt -

Den generelle notasjonen skulle fremgéa av eksemplet ovenfor —
aﬂ. f

8.1?5“ e 8:«?1'2 8373'1

er den funksjonen vi far ved a derivere funksjonen f n ganger, forst med
hensyn pa variabelen 2; , s& med hensyn pé variabelen z;, osv.

L2 w i G PR TR g . . , a2 5

I eksemplet ovenfor sa vi at de to “blandede” partiellderiverte BTo\% 0g

a“; — var like. Dette er ikke en universell regel; det finnes funksjoner f slik

’ 2 2 o . . .

at a‘l—afy og 6?;5; er forskjellige, men for de fleste vi stgter pa i praksis, vil

de blandede partiellderiverte vaere like. Den neste setningen viser at dette

gjelder dersom de annenordens partiellderiverte eksisterer i en omegn rundt

punktet a og er kontinuerlige i a. Beviset er krevende og minner om beviset

for teorem 2.4.6. I oppgave 4 finner du et eksempel pa en funksjon der de

blandede particllderiverte ikke er like.

Setning 2.5.1 La f(xy,...,zn) vere en funksjon av n variable. Anta at

82 dz o . n 2 f :
_Lax,-,a:sj 0g —f_aa.-ja:s,; eksisterer i en omegn om punktet a og er kontinuerlige i a.
O — _9f
Da er z:0; (a) - :"ija:cé(a)‘

Bevis: For a forenkle notasjonen antar vi at f(z,y) er en funksjon av to
2 92 "

variable, og at (cfc af og fLax eksisterer i en omegn om punktet (a,b) og er

kontinuerlige i (a, b). Anta at tallene h, k er sa sma at hele rektangelet i figur

1 ligger i det omradet der de blandede partiellderiverte eksisterer.

(a,b+ k) (a4 h,b+ k)
+
-i—. —_
(a,b) (a+h,b)
Figur 1

La

A(hyk) = f(a+h,b+ k) — fla,b+ k) — f(a+ h,b) + f(a,b)
der vi har kombinert funksjonsverdiene i hjgrnene pé rektanglet vart ved &
bruke fortegnene vist pa figuren. Vi skal vise at grenseverdien

Afhk)

(n,k}lf%o,m \h - k/
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or lik bade 24 (a,b) og 2 (a,b).
Ferst skritt er & bruke middelverdisetningen pa funksjonen

9(33) - f(:c,b-l—k) i f(:t,b).
Vi far
gla+h)—gla)=g'(c) - h

for en ¢ mellom a og a + h. Setter vi inn den opprinnelige funksjonen, ser vi
aft,

fla+h,b+k)— fla+h,b)— fla,b+ k) + fla,b) =

[df( b+k)—?((’ b)Jh

Dette kan ogsa skrives

Al k) = [8f( b k) — g—f(p b

Neste steg er 4 bruke middelverdisetningen pa funksjonen

W) = 3 e.w)

Vi far
Gb+k)-—GOb) =G'(d) k

for en d mellom b og b+ k. Dette kan ogsé skrives

af af o2 f
— (e, b) = ——(e -k
Lo+ k) = 5he.b) = 5 ()
Kombinerer vi formlene vare, ser vi at
2
A(h, k) = Biéfm (c,d) - hk

Siden TL er kontinuerlig i (a,b), vil ayax 2f (¢,d) — ﬁ(a b) nar (h,k) — 0.
Fojlgellg er
A(hk)  O*f
im = —
(hk)—(0,0) hk dyox

(a,b)

For 4 vise at ogsa i kl)imm 5 Alhk) _ ga:a%(a b), bytter vi om pa rollene til
1, it t

variablene x og y i argumentet ovenfor. Vi starter med & bruke middelverdi-
setningen pa funksjonen

¥(y) = fla+h,y) — f(a,y)
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og fortsetter pa akkurat samme mate som ovenfor. Detaljene overlates til
leserne. o

At blandede partiellderiverte av annen orden er like, medfgrer ogsa at
blandede partiellderiverte av hgyere orden er likesdersom de inneholder like
mange derivasjoner med hensyn pa hver variabel. Dersom f har kontinuerlige
fierdederiverte, kan vi for eksempel vise at

o 8
0z0yd20x  Hz0y0xdx

péa fplgende mate:

o' f o'f o'f f

drOydz0z - Ozxdz0yox - 8z0z0ydx ~ 020ydxdx

Overbevis deg selv om at du kan begrunne disse overgangene.

Oppgaver til seksjon 2.5
1. Regn ut de annenordens partiellderiverte til funksjonene:

) = 32y + 2%z

a) flz,y

b) flz,y) = zsiny

c) flz,y)=z%e"Y

d) f(z,y,2) = 2%z — y%2?

2. Regn ut de partiellderiverte:
% o .
a) zapigy Dar f(z,y,z) = 2ye*.

34! o B
b) dydzdzdz nar j($= Y, Z) = 3:23}3 COSTYZ.

3. Gjennomfor den siste delen av beviset for setning 2.5.1 (dvs. at i kl)im{o 5y 'ﬁ(',i‘k'k) =
92 i :
2L (a.b))

4.' I denne oppgaven skal vi se pa en funksjon f : R? — R slik at %(0,0) £
3—25-(0. 0). Funksjonen er gitt ved

dydx
245’ nar (z,9) # (0,0)
f(z,y) =
0 nar (z,y) = (0,0)

a) Vis at f(z,0) = 0 for alle z og at f(0,y) = 0 for alle y. Bruk dette til & vise at
2£(0,0) =0 0g §£(0,0) =0.

da

b) Vis at for (z,y) # (0,0) er
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af y(z* + 42%y? — y*)
vd;(w) = T
oy o (22 + y2)?
¢) Vis at %E(U, 0) = —1 ved & bruke
i 9L(0,h) — 3L(0,0)
63;5‘:1:( M= ot h

Vis péa tilsvarende mate at %(0, 0) ==

2.6 Derivasjon av vektorvaluerte funksjoner

Hittil har vi sett pa derivasjon av funksjoner som tar verdier i R. Vi skal
né utvide teorien var til ogsa & omfatte funksjoner som tar verdier i R™ der
m er stgrre enn 1, altsa til vektorvaluerte funksjoner. Husk at en funksjon
F : R®™ — R™ kan skrives pa komponentform

der Fy, F,, ..., Fy er funksjoner med verdier i R (i denne seksjonen er det
lurt & tenke pa de fleste vektorer som sgylevektorer siden vi skal multiplisere
dem med matriser). Dersom alle disse funksjonen lar seg derivere, kan vi
samle alle de partiellderiverte i en stor matrise, den sakalte Jacobi-matrisen
til F:

[ E@) E@) - E@

@) 52(a) - 2
F'(a) =

Yn(a) Yn(a) ..o Yn(a)

Legg merke til hvordan denne matrisen er bygget opp: I ferste linje har vi alle
particllderiverte av forstekomponent Fj, i annen linje alle partiellderiverte
av annenkomponent Fy osv. Sagt pa en annen mate: Forste linje i Jacobi-
matrisen er gradienten til Fy, andre linje er gradienten til F» osv. Dersom F
er et skalarfelt (og altsd tar verdier i R), har Jacobi-matrisen bare én linje
og er identisk med gradienten VF.
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Jacobi-matrisen spiller pd mange mater den samme rollen for funksjoner
av flere variable som den deriverte gjor for funksjoner av én variabel, og vi
har derfor valgt en notasjon F’'(a) som ligner pa den notasjonen vi er vant
til.

Hvis man fgrst har lert seg & partiellderivere, er det ingen kunst (men
en del arbeid!) & finne en Jacobi-matrise.

Eksempel 1: Finn Jacobi-matrisen til funksjonen

$J3

F(z,y) = em+'y2
32y
I dette tilfellet er

Fi(z,y) =2y, Falz,y) =" og Fy(z,y) = 3%

Vi partiellderiverer og far

aF) F
OF _ & ¢ P _apd
oz dy
oF, 42 OF, 2
= = 2 — 9yetty
dr ¢ . Oy -
—— 3 # o — I 3’
e 6ry og ay x
Jacobi-matrisen blir dermed
y3 31,9,2
F(z,y) = | e=tV® 2yesty’
6xy 322

&

Vi skal na forsgke 4 finne ut hvordan vi ber definere deriverbarhet for vek-
torvaluerte funksjoner F. La oss ga tilbake til den generelle Jacobi-matrisen

e SR@ - FE@)
@ 52 52 (a)
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Ganger vi denne med en sgylevektor

T1
T2
r: .
Tn
far vi
Fia) GB(a) - %(a)\ 1\ VFi(a) r
%?(a) G2(a) - %ﬁ(&) T2 VF(a)-r
F'(a)r = =
a(a) Yu(a) - Pm@) ) \ VEn(a)-r

der vi har brukt at ferste rad i F/(a) er gradienten til Fy, andre rad er
gradienten til £ osv. Dersom Fy, Fy, ..., F, er deriverbare funksjoner, er

VFi(a) -r~Fi(a+r) - Fi(a)

VEy(a) -r = Fy(a+r)— Fya)

VFm(a) rx Fp(a+ r) = Fm(a)

med bedre tilnserming dess mindre r er. Altsa er

Fl(a—i—r) = F]{a}
F'(a)r ~ - r? | F(a+r) - F(a)
Fp(a+r) — Fp(a)

Dette gir oss en indikasjon pé hvordan vi skal definere deriverbarhet for
vektorvaluerte funksjoner — vi gnsker at avviket i tilnsermingen

F(a+r)—F(a) = F'(a)r
skal veere lite sammenlignet med sterrelsen til r:

Definisjon 2.6.1 Anta at F : A — R™ er en funksjon av n variable og at
a er et indre punkt i A. Vi sier at F er der: deriverbar ¢ a dersom
funksjonen '

o(r)=F(a+r)—F(a) - F'(a)r

\

,-\,!-,"\

s} PN
(il dooed F16))
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gdar mot null fortere enn |r|, dvs. at

1
lim —o(r) =0
r—0 |I‘|

(legg merke til at o na er en vektorvaluert funksjon med verdier i R™).

Mange vil kanskje frykte at vi na mé begynne helt forfra med a utvikle
en teori for deriverbarhet akkurat som vi gjorde for skalarfelt i seksjon 2.4,
men takket veere den neste setningen er det ungdvendig.

Setning 2.6.2 En funksjon F : A — R™ er deriverbar i et indre punkt
a € A hvis og bare hvis hver komponent F; er deriverbar i a.

Beuvis: Vi har
o(r) = F(a+r)-—F(a)-F(a)r=

Fi(a+r)— bylay—~ o1(r)
B Fg(a -+ I‘) = Fg(a) — _ ()] (I’)
Fpn(a+r) — Fp(a) - Um-(r)

Dermed er

a1(r)
)
aalr
1
—|—|-0'(r) = =
r :
am(r)

og vi vet fra setning 2.3.3 at 11_ o(r) — 0 hvis og bare hvis J"ir} — 0 for
alle 7. Dette betyr at F er dcriveg)ar hvis og bare hvis hver F; er deriverbar. O

Kombinerer vi dette resultatet med setning 2.4.6, far vi:

Korollar 2.6.3 Anta at F : A — R™ er en funksjon av n variable og at a

er et indre punkt i A. Dersom alle komponentene ?Tf; i Jacobi-matrisen er

definert i en omegn rundt a og er kontinuerlige i a, sa er F deriverbar i a.

Bevis: Ifglge setning 2.4.6 er hver av komponentene F; til F deriverbar i a,
og ifslge setningen ovenfor er da F deriverbar i a. O

Eksempel 2: Vis at funksjonen

.Tys

F(z,y) = | eV
32y

am—
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fra eksempel 1 er deriverbar.
Vi har allerede regnet ut Jacobi-matrisen til F, og komponentene er
apenbart kontinuerlige overalt. Altsa er F deriverbar ifglge korollaret. D

Den neste setningen kan se litt underlig ut, men vi kommer til & ha stor
glede av den. Setningen sier at ingen annen matrise B kan “stjele jobben”
til Jacobi-matrisen F’'(a) — dersom B tilfredsstiller en betingelse av samme
type som F'(a) oppfyller i definisjon 2.6.1, s ma B veere lik F'(a). Det finnes
ogsa andre tolkninger av setningen som vi skal komme tilbake til senere.

Setning 2.6.4 La F : A — R™ vere en funksjon av n variable og la a vere
et indre punkt 1 A. Anta at det finnes en m x n-matrise B slik at funksjonen

6(r)=F(a+r)—F(a) — Br

tilfredsstiller

lim T:_—[&(r) = 0.

r—0

Da er F deriverbar i a og

F'(a) =B
Beuvis: Vi velger r = re; der
0
e = 1
0

er den i-te enhetsvektoren og der r € R. Da er
F(a+ re;) — F(a) = B(re;) + 6(re;)

Deler vi pa r og bruker at |re;| = r, far vi

F(a+re)) —F(a) Be: + o(re;)
i - ! |Teii

Nar r — 0, vil det siste leddet pa heyre side ga mot 0 ifelge antagelsen, sa
hgyresiden gar mot

b]é
Bei =

hm:’
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Da mé venstresiden konvergere mot det samme, og vi far

( ]imr-.o F a+re;)—F1(a) ( bli \
lim, _o 2latre)—Fa(a) bos
lim &+ 7e3) (a) - -
r—{ i
Ii Fm(atre;)—Fin(a) \ s
1My = ) i

Ved definisjonen av partiellderiverte betyr dette at BT‘:L = byy, g—‘z = by; 0g sd
videre. Altsa cksisterer alle de partiellderiverte og F'(a) = B. Deriverbarhet
folger nd av at limy_o |—11;|6r(r) =i |

Oppgaver til seksjon 2.6
1. Finn Jacobi-matrisen til funksjon(’.irii)

a) F(z,y) = (2®y.2+ yg)}
b) F(z,y,2) = ('¥*5,ay2?)x
c) F(z,y) = (zarctan(zy), zIny, zy cos y?)(

d) F(z,y,z,u) = (a:ysin(a:uz),zzu}(

2.7 Kjerneregelen

For funksjoner av én variabel sier kjerneregelen at den deriverte til den
sammensatte funksjonen h(z) = f(g(z)) er gitt ved h'(z) = f'(g(z))g'(z).
Kjerneregelen for funksjoner av flere variable har akkurat samme form; der-
som H er den sammensatte funksjonen H(x) = F(G(x)), s& er

H'(x) = F(G(x))G'(x) (2.7.1)

Selv om formen er den samme, er innholdet mer komplisert — uttrykkene
H'(x), F/(G(x)) og G/(x) er na matriser, og formelen sier at Jacobi-matrisen
til H i punktet x er lik matriseproduktet av Jacobi-matrisen til F i punktet
G(x) og Jacobi-matrisen til G i punkfet x.

Formel (2.7.1) uttrykker kjerneregelen i en kortfattet form som er lett
& huske, men som ikke er sa praktisk & bruke i utregninger. Vi skal derfor
neerme oss kjerneregelen fra en litt annen synsvinkel og heller komme tilbake
til matriseformuleringen i (2.7.1) etter hvert. Vi tenker oss at vi har en
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funksjon (et skalarfelt) f(ui,us,...,um) av m variable. For hver variabel u;
substituerer vi en funksjon g;(z1,22,...,2,) slik at vi fir en sammensatt
funksjon

h(.’l.':1.,:1'.'2. Y ‘xﬂ) TR f(gl(.'l’.'],.'l'}g, A '}xn)!g?{xl-.m‘?.\ cee s:I’In)1 v $9m(-'171-.'l-’2 - -\:f:ﬂ.})

av n variable. Spgrsmalet er: dersom vi kjenner alle de partiellderiverte til de
opprinnelige funksjonene f, g1, g2,. - - , gm, kan vi da finne de partiellderiverte
til den sammensatte funksjonen h? Svaret er ja, men for vi skriver opp
formelen som viser oss hvordan vi kan regne ut de partiellderiverte til h, er
det lurt & komprimere notasjonen litt slik at vi slipper & arbeide med altfor
lange uttrykk. Dersom vi bruker vektornotasjon og skriver

== (7 B sy i)
X =y By apiy)
0g
g(x) :X(glfiffl:x?: L ) 3;11),_(}2(3:]_,3:2-, e 13:?1)) A :gﬂl(xl':;zz e :I’n)):

kan definisjonen av h skrives

Dersom g er deriverbar i punktet x og f er deriverbar i punktet u = g(x),
viser det seg at de partiellderiverte til h er gitt ved

Oh . Of (O . OF 109

of
3_$:(x - 0wy (u)éa & Ous o Ox;

O

OGgm
oz;

(%) +. (w)Z2m (%) (2.7.2)
o o

Denne formelen kaller vi kjerneregelep/pd komponentform, mens (2.7.1) kal-
les kjerneregelen pa matriseform — “skal senere se at selv om formen er
forskjellig, sa uttrykker de to formlene det samme.

Legg merke til at vi i (2.7.2) evaluerer de partiellderiverte til f i punktet
u = g(x); det betyr at etter at vi har regnet ut de particllderiverte til f,
ma vi erstatte u; med gy (x1,...,%,), u2 med go(xy,...,T,) 0sv. Legg ogsa
merke til at det er et system i hvilke derivasjoner vi gjor i formel (2.7.2); vi
deriverer med hensyn pa alle “mellomvariablene” uq,us,. .., um, men bare
med hensyn pé én av “grunnvariablene” 1,2, ..., Zn, nemlig den x;-en som
inngar i den opprinnelige derivasjonen av h.

Ting blir klarere hvis vi ser pa et eksempel:

Eksempel 1: Vi skal se pa tilfellet der

f(U1 F uz) == 21&11&%
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og
g1 (1‘1,312, T3) = r1298inxy

g2(z1, T3, T3) = 3TiT273
Vi finner den sammensatte funksjonen A% f(g(x)) ved & substituere u; =
g1(x1, 22, 23) = T1228In T3 O U2 = go(T1, T2, T3) = 3.’13‘%3256‘3 inn i uttrykket
for f:
h(z1,x2,23) = f(u1,us) = 2ugus =
= 2(z12y sin 23) (3x2xp23)? = 18232323 sin x5

Vi kan selvfglgelig finne de partiellderiverte til h ved & derivere dette ut-
trykket pa vanlig mate, men la oss se hvordan vi kan bruke kjerneregelen
isteden. Ifplge (2.7.2) er

Oh o _ Of (0ur .\ OF 00
Oz, () = duy dry (X) * Ous (u)f)xl %)

Regner vi ut de partiellderiverte til f, g1 og g2 og setter inn i dette uttrykket,
far vi
oh

f}‘.tl

(u

(X) = (2“%) (35‘2 sin 333) + (4?.51%2) (63‘31332:{:3)

Helt til slutt setter vi inn uttrykkene u; = ¢1(x1,x2,23) = T1x28In T3 0
Uy = gg(:l:l, T2, :1:3) = 3:1‘3%:1:22:3:

Oh : . ;

%(x) - (2(3:::33:2:@)3) (zosinzy) + (4(:.:13:2 5111:1.:3}(3;3%:1;2;::3)) (6x12023) =
= 18z{x3a3 sinzs + 7222323 sin 23 = 90z {323 sin x5

Det er god trening i a finne %‘;(x) og g%(x) pa tilsvarende mate. &

Bemerkning: Hvis du ser ngyere pa eksemplet ovenfor, vil du oppdage at
vi har regnet ut Z%},-‘]-(x) pa en svert tungvi_n;)né.te — det gar mye raske-
re & bare derivere uttrykket h(zy,z9,z3) = 181"‘{3*233,§ sin x5 pa vanlig méate!
Dette er ganske typisk; kjerneregelen 1 flere variable er faktisk ikke en serlig
effektiv metode for & regne ut partiellderiverte til funksjoner gitt ved formler
— regelens styrke ligger isteden i at den er et utmerket redskap til & utlede
generelle sammenhenger mellom varierende stgrrelser. For vi ser neermere
pé dette, kan det veere lurt 4 ta med enda et konkret eksempel slik at vi blir

litt bedre kjent med kjerneregelen.

Eksempel 2: I eksemplet ovenfor het de variable w;, ug og =1, 22, 3 akkurat
som i var generelle formel (2.7.2). Nar man bruker kjerneregelen i andre fag,
har de variable vanligvis helt andre navn, og det er viktig at vi da greier &
kjenne igjen de forskjellige delene av kjerneregelen. La oss néd tenke oss at

vi har en funksjon
f(s,t) = e°t?
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og at s og t er funksjoner av underliggende variable u og v
s = S(u,v) = 3uv® og t = T(u,v) = cos(uv)

Vi vil bruke kjerneregelen til 4 finne de partiellderiverte til den sammensatte
funksjonen
h(u,v) = f(S(u,v), T(u,v))

I dette tilfellet sier formel (2.7.2)

oh a ' oT

O ,0) = 2L (5,95, 0) + 5,005 (r0)
og

oh of of

F);(u}'v) 65(5 t)—(? )—f—ﬁ(s t) )(u:v}

(husk at vi skal derivere med hensyn péd begge mellmnvana,hlmc s og
t, men bare med hensyn pa den “opprinnelige” grunnvariableh’ ) eller v).
Regner vi ut de partiellderiverte og setter inn s = S(u,v) = 3uvd og t =
T(u,v) = cos(uv), far vi

h
%(u, v) = e’t23v> + 2e°t(— sin(uv)v) =

= 3 (cos(uv))?3v® — 26> cos(uv) sin(uv)y =

= ve®** cos(uv) (3'02 cos(uv) — 2 sin(uv))

Den andre partiellderiverte g%(u, v) finner vi pa tilsvarende mate. )

Vi skal ta med et par eksempler pa hvordan kjerneregelen brukes i andre
fag. For vi gjor det, kan det veere greit med noen ord om notasjon. Nar vi
bruker kjerneregelen i praktiske situasjoner, blir uttrykkene ofte lange og
noversiktlige. For & lette lesbarheten er det vanlig a utelate punktene som
funksjonene evalueres i — man skriver altsa

Oh _ Of g1  Of 092 ) Of Ogm

ax; 8151 Or; * By dus Oz; O, o
istedenfor
Oh .\ _ Of .04 of 9 of (. 99m
a.?l'f, (X | C')U,l diﬁg‘ (x) it 6’152 ( )33'1_ (X) g s aunt (u)_é_xj(X)

og setter fgrst inn verdiene til x og u nar man har behov for dem.
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Eksempel 3: I gkonomi er utbyttet til et firma avhengig av forskjellige
faktorer. For en bonde kan vi tenke oss at utbyttet er avhengig av tre fak-
torer: arbeidsinnsatsen a, den lopende kapitalinvesteringen k, og arealet av
dyrkbar mark m. Utbyttet U er dermed en funksjon

U = F(a, k,m)

Vi tenker oss at de tre faktorene varierer med tiden: a = A(t), k = K (t) og
m = M(t). Kjerneregelen forteller oss na hvordan utbyttet U varierer med

tiden:
Ol . oF R  OHOK . OF 34
ot Oa Ot Ok Ot Om Ot
der vi ma huske at vi skal evaluere de partiellderiverte %%, %, % i punktet
(A(t), K(t), M(t)). Legg merke til at i denne formelen er U, A, K og M
bare avhengige av én variabel ¢, og vi kan derfor skrive vanlige deriverte
istedenfor partiellderiverte:
oF oF oF
! — ___A.r t _K( t Lsadll !
g Oa () + Jk ()% 6mM (®)
I gkonomiske modeller antar man ofte at utbyttefunksjonen F' er en
Cobb-Douglasfunksjon, dvs. at den har formen

F(a,k,m) = Ca®kPm
der C, @, 3 og v er positive konstanter. Deriverer vi dette uttrykket, far vi

(?_F = Caa® 'kPm?, L CBakP~m?, . Cya®kPmr!
da ok om

som innsatt i uttrykket ovenfor gir (etter litt opprydning):

AW K M)
710) K(t)”M(t))

I en gkonomisk situasjon med begrensede ressurser vil man ofte overveie &
styrke noen innsatsomrader pa bekostning av andre. Bonden var kan f.eks.
overveie & utvide det dyrkede arealet m ved & kjgpe tilleggsjord, men er da
tvunget til 4 redusere kapitalinvesteringen k. Om slike omprioriteringer er
lennsomme eller ikke, viser seg i fortegnet til den deriverte U'(t) av utbytte-
funksjonen. Ifglge formelen ovenfor er dette fortegnet bestemt av fortegnet
til uttrykket

U'(t) = CA(t)*K (t)P M (t)" (a +8

A'(t) K'(t) M'(t)
TR ORI

(CA(t)*K(t)° M () er alltid positiv). Fortegnet til den deriverte av utbytte-

funksjonen er altsi bestemt av en kombinasjon av de relative veksthastighe-

tene -‘}{(f—}), %%) og %%} og Cobb-Douglaseksponentene «, 3 og . For en
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skonom med trening i 4 tolke Cobb-Douglaseksponenter gir et slikt uttrykk
gkonomisk mening. O

Eksempel 4: Nar en gass oppbevares i en beholder, er trykket P en funksjon
av temperaturen T og volumet V; vi har altsa

Hvilken funksjon f det er naturlig & bruke, avhenger bade av hvilken gass
vi ser pa, og av hvor stor ngyaktighet vi gnsker. Forelppig lar vi f veere
uspesifisert slik at regningene vare gjelder for alle modeller. Dersom volumet,
og temperaturen varierer med tiden ¢, vil ogsa trykket variere med tidel(;-'

Vi kan finne den deriverte av denne funksjonen ved & bruke kjerncregelen
(husk at P(t), T(t) og V(t) bare avhenger av én variabel ¢ slik at vi kan
bruke vanlige deriverte P'(t), T'(t) og V’(t) istedenfor partiellderiverte %,

% o8 of o
¢
= _=T'(t)+=V'(t
oT ®) ov ®)

Dersom gassen er tynn og kreftene mellom gasspartiklene er svake (fysi-
kerne kaller dette en ideell gass), kan man anta at trykket P er proporsjo-
nalt med temperaturen 7" og omvendt proporsjonalt med volumet V, dvs.
P= klv der k er en konstant som blant annet avhenger av hvor mye gass

det er i beholderen. Vi har altsa

P'(t)

P = FITV)=hes

v
I dette tilfellet er
BRI @R
or v % v Ve
Setter vi dette inn i formelen for P'(t), far vi
! e 1 ! » 2 Y
P = kVT (t) ksz (t)

Vi har tidligere regnet oss frem til denne formelen pé en litt annen mate (se
eksempel 6 i seksjon 2.4).

Regning med partiellderiverte og kjerneregelen stér sentralt i termo-
dynamikken, og utregningene ovenfor er bare et enkelt ecksempel. &

Vi begynte denne seksjonen med & skrive opp kjerneregelen pa matrise-
form:

H'(x) = F'(G(x))G'(x),
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men siden har vi bare arbeidet med regelen pa komponentform:

Ok, _ 8F ; Bm

af g2 a O9m
M= 81,:1 u) 55’:1‘, (X) i’ 5"1',_&;(“)

8%(3(} SHiuin Tt M(u) B, (x)

Ox;

La oss né se litt pa sammenhengen mellom de to formene.

Nar vi arbeider med kjerneregelen pa matriseform, tenker vi oss at vi
starter med to funksjoner G : R® — R™, F : R™ — R* og at vi danner den
sammensatte funksjonen H : R® — R* ved H(x) = F(G(x)) som vist pd
figuren.

Skriver vi ut komponentene til H'(x), F'(G(x)), og G'(x), far kjerne-
regelen H'(x) = F/(G(x))G'(x) denne formen:

Uh(x) Yh(x) - §H(x)

Oa(x) ha(x) ... 2h(x)

Fok(x)  GaE(x) 2tk (x)
S5GW) FHGHE) - FE(GH) Wi(x) Wi(x) - i(x)
ﬁ—if(G(x}) %(G(X)) %}(G(XD %%‘f'(x) %‘:'::j(x} %%(x}
%%(G(X)) %{f(G(x)) %}:(G(x)) %C;.Lla(x) %&(x) %(:if.“(x)

Den ij-te komponenten i den fgrste matrisen er %(x). Denne kompo-
e _
nenten mé vaere skalarproduktet av den z'-te@njeh 1 den andre matrisen og

den j-te sgylen i den tredje matrisen, altsa: N

OH; .\ _ OF;
(9333' - ('911.1

8Gy , . OF; 9Ga v O o om

o, P g, (G0 g, gy (Gl 0

(G(x))
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Dette er ikke noe annet enn kjerneregelen pa komponentform anvendt pa
funksjonen H;(x) = Fi(G(x)). Vi har dermed vist at kjerneregelen pa kom-
ponentform rett og slett er det vi fr nar vi ganger ut matriseproduktet i
formelen H'(x) = F'(G(x))G'(x) og sjekker hva som skjer med hver enkelt
komponent. Nar vi nd skal bevise kjerneregelen, holder det derfor a bevise
den pa matriseform.

Teorem 2.7.1 (Kjerneregelen pa matriseform) Anta at vi har to meng-
der A ¢ R", B C R™ og to funksjoner G : A — B, F : B — R¥. Dersom

G er deriverbar i punktet a € A, og F er deriverbar i punktet b = G(a), sd

er den sammensatte funksjonen H(x) = F(G(x)) deriverbar i a, og Jacobi-

matrisen til H er gitt ved

H'(a) = F'(G(a))G'(a)

Bewis: Dette beviset er ikke s vanskelig nar man har forstatt ideen, men det
er langt og litt kronglete. Ideen er & bruke setning 2.6.4 med F'(G(a))G'(a)
i rollen som matrisen B. Alt vi da behgver & vise, er at funksjonen

&(r) = H(a+r) — H(a) — (F'(G(a))G'(a))r (2.7.3)
tilfredsstiller kravet
lin, |1?|£r(r) ~0 (2.7.4)

For & vise dette, ma vi bruke at G og F er deriverbare. Siden G er deriverbar
i a, vet vi at funksjonen

o1(r) = G(a+r) — G(a) - G'(a)r (2.7.5)
tilfredsstiller kravet )
}E»% ma;(r) =0 (2.7.6)

Siden F er deriverbar i b = G(a), vet vi tilsvarende at funksjonen
oa(s) = F(b+s) — F(b) — F/(b)s = (2.7.7)

=F(G(a) +s) - F(G(a)) - F'(G(a))s

tilfredsstiller kravet

s 1
él_&ré EJQ(S) =0 (2.7.8)

Vi setter s = G(a+r) — G(a). Da er G(a+r) = G(a) +s, og fra (2.7.5)
ser vi dessuten at s = G'(a)r + o1(r). Dermed er

H(a+r) =F(G(a+r)) = F(G(a) +s) = F(G(a)) + F'(G(a))s + o2(s)
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der vi i siste trinn har brukt (2.7.7). Siden s = G/(a)r + o1(r), gir dette
videre

H(a + ) = F(G(a))) + F'(G(a))(G’(a)r + ol(r)) + oa(s) =

=H(a) + F'(G(2))G/(a)r + F'(G(a))o1(r) + 2(s)
Sammenligner vi dette med (2.7.3), ser vi at
6(r) = F'(G(a))oi(r) + aa(s)

Ifplge (2.7.4) er var oppgave dermed & vise at

hm ! o(r) = lim xS (F’(G(a))al(r) + 0'2(5)) =3 (2.7.9)

o0 e 7
Vi tar ett ledd av gangen. Fra setning 1.6.3 vet vi at
[F'(G(a))o1(r)| < |F(G(a))] low(r)]

der ||F’(G a))|| bare er et fast tall (normen til matrisen F/'(G(a))). Dermed
o1 (r
< F@EZE g

siden 3111_(|—r) — 0 nar r — 0. Dette viser at den forste delen av uttrykket i
(2.7.9) gar mot 0. Den andre delen

1
hm —o3(s) =0
2 T

er litt verre. Vi legger forst merke til at siden o2(0) = 0, har vi ingen
problemer med tilfellet s = 0. Vi kan derfor anta at s # 0, og multiplisere
uttrykket ﬁag(s) med |s| i teller og nevner:

1 s| oa(s)
e oelE) = M

Néar r — 0, vil s = G(a)r + o (r) — 0, og dette medfgrer at

figy 22 o i 220
r—0 |s| 4D |s]

ifglge (2.7.8). Det gjenstar derfor & vise at faktoren El er begrenset og ikke
kan g& mot uendelig. Bruker vi at s = G/(a)r 4+ o1(r), far vi
s| _ |G/(a)r +o:1(x)| _ [G'(a)r] | [ou(r)

LIy < + 18l e+
|r| T 5 N

o1 (r)|
Ir|
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o1(r)

ot =0, Dermed har vi vist at

som er begrenset siden

1li_x.n -l—ér(r) = lim i(F"(G(a))crl(r) + o9 (s}) =:{}

0 |r| r—0 |r|

og beviset er fullfgrt. 0

Bemerkning: Legg merke til at kjerneregelen garanterer at H er deriver-
bar i a s& lenge G er deriverbar i a og F er deriverbar i b = G(a). Siden
deriverbarhet kan vaere vanskelig & sjekke, er denne garantien ofte til stor
hjelp i teoretisk arbeid.

Vi skriver ogsi opp den presise formuleringen av kjerneregelen pa kom-
ponentform:

Teorem 2.7.2 (Kjerneregelen pa komponentform) Anta at vi har to
mengder A C R, B C R™ og to funksjoner G : A —- B, F : B — Rk,
Dersom G er deriverbar i punktet a € A og F er deriverbar i punktet b =
G(a), sd er den sammensatte funksjonen H(x) = F(G(x)) deriverbar i a,
og de partiellderiverte til H er gitt ved

OH;, . ~— OF Oy
(9.'1,3 (aJ > OUF (G(a)) a:ﬂj (a) =
p=1

OGm

O @) 20 a) + 2B (@) 2 a) + - + 22 () 2o
"3

= Eu—l( a))w_j(a) + %(G(a))a—%(a)

Ol

Bewvis: Som vi allerede har sett, fplger denne formuleringen direkte fra ma-
triseformen nar man utfgrer matrisemultiplikasjonen og sammenligner koef-
fisientene pa begge sider av likhetstegnet. O

Oppgaver til seksjon 2.7

1. La f(u,v) = v + v, g(z,y) = 2xy, h(z,y) = z + y*. Bruk kjerneregelen til &
finne de partiellderiverte av k(z,y) = f(g(z,y), h(z, y)).

2. La f(u,v) = ue™", g(z,y, z) = 2zy+2, h(z,y, z) = 2y(z+x). Bruk kjerneregelen
til & finne de partiellderiverte av k(z,y, z) = f(g(z,y, z), h(z,y, z)).

3. Bruk kjerneregelen til & regne ut % og %‘; i eksempel 1.
4. Bruk kjerneregelen til & regne ut g—:‘ i eksempel 2.

5. Vi har to funksjoner G : R? — R® og F : R* — R?. Anta at G(1,-2) = (1,2,3)

og at
i =8
e L F’(1,2,3)=(2 1 4)
I 02 2
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Finn Jacobi-matrisen til den sammensatte funksjonen H(x) = F(G(x)) i punktet
(1,-2).

6. Vi har to funksjoner G : R® - R? og F : R? — R2. Antaat G(-1,-2,1) = (2,4)

og at
; o FE =B 8 ; g g
G(—l,—2,1}—(1 3_1), F(2,4)--(0 2)

Finn Jacobi-matrisen til den sammensatte funksjonen H(x) = F(G(x)) i punktet
(-1,-2,1).

7. To vareslag konkurrerer om det samme markedet. Ettersparselen I; etter det
fprste vareslaget varierer med prisene p; og ps pa begge vareslagene.

Vi har altsd en funksjon E; = Ej(p1,p2). Anta at vi vet hvordan prisene p; =
p1(t) og p2 = pa(t) varierer med tiden. Vis at ettersporselens variasjon med tiden

kan uttrykkes ved
df?] 3131 ’ 6}31

= = ﬁpl(t) £ a—mi’?z(t)

8. Temperaturen 7' i et omrade avhenger av posisjonen; vi kan tenke oss at den er
gitt som en funksjon T" = f(z,y) av to variable der x og y er vanlige koordinater.
Vi innferer na polarkoordinater r og 6 pa vanlig mate slik at = rcosé, y = rsinf.
Vi far da temperaturen som en funksjon T = f(rcos,rsinf) av r og 6.

a) Vis at
ar _af af .
E—E’;cosﬁ—l—asmﬁ
or . 8f .. af
%_—szrsm&-i-%rcosg

b) En radiomerket fugl beveger seg i omradet. Radiosignalene viser hvordan
avstanden r og vinkelen 6 varierer med tiden; vi har r = g(t) og 8 = h(t).
Vis at temperaturendringene fuglen opplever er gitt ved

of

; 3] of i
T(t) = (83; 0sf + %sm@)q(!) (—6—£r51n€+ %rcosﬂ)h (t)

der vi ma sette inn r = g(t), 8 = h(t), = = g(t) cosh(t), y = g(t) sin h(t).

9. La f : R"*1 — R veere en deriverbar funksjon av n + 1 variable og anta at det
finnes en deriverbar funksjon g : R* — R slik at

f(:rlsmgv"’!I‘!l?g(wl!‘r?"“!mn)) :0

for alle z1, 22, ..., 2n. (Tenk deg at y = g(x1,22,....T,) er det uttrykket du far

dersom du lgser ligningen f(xy, 23, ...,%n,y) = 0 med hensyn pa y).
a) Vis at
39 Q'L(Elwfza---|$n,9(i~‘31‘9«“2;--‘|$n)}
(ZisToyivis®n) = —
8:1:1 (mlixg?“‘?m?15g(ml?:}:2"“ !m?i))

d:Cn+1
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b) La f(z,y) = 22 + y> — R? der R er en positiv konstant, og anta at y = gl(x)
er en deriverbar funksjon slik at f(x, g(x)) = 0.Vis at

Gi en geometrisk tolkning av resultatet.

¢) La f(z,y,2) = x> + y? + 22 — R? der R er en positiv konstant og anta at
z = g(x,y) er en deriverbar funksjon slik at f(z,y,g(z,y)) = 0. Vis at

dg __ =z

el 9(z,y)
og

9g Sy 1

dy (=) = g9(z,y)

Gi en geometrisk tolkning av resultatet.

2.8 Linearisering

Nar vi arbeider med funksjoner f : R — R av én variabel, er vi ofte inter-
essert i tangenten til funksjonen i et punkt a. Tangenten er den rette linjen
som ligger tettest opptil funksjonsgrafen i omradet rundt a. Vi skal na prove
a generalisere denne ideen til funksjoner F : R" — R™, og spgrsmalet er:
Hva skal egentlig spille rollen til tangenten i dette tilfellet? Siden geometrien
er s kompleks at det er vanskelig & holde oversikt, lgnner det seg a tenke
litt mer abstrakt: En tangent er en rett linje, og en rett linje er grafen til
en affinavbildning (husk seksjon 1.10). Det vi gjer nér vi finner tangenten
til f: R — R i punktet a, er altsa & finne den affinavbildningen som ligger
nzermest opptil f i omradet rundt a. Dette er en formulering som ogsa gir
mening for funksjoner F : R™ — R™: Vi er pa jakt etter den affinavbildnin-
gen som ligger tettest mulig opp til F i omradet rundt et punkt a. Denne
avbildningen skal vi kalle lineariseringen til F i punktet a, og selv om det
sikkert ikke er sa lett & se pa det navaerende tidspunkt, spiller slike linearise-
ringer en sentral rolle i mange matematiske resonnementer og anvendelser.

For vi gar lgs pa lineariseringer, trenger vi & vite litt om hvordan affin-
avbildinger passer inn i den teorien vi har utviklet i dette kapitlet. Husk at
en affinavbildning F : R® — R™ er en funksjon pa formen F(x) = Ax + ¢
der

@11 a2 -+ din
@21 Gz - A2n

Aml Om2 " Omn
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er en m X n-matrise og

er en vektor i R™. Skriver vi ut definisjonen F(x) = Ax + ¢ pa komponent-
form, far vi

Fl(x) ay; a2z - Qip I 1
F(x) ag1 ayp -+ G T3 c2

F(x) = : = : : : § o e 3 ol
E m(x) Qml Gm2 " Omn Tn Cm

a11T1 +apTe + - -+ QG1pZn + Q1
as1 Ty + agexs + -+ 4+ aonTn + C2

Am1Z1 + AmaT2 + ** + ApunTn + Cn

Deriverer vi den i-te komponenten F; med hensyn pa den j-te variabelen z;,
far vi

orF, 0 , . > S

51.'—3[ = 6_%‘(0-113:1 + ajpx2 + -+ QinTn + C‘L) = Q45
Dette betyr at Jacobi-matrisen til en affinavbildning F' rett og slett er ma-
trisen A til F.

Setning 2.8.1 Anta at affinavbildningen F : R" — R™ er gitt ved F(x) =
Ax + c. Da er Jacobi-matrisen til F lik matrisen A til F. m]

Vi er na klare til & studere hvordan affinavbildninger kan brukes til &

tilneerme mer generelle funksjoner. Husk at hvis f : R — R er en funksjo;‘l
av én variabel, er tangententFzA1 punktet a gitt v '

Tuf(z) = f(a) + f'(a)(z — a)

Starter vi isteden med en funksjon F : R® — R™, kan vi pa tilsvarende mate
definere en funksjon T,F ved a etterligne uttrykket ovenfor:

ToF(x) = F(a) + F'(a)(x — a)
Ganger vi ut parentesen, fir vi
T.F(x) = F(a) — F'(a)a+ F'(a)x

som viser at ToF er en affinavbildning med matrise F'(a) og konstantledd
F(a) — F'(a)a.

i3 %( A) A
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Definisjon 2.8.2 Anta at F : A — R™ er en funksjon av n variable som
er deriverbar i punktet a. Affinavbildningen ToF : R™ — R™ gitt ved

ToF(x) = F(a) + F'(a)(x — a)
kalles lineariseringen til F 1 punktet a.

Legg merke til at T,F(a) = F(a). Siden vi allerede har observert at ma-
trisen til affinavbildningen %;R er F/(a), vet vi fra setning 2.8.1 at Jacobi-
matrisen til TL,F er F'(a). Dette betyr at lineariseringen (TQF} har samme
verdi og samme deriverte i punktet a som den opprinnelige funksjonen F.
Dette er akkurat samme egenskap som tangenten har for funksjoner av én
variabel. En annen viktig (og neert beslektet) egenskap ved tangenten er at
den er linjen som smyger seg tettest inntil funksjonsgrafen til f i nerheten
av punktet a. Vi skal snart vise en tilsvarende egenskap for lineariseringen
— at den er affinavbildningen som ligger tettest opptil F i neerheten av a.
Men for vi gjer dette, kan det vaere lurt a kikke pa et eksempel.

Eksempel 1: Vi skal finne lineariseringen til funksjonen F : R? — R? gitt

ved 5
Ty
F L2 =
@)= (52 )
1
i punktet a= | —2 |]. La oss forst regne ut Jacobi-matrisen til F:
-1

ar; aF; AF
F(z,y,2) = 5 oy 0 —_ 2?2 0
- )%% %“ %} ; 2uz 21z 2y

I punktet a har vi dermed

! ‘ B 2-1-(-2) 12 0 -
F(1,-2,-1) = ( Sl 1) - | PRy B =2 ) i

Cpe=d 1 0
“\ 4 =2 -4

s el ( 2- 11-2('—(2_)?)(—1) ) - ( T )

x
Vi kan na regne ut lineariseringen. Med x = | y | far vi:
z

Vi har ogsa

T.F(x) =F(a) + F'(a)(x — a) =
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(2N, (4 L 0O ) 12 5
“\ 4 4 -2 -4 i - -
z -1
_{ —2 + -4z +y (-6 _ —dr4+y+4
T\ 4 4y — 2y — 4z 12 /] \ 4z —2y—4z-38

Altsa er
—4dz+y+4
TaF(-'C??}:z) — ( 43;—2y —y42 -8 )

&

La oss vende tilbake til resultatet vi annonserte ovenfor, det som sier
at lineariseringen ToF er den affinavbildningen som ligger tettest opptil F
i nerheten av a. Et punkt x i nerheten av a kan vi skrive x = a + r der
r er liten. Vi gnsker & vise at differensen F(a + r) — ToF(a + r) er liten
sammenlignet med |r| for smé r, og at tilneermingen blir bedre og bedre nar
r gar mot 0. En naturlig mate & formulere dette pa er a kreve at

lim l-(F(a +r) —TaF(a+ r)) =

r0 Jr]
Bruker vi at

T.F(a+r) = F(a) + F'(a)((a+1) — a) = F(a) + F/(a)r
ser vi at

F(a+r) - TaF(a+1) =F(a+r)— F(a) - F/(a)r = o(r)

der o er som i definisjon 2.6.1. N& er det ikke sa vanskelig & formulere og
bevise resultatet.

Teorem 2.8.3 Anta at F : A — R™ er en funksjon av n variable som er
deriverbar 1 punktet a, og la ToF vere lineariseringen til F ia. Da er

it — (F(a +1) - TuF(a+ r)) i

r—0 1I‘|
Det finnes ingen annen affinavbildning G : R™ — R™ slik at

1
lim —(F(a—l—r) —G(a+r)) =0
r—0 |r]
Bevis: Det fglger av definisjonen av deriverbarhet (definisjon 2.6.1) og reg-
ningene ovenfor at

lim oL (F(a +r) — T F(a+ r)) = lim l.c."(r) =0

r—0 |r| r—0 |r|

[ ¢~
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Dermed er forste del av teoremet bevist. For & bevise den andre delen, antar
vi at G(x) er en affinavbildning slik at

1

lim —(F(a+r)—-G(a+ r)) =0
20 T

Vi mé vise at G = T,F. Siden G er en affinavbildning, vet vi at G(x) =

Ax + c for en matrise A og en vektor c. Setter vi dette inn i uttrykket

ovenfor, far vi

1
limi Fla+r)—G(a+r) ) = lim — F(a+r)—Aa—Ar—c) =40
20 T 20 T

Skal dette veere mulig, ma F(a+r) — Aa— Ar —c¢ — 0 ndr r — 0, og det
er bare tilfellet hvis F(a) = Aa + c. Setter vi Aa+ ¢ = F(a) inn i det siste
uttrykket ovenfor, ser vi at

. 1
Eli%[_ﬂ (F(a +r)—-F(a) — Ar) =0
og ifplge setning 2.6.4 er det bare mulig dersom A = F’(a). Siden vi allerede
vet at F(a) = Aa+c, folger det at ¢ = F(a) — Aa = F(a) — F'(a)a. Dermed
er

G(x) = Ax + ¢ = F/(a)x + F(a) — F/(a)a = F(a) + F'(a)(x — a) = TaF (x)

d

Det som er viktigst 4 ta med seg fra teoremet ovenfor, er at lineariserin-
gen ToF er en sveert god tilneerming til F i omradet rundt a. Dette skal vi
fa bruk for bade nar vi studerer Newtons metode i flere variable i kapittel
5, og nar vi studerer skifte av variable i multiple integraler (dvs. integraler
av funksjoner av flere variable) i kapittel 6.

For en funksjon f : R — R er lineariseringen til f i punktet a det samme
som tangenten til f i punktet a (dersom du tenker pd tangenten som en
funksjon og ikke som en linje). Tilsvarende viser det seg at for en funksjon
f :R? — R av to variable, sa er lineariseringen i punktet a det samme som
tangentplanet i punktet a, altsd det planet som smyger seg tettest mulig
inntil funksjonsgrafen rundt a. Vi skal komme tilbake til dette i seksjon 3.7.

Bemerkning: Du har kanskje lurt pa hvorfor T, F kalles en linearisering og
ikke en affinisering — ToF er tross alt en affinavbildning og ikke (bortsett fra
i helt spesielle tilfeller) en linezravbildning. Dessverre er bruken av ordparet
linezer /affin sveert usystematisk og forvirrende; ordene brukes om hverandre
pa en méte som ikke er lett & fa oversikt over. Et annet eksempel pa denne
vaklingen far du om du betrakter en funksjon f : R — R pa formen f(r) =



2.8. LINEARISERING 141

az + ¢. Nar man studerer funksjoner av én variabel, er alle enige om & kalle
dette en lineser funksjon, men ifglge terminologien vi nd har innfert, er den
bare en linesravbildning hvis ¢ = 0; i alle andre tilfeller ma vi ngye oss
med & kalle den en affinavbildning! Heldigvis er det sjelden at den vaklende
terminologibruken skaper misforstaelser, men det er greit & vite om den slik
at man kan vere litt pa vakt.

Opppgaver til seksjon 2.8

1. Finn lineariseringen til funksjonen F : R2 — R? gitt ved

Plo.y) = )

Ty + T
i punktet a = (=2, 1).
2. Finn lineariseringen til funksjonen F : R?> — R? gitt ved
x sin(zy)
F(z,y) = zeY
203 +y

i punktet a = (2,0).



142 KAPITTEL 2. FUNKSJONER FRA RN TIL RM



