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Kapittel 4 An =hb

3l

Lineazer algebra i R"

I dette kapitlet skal vi se nainere pa en del spprsmal om vektorer og matriser
som vi sa vidt har veert borti tidligere, men som vi hittil ikke har gitt noen
skikkelig svar pa — spersmal som: nér er en matrise inverterbar og hvordan
regner vi ut den inverse matrisen, hva er determinanter og hvordan regner
vi dem ut péa en effektiv méte, hvordan finner vi egenverdier og egenvektorer
og hva kan de brukes til? Disse sporsmalene er viktige dels fordi mange
praktiske problemer kan formuleres ved hjelp av vektorer og matriser, og
dels fordi mange problemer i andre deler av matematikken kan lgses ved
hjelp av matrisemetoder. Vi skal se eksempler pa begge disse fenomenene i
dette og de neste kapitlene.

Den videregéede teorien for vektorer og matriser (og deres generaliserin-
ger) kalles lineer lalgebra og blir etter hvert ganske abstrakt, men den har et
ytterst konkret utgangspunkt, nemlig de linezere ligningssystemene du leerte
a lgse pa ungdomsskolen, slike som

2r —y =3

z+3y=4

Senere har du truffet slike ligningssystemer i mange sammenhenger, ofte med
flere ligninger og flere ukjente. Et typisk eksempel er delbmkoppspa,ltingjder
vi bruker linesre ligningssystemer til & finne konstantene i oppspaltingen.
Det viser seg at ngkkelen til alle de spgrsmalene vi startet medgligger i
et nermere studium av slike linezere ligningssystemer (dvs. ligningssystemer
der de ukjente bare opptrer i forste potens og ikke inni mer kompliserte funk-
sjoner). Kanskje kan et slikt studium virke ungdvendig siden vi vet hvordan
vi skal lgse disse ligningssystemene i praksis, men det viser seg at det er mye
& tjene pa 4 gi systematisk til verks og studere litt mer teoretiske sp;orsn@l
som: nar har et linegert ligningssystem lgsninger, og hvor mange lgsninger
har det i sa fall? Etter hvert som kapitlet skrider fremg, vil du se hvordan
kunnskap om linezere ligningssystemer kaster lys over spersmalene vi star-
tet med. Du vil ogsé se hvordan systematiske lgsningsmetoder for linezre
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244 KAPITTEL 4. LINE/ER ALGEBRA IRV

ligninger kan brukes til & utvikle raske metoder for a invertere matriser og
regne ut determinater.
Som allerede ai\ydet er linezer algebra en av de delene av matematikken
som har sterst umiddelbar nytte — det viser seg at svaert mange sentrale
problemstillinger i matematikk, fysikk, informatikk, statistikk, skonomi og
andre fag kan formuleres (i hvert fall tilnsermet) ved hjelp av linezere lig-
ningssystemer og lgses ved hjelp av lineser algebra. Disse ligningssystemene
bestar ofte av mange tusen ligninger og ukjente, og de kan bare lgses ved
hjelp av datamaskiner. Nar man skal programmere en datamaskin til a lgse
slike problemey;-kan man ikke stole pa snarveier og smarte triks -~ man ma
ha systematiske metoder som alltid fungerer. Vi skal begynne med & se pa
en metode som kalles Gauss-eliminasjon eller Gauss-Jordan-eliminasjon.

4.1 Noen eksempler pa Gauss-eliminasjon

La oss introdusere metoden gjennom et enkelt eksempel. Vi skal lgse lig-
ningssystemet

2+ z=-1
Jz+0y+2=2 (4.1.1)
r+2y+z=1

ved a omforme det til stadig enklere ligningssystemer som har ngyaktig de
samme lgsningene (som vi skal se senere, kan et linezrt ligningssystem ha
én, ingen eller uendelig mange lgsninger). Til slutt sitter vi igjen med et
ligningssystem som er sa enkelt at vi kan lgse det med hoderegning. Ideen
bak metoden er a eliminere (fjerne) ukjente fra s mange ligninger som mulig
— forst eliminerer vi den fgrste variablen z fra alle ligninger unntatt den
overste, deretter eliminerer vi den andre variablen y fra alle ligninger unntatt
de to gverste osv. Det ligningssystemet vi sitter igjen med til slutg, kan lgses
nedenfra — forst finner vi verdien til den siste variablen fra den nederste
ligningen, deretter bruker vi denne verdien til & finne verdien til variablen
foran osv. Dette kan hgres komplisert ut, men nar vi bruker metoden pa
ligningssystemet ovenforzwil du fort se hvordan den virker.

Siden vi skal eliminere x fra alle ligningene unntatt den gverste, passer
det darlig at den gverste ligningen mangler 2-ledd. Vi begynner derfor med
4 bytte om den forste og siste ligningen:

z+2y+z=1
3z+5y+2=2 (4.1.2)

20 +2=-1
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Det nye ligningssystemet har selvfplgelig akkurat de samme lgsningene som
det gamle; rekkefglgen av ligningene spiller ingen rolle. Neste skritt i meto-
den er & bruke z-leddet i den gverste ligningel{ til 4 eliminere z-leddet i de
andre. Ganger vi den forste ligningen med(-3, far vi —3z — 6y — 3z = —3,
og legger vi denne ligningen til ligning nuiimer to i (4.1.2), far vi dette
ligningssystemet:

r+2y+z=1
—y—2z=-1 (4.1.3)
y+z=-1

Dette ligningssystemet mé ha ngyaktig de samme lgsningene som det fore-
gdende (veer sikker pa at du skjgnner hvorfor!). Normalt ville vi né fortsette
med & eliminere z-en i den nederste linjen, men siden den allerede er borte,
kan vi konsentrere oss om y-ene isteden. Vi skal bruke y-leddet i den nest
gverste ligningen til & eliminere y-leddet i den nederste ligningen. Multipli-
serer vi den nest gverste ligningen med 2, far vi —2y — 4z = —2, og legger
vi dette til den nederste ligningen, far vi

z+2y+z=1
—y—2z=-1 (4.1.4)
—3z=-3

Igjen ser vi at dette ligningssystemet har akkurat de samme lgsningene som
det foregaende. Na er vi nesten ferdige,.men vi kan forenkle ligningene yt-
terligere ved & gange den midterste med -1/og den nederste med —%:

r+2y+z=1

=]

Dette ligningssystemet er enkelt & lgse; fra den nederste ligningen ser vi at
2 = 1, setter vi dette inn i den midterstey)far vi at y = —1, og setter vi
disse verdiene for y og z inn i den @gverste ligningenmyser vi at ¢ = 2. Siden
alle ligningssystemene véare har de samme lgsningene, betyr dette at z = 2,
y = —1, z = 1 ogsé er (den eneste) lgsningen til det opprinnelige lignings-
systemet (4.1.1).

Bemerkning: Det finnes raskere mater a Igse ligningssystemet (4.1.1) pa.
Sammenligner vi den fgrste og den siste ligningen, ser vi med en gang at
z = 2, og deretter er det ikke vanskelig & finne y og z. Slike snarveier er
viktige nar vi lgser ligningssystemer for hind, men det er ikke det som er
poenget for oss nd -— vi er pa jakt etter systematiske metoder som fungerer
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for alle linezre ligningssystemer.

Av dpenbare grunner sier vi at ligningssystemet (4.1.5) er pa trappeform,
og malet for metoden vi er iferd med & beskrive, er a fore et hvilket som helst
lineszert ligningssystem over pa trappeform. Legg merke til at vi i prosessen
ovenfor har brukt tre operasjonstyper:

(i) Bytte om to ligninger i ligningssystemet
(ii) Gange en ligning i systemet med et tall forskjellig fra 0

(iii) Velge én av ligningene i systemet og erstatte den med det vi far nar vi
legger til et multiplum av en av de andre ligningene

Det viser seg at alle linesere ligningssystemer kan fores over pa trappeform
ved a bruke disse tre operasjonene.

Nar vi bruker operasjonene ovenfor, endrer vi ikke lgsningene til lignings-
systemet — vi mister ikke lgsninger og padrar oss heller ikke nye, “falske”
lgsninger. Det betyr at lgsningene til det enkle trappeformede systemet vi
ender opp med, er de samme som lgsningene til det mer kompliserte syste-
met vi startet med. Det er lettere & forsta hvorfor dette er viktig dersom vi
ser pa et ligningssystem med uendelig mange lgsninger.

Vi skal se pa ligningssystemet

c+2y+z—u = 3
—Fi=gi=dzd 2y = =l

2r+5y—z = 9
z+T72—5%u = =3

Vi bruker forst z-leddet i den overste ligningen til a kvitte oss med z-leddene
i de andre ligningene. Legger vi den gverste linjen til den andre, far vi

r+2y+z—u = 3
y—3z4+u = 2
2r+0y—2z = 9
z4+T7z—5u = -3

For & bli kvitt_z-leddet i ligning nummer tre, ganger vi forst den gverste
ligningen med -2 og far —2z — 4y — 2z + 2u = —6. Legger vi dette til den
tredje ligningemn;far vi
z+2y+z—u = 3
y—3z+u =
y—3z+2u =
T+T72—=5u = =3
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For & kvitte oss med z-leddet i den nederste linjen, ganger vi den gverste
linjen med —1 og fir —z — 2y — z + u = —3. Legger vi dette til den nederste
linjen, far vi

z+2y+z—u = 3
y—3z+u =
y—3z+2u = 3

—2y+6z—4u = —6

N4 har vi kvittet oss med alle de z-leddene vi gnsket & fjerne. Neste trinn
pa programmet er 4 bruke y-leddet i ligning nummer to til & eliminere y-
leddet i alle ligningene nedenfor. Ganger vi linje nummer to med -1, /far vi
—y + 3z — u = —2, og legger vi dette til linje nummer tre, far vi

r+2y+z—u =

y—3z4+u =
u =
—2y+6z—4u = —6

For & bli kvitt y-leddet i den nederste ligningen, ganger vi forst ligning
nummer to med 2 og far 2y — 62 + 2u = 4. Legger vi dette til den nederste
linjen, far vi

r+2y+z—u = 3
y—3z+u = 2
ua = 1

—2u = -2

Ifglge systemet vart skulle vi nd ha brukt z-leddet i den tredje ligningen til
& kvitte oss med z-leddet i den fjerde, men det er ikke noe z-ledd i tredje
ligning, og vi kan heller ikke skaffe oss noe ved & bytte om pa ligning 3 og
4. Vi gar derfor videre til den neste variabelen u, og bruker u-leddet i den
tredje ligningen til & eliminere u-leddet i fjerde. Ganger vi ligning 3 med 2,
far vi 2u = 2, og legger vi dette til ligning 4, far vi

r+2y+z—u = 3
y—3z+4+u = 2

u =
g = 0

Vi har ni fatt ligningssystemet over pa trappeform, men trappen er litt
mindre regelmessig enn i sﬁd siden ikke alle trappetrinnene er like lange.
Dette er helt greit og ikke til & unngé i mange tilfeller.

p)

S1T4

1
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La oss né preve & lose ligningssystemet ovenfor. Den siste ligningen er
alltid oppfylt og kan bare glemmes. Den nest nederste ligningen forteller oss
at v = 1. Ligningen over gir oss ikke noe krav pa z, men forteller oss at vi
kan regne ut y nar vi kjenner z. Dette betyr at vi kan velge z helt fritt, men
nar valget er gjort, ma vilay = 2+ 3z —u = 1+ 3z (husk at v = 1). Den
gverste ligningen lar oss pa tilsvarende mate regne ut @ nar z er valgt — vi
fara =3—-2y—z+u=3-2(1+32)— 2+ 1= 2— 7z Dette betyr at
ligningen har uendelig mange lgsninger, nemlig

T = 2-7Tz
y = 143z
z = 2
TR |

der z er et fritt valgt tall. Det er instruktivt & sette disse uttrykkene inn i
det opprinnelige ligningssystemet og se at de passer.

Nar man arbeider med ligningssystemer med uendelig mange lgsninger,
er det lett a forsta fordelene ved bare a bruke operasjoner som ikke endrer
Igsningsmengden til ligningssystemet — i systemet ovenfor hadde det ikke
veert enkelt & holde styr pa hvilke falske lgsninger vi hadde padratt oss og
hvilke ekte vi hadde mistet.

Vi tar med enda et eksempel som viser hva som skjer nar ligningssystemet
tkke har lgsninger. Vi starter med ligningssystemet

T~y+er—u = 1
20 —2y—z4+u = 0
-E+2y+u = 2
2r—y+u = 2

og bruker pa vanlig mate z-leddet i den fgrste ligningen til & eliminere z-
leddene i de andre ligningene. Ganger vi den gverste ligningen med -2 og

legger resultatet til den nest gverste, fir vi ~
g—y+tz—u = 1
—3z+3u = -2
~EPY+u = 2
2r—y+4+u = 2

Legger vi den gverste linjen til den tredje, far vi

:r—yl—l—z—u = 1
[ -3z+3u = -2
Y+ = 3

2% -y |+ = 2



4.1. NOEN EKSEMPLER PA GAUSS-ELIMINASJON 249

Til slutt ganger vi den gverste linjen med‘g@g legger resultatet til den
nederste: )

r—y+z—u = 1
—3z43u = -2
y+ 2 L = 3

L Y—22+3u = 0

Neste post pa programmet er vanligvis at vi bruker y-leddet i den andre
ligningen til & kvitte oss med y-leddene nedenfor, men i dette tilfellet er det
ikke noe y-ledd i den andre ligningen. Vi bytter derfor om pa ligning 2 og 3:

r—y+z—u =
v+z = 3
—3z+3u = -2

y—2z+3u = 0

Ganger vi den andre linjen med -1 og legger resultatet til den nederste linjen,
far vi

r—y+z—u = 1
y+z =3
—3z+3u = -2
-3z2+4+3u = -3

Det gjenstar & bruke z-leddet i tredje linje til a eliminere z-leddet i den
nederste linjen. Ganger vi den tredje linjen med -1 og legger resultatet til
den nederste, far vi

r—y+z—u = 1
y+z = 3
—3z+3u = -2

0 == =]

Dermed har vi fatt ligningssystemet pa trappeform. Siden den nederste lin-
jen er umulig 4 oppfylle (ingen valg av z,y,z, v kan fa 0 til 4 bli lik —1), har
systemet ingen lgsning. Det betyr at det opprinnelige systemet heller ikke
har noen lgsning.

Det viser seg at vi nd har sett alle de mulighetene som finnes — et linezert
ligningssystem kan ha enten én, uendelig mange eller ingen lgsninger. Dette
kan virke underlig, men det er ikke vanskelig & fa et geometrisk innblikk

—B)-
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i det som foregar. La oss se pa et ligningssystem med tre ligninger og tre
ukjente:

anz +apy +azz = b
21T + ay + a3z = b
az31T + azy +azzz = by

Hver av disse ligningene beskriver et plan — la oss kalle dem I, I] og I1].
En lpsning til ligningssystemet vil veere (koordinatene til) et punkt som lig-
ger i alle tre planene. “Normalt” vil plan I og II skjeere hverandre langs en
rett linje m (unntakene er hvis I og IT er parallelle eller sammenfallende).
Denne linjen m vil normalt skjeere det tredje planet i ett eneste punkt, og
koordinatene til dette punktet gir oss da den eneste lgsningen til lignings-
systemet. Det finnes imidlertid unntak; dersom skjezeringslinjen m ligger i
planet 71, vil alle punktene pa denne linjen gi oss en lgsning -— i dette til-
fellet har vi altsa uendelig mange lgsninger. En tredje mulighet er at linjen
m ikke skjzerer planet 117 i det hele tatt — i sa fall har ligningssystemet
ingen lgsning.

I den neste seksjonen skal vi se grundigere pa metoden ovenfor, men fgr
vi begynner, kan det vaere lurt a gjore en enkel observasjon. I alle regnin-
gene vare har variablene x,y, 2, u spilt en underordnet rolle — de har bare
veaert med som en slags “plassholdere” som har fortalt oss hvilke koeffisienter
som hgrer sammen. Vi kan spare skrivearbeid og tjene oversikt ved & fjer-
ne variablene og isteden organisere koeffisientene i en matrise. Vart forste
ligningssystem

2+2 = -1
3r+dy+z = 2
T+2y+z =
kan f.cks. ertattes med matrisen
02 1 -1
B= 3.5 1 2
1 21 1

Legg merke til hvordan B er laget: Elementene i den forste sgylen er koeffisi-
enten til z i ligningssystemet, elementene i den andre sgylen er koeffisientene
til 1, elementene i den tredje sgylen er koeffisientene til z, mens den fjerde
soylen bestar av konstantene pa hgyresiden av ligningssystemet. Vi kaller
B den utvidede matrisen til ligningssystemet (4.1.1) (utvidet fordi vi ikke
bare har med koeffisientene, men ogsa konstantene pa hgyresiden). Vi kan
na utfgre akkurat de samme operasjonene pa denne matrisen som vi i stad
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utforte pa ligningssystemet. Vi far da denne sekvensen

021 -1 1 21 1 1 2 1 1
3 81 2 )=(8381 2i1=]|0D=1=2<lL]=
1 2 1 1 0 21 -1 0 2 1 -1
1 2 1 1 1 211
|0 -1 -2 -1 |=|0121
0O 0 -3 -3 0011
Nar vi na har fatt matrisen pa trappeform, kan vi ga tilbake til ligningssys-

temet ved & sette inn variablene igjen:

r+2y+z =1
y+2z = 1
z = 1

Siden matrisenotasjonen er mer oversiktlig enn ligningsnotasjonen, skal vi
stort sett holde oss til den i fortsettelsen.

Bemerkning: Som vi allerede har nevnt, ma man i praksis ofte lgse store
ligningssystemer med tusenvis av ligninger og ukjente. Dette ma selviolgelig
gjores med datamaskin, men selv for en datamaskin kan regnecoppgavene bli
uoverkommelige dersom vi ikke bruker effektive metoder. Et godt mal pa
effektiviteten til en metode er & telle hvor mange regneoperasjoner den kre-
ver. Nar vi lgser et ligningssystem ved hjelp av Gauss-climinasjon, er det to
trinn som krever utregninger -— & gange en ligning/rad med et tall, og & sub-
trahere et multiplum av én ligning/rad fra en annen. Begge disse trinnene
krever flere utregninger siden vi ma behandle alle ikke-null koeffisienter i lig-
ningen /raden. Teller vi opp alle de regneoperasjonen vi trenger for & lgse et
ligningssystem med n ligninger og n ukjente ved hjelp av Gauss-eliminasjon,
far vi omtrent % Er n = 1000, trenger vi altsa omtrent 3.3 - 10® operasjo-
ner! Det viser seg at det er mulig & senke dette tallet noe ved a benytte
andre metoder, men disse metodene er ofte sa tungvinne & bruke at de bare
anvendes niar man er helt pa grensen av det maskinene kan greie.

I anvendt linezer algebra er effektivitetsberegninger av denne typen sveert
viktige, men vi har si mye annet & konsentrere oss om i denne boken at vi
skal ngye oss med noen fa rad her og der om hvordan man ber ga frem -
eller helst: hvordan man ikke ber ga frem!

Oppgaver til seksjon 4.1
1. Finn alle lgsningene til ligningssystemet
c+2y—2z = 3
2z + 3y — 3z
—r+ 2y + 32

|
=
—
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2. Finn alle lgsningene til ligningssystemet
r—-y+2z = 3
2r-2y = 4
—3r+2y+2z = 0

3. Finn alle lgsningene til ligningssystemet

2z —4dy+6z = -2
-3z +2y—z =
z—6y+1lz = 4
4. Finn alle lgsningene til ligningssystemet
z—2y+3z = 1
—z+y—2z = 0
—3z+5y—82 = 2

5. Figuren viser et nettverk av ledninger. Temperaturen i hvert av punktene X, Y
og Z er lik gjennomsnittet av temperaturen i nabopunktene (dvs. punktene som de
er forbundet til ved hjelp av en ledning). Anta at temperaturen i hjernepunktene
A, B og C er henholdsvis a, b og ¢. Finn temperaturene x, y og z i punktene X, Y
og Z.

C

A Z B

6. I et game i tennis ma du vinne med minst to poeng. Nar man kommer til stillingen
40-40, vil spilleren som vinner den neste ballvekslingen fa “fordel”. Vinner hun ogsi
den neste ballvekslingen, vinner hun gamet, hvis ikke gar stillingen tilbake til “like”.
Spilleren som vinner den neste ballvekslingen vil sa fa fordel, osv. I denne delen av
spillet er det altsa tre mulige stillinger: “like”, “fordel spiller A” og “fordel spiller
B". 1 tennis lonner det seg & serve, og vi antar at i det gamet vi ser pa, er det spiller
A som har serven og dermed har 60% sjanse for & vinne en ballveksling.

Vi lar & vaere spiller As sannsynlighet for & vinne gamet dersom stillingen er
like, ¥ hennes sannsynlighet for & vinne gamet dersom hun har fordel og z hennes
sannsynlighet for & vinne gamet dersom motstanderen har fordel.

a) Forklar at

x = 0.6y+0.4z
= 04x+0.6
= 0.6z

b) Finn z, y og =.



4.2. TRAPPEFORM 253

4.2 Trappeform

Vi skal na ta en nsermere kikk pa prosedyren vi introduserte i forrige sek-
sjon. For oversiktens skyld skal vi stort sett arbeide med matriser og ikke
ligningssystemer, sa vi antar at vi starter med en matrise

a1 a2 - QGin

a1 Qg2 - G2p
A= .

Am1 Q2 - Amn

Med en radoperasjon pa A mener vi én av fplgende operasjoner:
(i) Bytte om to rader i A
(ii) Gange en av radene i A med et tall forskjellig fra 0

(iii) Velge én av radene i A og erstatte den med det vi far nar vi legger til
et multiplum av en av de andre radene.

Legg merke til at dette er ngyaktig de samme operasjonene som vi brukte
pé ligningssystemene i forrige seksjomn.

Definisjon 4.2.1 Vi sier at to m x n-matriser A, B er radekvivalente der-
som det finnes en sekvens av radoperasjoner som forvandler A til B. Vi
skriver A ~ B ndr A og B er radekvivalente.

Eksempel 1: Matriscne

2 4 -2
A= L2 0
-1 3 1
og
1 2 =1
B={ 01 0
0 01

er radekvivalente siden A kan forvandles til B gjennom denne sekvensen av
radoperasjoner (radene i matrisen kalles I, IT og 111, og symbolene over
~-tegnene antyder hvilke operasjoner vi bruker):

z & 2% .. L 8 ANyl TR IR
A= 1 2 0|~ 1 2 0 A~ 0 0 1 ~
13 1 -1 8 1 ¥ gy
. i 8 18 =Y 3 fL & -1
Hloge 1V os al=101 b]=B &
05 0 00 1 00 1
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Det er lett a se at dersom vi kan forvandle A til B ved hjelp av radope-
rasjoner, sa kan vi ogsa bruke radoperasjoner til 4 forvandle B til A. Alt vi
behgver a gjere, er a “reversere” de operasjonene som forvandlet A til B -
der vi tidligere ganget en rad med 3, ganger vi den na med %; der vi tidligere
la til 7 ganger en rad, legger vi na til -7 ganger den samme raden, og der vi
tidligere byttet om to rader, bytter vi dem na tilbake igjen. I tillegg ma vi
passe pa & begynne bakfra; vi begynner med & reversere den siste operasjo-
nen som var med pa a forvandle A til B. Det neste eksemplet viser hvordan
dette foregar i praksis.

Eksempel 2: I forrige eksempel forvandlet vi matrisen

2 4 -2 1 2 -1
A= 1 2 0 til B=1|01 0 |,
-1 3 1 0 0 1

og vi skal na vise hvordan vi kan reversere denne prosedyren slik at B blir
forvandlet til A. Siden den siste operasjonen vi brukte da vi forvandlet A
til B, var 4 gange rad 2 med %, gjor vi na det omvendte — vi ganger rad 2
med 5:

12 -1 12 -1
B={ o1 0 }|¥loes @
001 00 1

Den nest siste operasjonen vi brukte, var a bytte om rad 2 og 3, sa na bytter
vi tilbake igjen:

i g o 1 2 —1
o) 51 @ [ gig 1
0 g . 05 0

Operasjonen for dette var a legge rad 1 til rad 3, sa na trekker vi isteden
rad 1 fra rad 3 (for & holde oss i var offisielle sprakbruk, burde vi heller si
at vi ganger rad I med —1 og legger resultatet til rad 3):

12 AN, 'y
00 T 00 1
05 0 e gy

Den neste operasjonen vi ma reversere, er a legge —1 ganger rad 1 til rad 2.
Vi legger derfor rad 1 til rad 2:

12 — 1 2 -1
gt ] 12 g
~1 3 1 8 1
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Det gjenstar ni bare 4 reverse én operasjon. Den var & gange rad 1 med 1
s& na ganger vi rad 1 med 2:

12 TII+(-1)I 2 4 -2
12 0 ~ 12 0]|=A4
-1 3 1 -1 3 1
Dermed har vi reversert hele prosedyren og gjort B om til A. &

Som antydet i forrige seksjon, er hensikten med radoperasjoner a for-
vandle en vilkarlig matrise til en matrise pa trappeform. Aller forst ma vi
definere hva dette betyr:

Definisjon 4.2.2 En matrise er pa trappeform dersom:

(i) Enhver rad bestdr enten bare av nuller, eller sd er det forste ikke-null
elementet et ett-tall.

(ii) Enhver rad som ikke bare bestdr av nuller, begynner med minst én null
mer enn raden over.

En matrise pd trappeform blir ogsd kalt en trappematrise.
Legg merke til at dersom en trappematrise har rader som bare bestar av
nuller, mi disse veere samlet nederst i matrisen (det folger fra punkt (ii)

ovenfor).

Eksempel 3: Fglgende matriser er pa trappeform:

12 0 -1 012 -1 2 ;

0 01 4 001 3 4 {1) ‘13 g . i
0 0o a]” g Q0 1,.2.0° 00019
000 O 000 01

Disse matrisene er ikke pa trappeform (forklar hvorfor):

2 2 0 -1 g}f_éi 0000 2
0000 1 ks 6 50y 5 0 1,0 4
6 s TR ¢ 000 ‘B 1 g 0.0 1,2

&

For & kunne beskrive matriser pa trappeform trenger vi litt terminologi.
Det fprste ikke-null elementet i en rad (det er ngdvendigvis et ett-tall) kalles
et pivotelement, og sgylen det star i, kalles en pivotsgyle (se illustrasjonen
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nedenfor). Pivotelementer og pivotsgyler kommer til a spille en sentral rolle
i teorien i dette kapitlet.

pivotelementer

0

?
pivotsayler

Vi har allerede nevnt flere ganger at poenget med radoperasjoner er a

forvandle en gitt matrise til en matrise pa trappeform. Det neste resultatet
forteller oss at dette alltid er mulig.

Setning 4.2.3 Enhver matrise er radekvivalent med en matrise pa trappe-
form.

Bevis: Dette beviset er bare en systematisering av den metoden vi har brukt
i eksemplene. Forst ser vi pa sgylene i matrisen og plukker ut den farste som
ikke bare bestar av nuller. Ved eventuelt a bytte om to rader kan vi sorge
for at det gverste elementet i denne sgylen ikke er null, og ved 4 gange
den pverste raden med et passende tall, kan vi gjere om dette elementet
til et ett-tall. Ved hjelp av dette ett-tallet kan vi na eliminere alle ikke-null
elementer i sgylen under -— vi bare ganger den gverste linjen med et passe
tall og adderer resultatet til den raden vi arbeider med. Nar dette arbeidet er
ferdig, star ett-tallet alene igjen i spylen og er blitt vart ferste pivotelement.
Vi “glemmer” na den gverste raden i matrisen og arbeider bare med resten
(sd nar vi na sier “restmatrisen” mener vi det som star igjen etter at vi har
fjernet forste rad).

Vi begynner na prosedyren pa nytt med a lete oss frem til den fgrste
seylen i “restmatrisen” som ikke bare bestar av nuller. Ved eventuelt & bytte
om rader sikrer vi oss at det gverste elementet ikke er 0, og ved a gange raden
med et passende tall, forvandler vi elementet til et ett-tall. Pa vanlig mate
bruker vi dette ett-tallet til & eliminere elementene i spylen nedenfor. Na
har vi funnet vart andre pivotelement, sa vi “glemmer” raden det star i, og
gjentar prosedyren pa radene nedenfor.

Denne prosedyren fortsetter inntil én av to ting skjer. Enten er det ikke
flere rader igjen (og da er vi ferdige fordi det star et pivotelement i hver
eneste rad), eller sa bestar alle spylene i den “restmatrisen” vi ser pd, av
bare nuller (og da er vi ferdige fordi vi har pivotelementer i alle de radene
som ikke bare bestar av nuller). O

Bemerkning: Nar vi bruker radoperasjoner til a bringe en matrise A over
pa trappeform, sier vi at vi radredusere A. Det er greit 4 veere klar over
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at matriser kan radreduseres pa forskjellige vis — nar du bruker metoden,
har du ofte et valg mellom flere muligheter (f.eks. hvilke rader du vil bytte
om pa), og det endelige resultatet vil ofte avhenge av hvilke valg du gjor
underveis. Det kan derfor godt hende at fasitsvaret pa en oppgave er for-
skjellig fra ditt svar, selv om ditt ogsé er riktig. Det viser seg imidlertid at
alle trappeformene til en matrise har de samme pivotsgylene (og dermed de
samme pivotelementene), og dette kan du bruke som en sjekk pa at svaret
ditt er rimelig.

Ligningssystemer pa trappeform

Vi skal n& vende tilbake til linezre ligningssystemer og se dem i lys av det
vi nettopp har leert. Vi starter med et generelt, linezert ligningssystem med
n ligninger og m ukjente (vi insisterer altsa ikke pa at det skal veere like
mange ligninger som ukjente - det finnes en del problemstillinger der det
er aktuelt & se pa bade “for f&” og “for mange” ligninger):

anzi + a2 + -+ an = b
U911 + agea + - + AopTy = ba
Am1ZT1 + @maZ2 + -+ AmnTn = bm

Vi tar na den utvidede matrisen

an a2 ... Qn b

a1 G2 ... G2n | by
B = . .

Aml Gm2 ... Qmn me,

|
og bringer den pa trappeform ved hjelp av radoperasjoner. Den matrisen

C vi da far, tilhgrer et ligningssystem med de samme lpsningene som det
opprinnelige systemet. I dette systemet vil noen variable (“ukjente”) korre-
spondere til pivotsgyler, og disse kaller vi basisvariable, mens de andre kalles
frie variable. La oss se pa et eksempel:

Eksempel 4: Vi starter med ligningssystemet

z4+2y+z
=R =
rT+dyt+z =
Den utvidede matrisen er
1 2 TN
B = -1 1 -1 0
1 5 1]2
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Radreduserer vi B, far vi:

$ e pilfy plga) ¢ g pfa
get = ¥ bt b 8 b bR o g ool
g ighds 1 5 112 o' 3 0|d
T2 bl T L
e 08D ] B Lo, 1 83—
0000 000 0

! ! -
I denne trappematrisen C' er spyle 1 og 2 pivotsgyler. Sgyle 1 og 2 tilsvarer
variablene z og y, sa disse er basisvariable, mens 2z (som tilsvarer sgyle 3) er
en fri variabel. Vi ser at C er den utvidede matrisen til systemet

Tadyrze = 1
o
0 =0

Den nederste ligningen er alltid oppfylt og kan neglisjeres. De to andre lig-
ningene legger ingen foringer pa den frie variabelen z som kan velges fritt,
og nar den er valgt, kan vi regne ut verdiene til basisvariablene x og y. Vi
far y = % ogr=1-2y—z= %“Z (at y er uavhengig av z er en tilfeldighet).

onstantleddet i den
r vi ligningssyste-

La oss na forandre eksemplet litt. Dersom vi endre
tredje ligningen i det opprinnelige problemet fra 2 til 1743
met

z+2y+z = 1 QN
\,‘J'\.f\:_{ \ v )
—z4+y—z = 0 1 tadin }\\
T+oy+z = 1 ‘
med utvidet matrise
3R
B=|-11-10
1 5 111
Radreduserer vi denne matrisen, ender vi opf) med trappematrisen
T Zen i 141
c'=|010f1
0 0 0{_ 1

N4 har vi fatt et pivotelement i siste spyle, og det har dramatiske konse-
kvenser. Det korresponderende ligningssystemet er nemlig

r4+2y+z =

y:
0 ==

oo = =
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og her ser vi at den siste ligningen aldri kan oppfylles. Ligningssystemet har
derfor ingen lgsninger. &

Mpgnsteret du ser i eksemplet ovenfor er helt generelt:

Setning 4.2.4 Anta at den utvidede matrisen til et lineert ligningssystem
kan radreduseres til trappematrisen C. Da gjelder:

(i) Dersom den siste spylen i C er en pivotspyle, har ligningssystemet
ingen losninger.

Dersom den siste sgylen ikke er en pivotsgyle, har vi videre:

(ii) Dersom alle de andre spylene i C er pivotspyler, har ligningssystemet
noyaktig €n lgsning.

(iii) Dersom minst én av de andre soylene ikke er en pivotsgyle, har lig-
ningssystemet uendelig mange lgsninger.

Bevis: Siden det opprinnelige ligningssystemet og det som hgrer til C, har
npyaktig de samme lgsningene, kan vi konsentrere oss om ligningssystemet
til C. Anta forst at den siste sgylen i C er en pivotsgyle. Da inneholder
ligningssystemet en ligning av formen 0 = 1, og har derfor ingen lgsninger.

Anta s& at den siste spylen i C ikke er en pivotsgyle. Dersom det finnes
andre sgyler som ikke er pivotsgyler, har systemet frie variable. Gi disse
hvilke som helst verdier du gnsker. Du kan né regne ut verdien til de andre
variablene ved & begynne nedenfra med den nederste (ikke-trivielle) lignin-
gen. Denne ligningen gir deg verdien til den siste av basisvariablene. G4 na
videre til ligningen over og regn ut den tilhgrende basisvariablen. Fortsett
oppover i ligningssystemet til du har regnet ut alle basisvariablene. Det-
te viser at for hvert valg av frie variable, har ligningssystemet ngyaktig én
lpsning. Finnes det frie variable, har derfor ligningssettet uendelig mange
Igsninger. Finnes det ikke frie variable (dvs. at alle sgyler unntatt den siste
er pivotsgyler), ma ligningssettet ha ngyaktig én lgsning. 0

Det er ofte viktig & vite nar et ligningssystem har ngyaktig én lgsning (vi
kaller dette en entydig lgsning), og vi tar derfor med dette som et separat
resultat:

Korollar 4.2.5 Anta at den utvidede matrisen til et lineert ligningssystem
kan radreduseres til trappematrisen C. Da har ligningssystemet en entydig

lgsning hvis og bare hvis alle soyler @ C unntatt den siste, er pivotsayler.

Bevis: Dette er bare en omskrivning av punkt (ii) i setningen ovenfor. [
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Matrisen nedenfor viser en typisk trappematrise som tilsvarer et lignings-
system med entydig lgsning:

1 =23 0 412
0 11 3 -2 16
0 01 -2 3|~
C=10 00 1 313
g 09 O 1 1
Qi 0100 00 8 8
0 00 O O0}]O0

Vi ser at pivotelementene begynner gverst i V(Jﬂstre hjerne og fortsetter
nedover diagonalen inntil de nar den nest siste sgylen. Under dette nivaet
kan det godt veere noen rader med bare nuller.

Ligningssystemer med samme venstreside

Bade i teori og praksis hender det ofte at vi har behov for a lgse “det samme”
ligningssystemet gang pa gang med forskjellig hgyreside. Mer presist betyr
dette at vi gnsker & lgse systemet

11T + a1222 + -+ a1nn = b
(21T1 + @222 4+ + Aopn = b
Am1¥1 + AmaT2 + - -+ QpnTn = lE’m

mange ganger for de samme koeflisientene a;;, men for forskjellige b;. Et
spersmél som da dukker opp, er nar det er mulig & lgse ligningssystemet for
alle valg av by, ba, ..., by,. For a lgse dette problemet ser vi pi matrisen

el R

/
i

ail a2 s Ain

Q21 Q23 --- QG2n
C e

m1 Om2 - Omn

til ligningssystemet (ikke bland denne sammen med den utvidede matrisen

a;y a2 ... ain b

asy @92 ... Qan be
B =

Gml Gm2 --- OGmn bm

der b-ene er med!) Vi radreduserer sa A til en trappematrise D. Det viser seg
at ligningssystemet vart har en lgsning for alle valg av by, bs, ..., by dersom
alle radene i D inneholder et pivotelement.

- Aot rmd o r;_)]
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Setning 4.2.6 Anta at

a1 a2 - Qin

a1 azz -+ G2n
A=

Am1 Gm2 Qrnn

kan radreduseres til trappematrisen D. Da har ligningssystemet

1121 + Q1222 + -+ A1pTn = b
a1T1 + apaXo + -+ ATy = by
Am1T1 + Qpe®e + -+ Gmpln = bm
en lgsning for alle valg av by, b, ..., by hvis og bare hvis alle radene i D

inneholder pivotelementer.

Bevis: Anta forst at D har pivotelementer i alle rader, og velg b1,b2,...,bm.
La B vare den utvidede matrisen
giy @iz v G by
e ae1 Q22 ... G2n b2
Am1l Am2 ... Omn bm.,

Vi vet at A lar seg forvandle til D gjennom en sekvens av radoperasjoner,
og vi lar na C veere den matrisen vi far nar vi lar B gjennomga den samme
sekvensen av operasjoner. Da er

du diz ... din 3}1

gl | % @ TR

Bt b e s B
der d;; er elementene i D og b1,bo, ..., bm er resultatet av & bruke disse rad-
operasjonenc pa by, b, ...,bm. Siden D har et pivotelement 1 hver rad, kan

ikke den siste sgylen i C vaere en pivotsgyle, og fglgelig har ligningssystemet
minst en lgsning.

Anta n& omvendt at D mangler pivotelement i noen av radene, og la rad
nummer j vaere den fgrste av disse. Hvis vi kan finne b1, b, . .., b, slik at b;
er lik 1, vil C fa et pivotelement i siste sgyle, og ligningssystemet vil da ikke
ha en lgsning. Siden radoperasjonene er reverserbare, er det ikke vanskelig
4 finne et slikt sett med b-er. Vi velger oss rett og slett et sett 51,52, Oy ,Bm

ytde

n dA & P
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med den egenskapen vi gnsker oss ved a la b; = 1, mens b; = 0 for alle andre
indekser 7. SA danner vi matrisen

dll dl? dln 3_31
G| e R
dml dm.? v dmﬂ 5111

Legg merke til at C er pa trappeform og at 5j er et pivotelement i siste rad.
Na bruker vi de omvendte av de operasjonene som forte A til B til a fore C'
tilbake til en matrise pa formen

a11 @12 ... A1 b';

: asy @Gz ... G by
B = i P T
Gmi Gm2 ... Gmn bm

(husk reverseringsprosedyren i eksempel 2). Ligningssystemet til B kan ikke
ha en lgsning siden vi kan bruke de opprinnelige radoperasjonene til a for-
vandle B til C, og C har et pivotelement i siste rad. O

Legg merke til at dersom m > n (dvs. at matrisen A har flere rader
enn sgyler), si er det ikke plass til et pivotelement i hver rad (husk at
pivotelementene ma flytte seg minst ett skritt mot hgyre for hver rad), og
ligningssystemet kan derfor ikke ha lgsninger for alle by, b, ..., by,.

La oss ogsd se pa betingelsen for at ligningssystemet har en entydig
lesning for alle valg at by, ba,. .., by

Korollar 4.2.7 Anta at

ari aia Ain

az1 422 Qaan
A= .

Am1 Am2 ' Omn

kan radreduseres til trappematrisen D. Da har ligningssystemet

anzy +apTy+ -+ aptn = b
a21T1 + ATy + -+ + A2pTn = bo
@m1T1 + GmaZa + -+ GmnZn = bm
en entydig lpsning for alle valg av by, by, ..., by hvis og bare hvis alle rade-

ne og alle sgylene i D inneholder pivotelementer. Dette betyr at D er en
kvadratisk matrise med pivotelementer pa diagonalen.
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Beuvis: Vi vet fra setningen ovenfor at det m& veere pivotelementer i alle ra-
der dersom vi skal ha lgsninger for alle valg av b1, ba, ..., bn. Vi vet ogsa at
for & f& entydige lgsninger, ma vi ha pivotelementer i alle spyler. Skal vi fa
plass til pivotelementer i alle rader og alle spyler, ma D veere en kvadratisk
matrise med pivotelementer pa diagonalen (prov deg frem, sa vil du se). O

Bemerkning: Ifglge resultatet ovenfor er det bare mulig & ha entydige
lgsninger for alle by, b, ..., by, dersom D — og dermed A — er cn kvad-
ratisk matrise, dvs. at vi har like mange ligninger som ukjente. Dette er
en viktig observasjon som vi skal mgte igjen i ulike forkledninger senere i
kapitlet.

Det er pa tide med et eksempel:

Eksempel 5: Vi skal undersgke om ligningssystemet

3r+y—2z = b
—z+2y—2z = b
T4z = by

har en lgsning for alle valg av by, bg, bs. Matrisen til systemet er

3 1 -2
-1 2 -1
1 0 1

Bruker vi radoperasjoner pa denne matrisen, far vi (vi tillater oss & ta flere
operasjoner i slengen slik at ikke utledningen skal bli for lang):

3 1 -2 —1 2 =i 11431 -1 2 -1

i 9 1}l 323 9 |l g 7 5

1 0 1 1 0 1 0 2 0

-1 2 -1 -1 2 -1 ns 1 -2 1
111 I+ (=211 =\ LI =
T 5 3] 10 0
s 01 -2 ~ oL =5 | [0 1 -3

02 0 00 2 0o 0 1

Siden den siste matrisen har et pivotelement i hver rad, har ligningssystemet
en lgsning for alle valg av by, ba, bs. Siden det ogsa er et pivotelement i hver
s@yle, er denne lgsningen entydig. &

Oppgaver til seksjon 4.2

1. Avgjgr om matrisene er pa trappeform:

T =8 5% B 1. Z% 1 0 2
A=|(0 1 -1 |B=[00 1 ]jCc=[020
001) 00 0/ A 0 0 1
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1 -2 0 =11}\VY :3 s &3 0y =
p=(0 01 1]|E= ® |\F= di do- et
0.l B Lol ol [ W O QR TR R

2. Reduser matrisen til trappeform:

DO D
oo =
—_—
=

1 2 1
a) A= -1 -3 2
2 1 2
i e
TN R
-2 1 3
1 1 -2 3
-1 0 -5 2
1 2 1 1
) Pl ~£ 8 ~1 2
1 12 1 T

3. Lgs ligningssystemet ved & radredusere den utvidede matrisen.

z—y+2z =1
2r4+y+2z = 1
—2r—y+z = 0

4. Les ligningssystemet ved a radredusere den utvidede matrisen.

Jz—4y+z = 2
-2y = 1
—2r+2y—2z = -1

5. Lgs ligningssystemet ved a radredusere den utvidede matrisen.

r+2y+z = 2
2r —4y+3z = 1
3z—-2y+4z = 6

6. Lps ligningssystemet ved a radredusere den utvidede matrisen.

r4+3y—z+3u = 4
r+2y—2243u = 0
20+ 2y —5z+5u = 1

7. Avgjer om ligningssystemet har en lpsning for alle valg av by, bo, bs:

b
l')z

2r + 4y — 4=z
20 —y+ 3z
r—y+2z = b3
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8. Avgjer om ligningssystemet har en lgsning for alle valg av by, ba, bs:

T+ 23} -3z = b]

—2r—4dy+z = b

z+2y+z = b

9. a) Reduser matrisen til trappeform:

1 0 2 5

0 j O GO L

o ¢ =22 41 F'0

1 i L LR

b) Las ligningssystemet

c+2y+2u = 5
y+z4+u = 3
-2y+z+u = 0
r+2y+z+3u 7

10. Et bilutleiefirma har kontor i tre byer A, B og C. Av de bilene som leies i A,
blir 60% returnert i A, 30% i B og 10% i C. Av de bilene som leies i B, blir 30%
returnert i A, 50% i B og 20% i C. Av de bilene som leies i ', blir 60% returnert
i A, 10% i B og 30% i C. Bilfirmaet har totalt 120 biler. Ilvordan skal det fordele
disse bilene i A, B og C slik at det i hver by returneres like mange biler som det
leies ut?

4.3 Redusert trappeform

Néar vi omformer en matrise til trappeformy; serger vi for at elementene un-
der pivotelementene alltid er null, men vin{;-ryr oss ikke om elementene over
pivotelementene. For noen formél lgnner det scg & sgrge for at disse elemen-
tene ogsa er null. Vi sier da at matrisen er pa redusert trappeform. Her er
den presise definisjonen:

Definisjon 4.3.1 Vi sier at en matrise er pd redusert trappeform dersom
den er pd trappeform og alle elementene i pivotsoylene, unntatt pivotelemen-

tene, er 0.

Eksempel 1: Disse matrisene er pa redusert trappeform:

100 1 -3 0 Rl
000101
il s ol (Bl :
o e 000013
000000

K
!( -'""ji{"f":?"
Ao 2 (
.'\
\ 0
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Disse matrisene er pa trappeform, men ikke pa redusert trappeform:

13 2 ' =3 2 s 5 g8 22
0001 21

014, [0 14

. L A 0000 13
0000 00

&

Alle matriser kan omformes til redusert trappeform ved hjelp av rad-
operasjoner. Vi radreduserer dem forst til vanlig trappeform, og bruker der-
etter pivotelementene til a skaffe oss de resterende nullene i pivotsgylene.
Det er lurest a begynne bakfra med de pivotelementene som star lengst til
hayre. Her er et eksempel:

Eksempel 2: Vi starter med en matrise som er pa vanlig trappeform
1 2 -3 4 2
A =] @ . 1.2 13
00 001

Deretter tar vi utgangspunkt i pivotelementet nederst til hgyre, og bruker
det til a skaffe oss nuller i posisjonene over:

1 2 -3 4 2 LAY 2 -3 4 2
00 1 2 3 ~ 0 1 20
00 001 00 001

2 340

1+(-,2)”‘, 0 0 12 0

0 001

Dermed har vi ordnet opp i den bakerste sgylen, og vi gar na mot venst-
re pa jakt etter neste pivotsgyle. Det er s¢yle nummer 3, og vi bruker na
pivotelementet her til & skaffe flere nuller:

1 2 -3 4 0 1 2 0 10 0
00 120 lade L 20
& 0 AL 0 A G 86 8.3
Dermed er matrisen brakt pa redusert trappeform. &

Poenget med a starte prosessen bakfra er at vi slipper unna mye regne-
arbeid fordi de fleste tallene vi adderer er 0.

Setning 4.3.2 Enhver matrise er radekvivalent med en matrise pd redusert
trappeform.
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Bevis: Vi vet allerede at matrisen er radekvivalent med en matrise pa vanlig
trappeform, s alt vi trenger, er & vise er at enhver matrise pa vanlig trappe-
form er ekvivalent med en matrise pa reduset trappeform. Dette fplger fra
prosedyren vi har beskrevet ovenfor. Det eneste som kunne gatt galt med
denne prosedyren, var hvis noen av de operasjonene vi gjorde underveis,
“sdela” nuller vi allerede hadde skaffet oss pa et tidligere tidspunkt, men
det er lett & sjekke at det ikke skjer. O

Bemerkning: Det viser seg at den reduserte trappeformen til en matrise er
entydig bestemt — uansett hvilken sekvens av radoperasjoner du bruker for
& bringe en matrise pa redusert trappeform, blir sluttresultatet det samme.
Vi skal derfor av og til snakke om “den reduserte trappeformen” i bestemt
form.

Det neste resultatet skal vi ofte fa bruk for. Husk at korollar 4.2.7 forteller
oss at ligningssystemet

anzi +a12%2 + -+ apTn = b
a91T1 + a9y + -+ ATy = bo
Am1Z1 + GmaTa + -+ AmnTn = bm

bare kan ha en entydig lgsning for alle valg av by, b,. .., by, dersom m =n,
dvs. dersom vi har like mange ligninger som ukjente.

Setning 4.3.3 Ligningssystemet

anzy +apry+ -+ a1y = b
a1 + asoTo + -+ aopny = b
An1Z1 + AnaZa ++ ApnZTn = bn
har en entydig lpsning for alle valg av by, by, ... by hvis og bare hvis den
tilhgrende matrisen
ap; a2 - Qun
. azp a2 - QGan
Anl Qpz2 *°°  Onn
er radekvivalent med identitetsmatrisen
1 0 wue 0

G 1 e 0
I'n.z W i §

0 B Do 1K
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Bewvis: Dersom A er radekvivalent med identitetsmatrisen, folger det umid-
delbart fra korollar 4.2.7 at ligningssystemet alltid har en entydig lgsning.
P4 den annen side: Dersom ligningssystemet alltid har en entydig lgsning,
vet vi fra korollar 4.2.7 at A er radekvivalent med en trappematrise der alle
pivotelementene ligger pa diagonalen. Den reduserte trappeformen til en slik
matrise er identitetsmatrisen (hvorfor?), og felgelig er A radekvivalent med
identitetsmatrisen. o

Redusert trappeform i MATLAB

Det er ganske kjedelig & fore store matriser over pa trappeform for hand,
men heldigvis finnes det hjelpemidler. Dersom du har tastet inn en matrise
A1 MATLAB, vil kommandoen >> rref (A) fa MATLAB til & regne ut den
reduserte trappeformen til A. Her er et eksempel pa en kjering:

>> A=[2 -1 45 6
6 -1321
-231 0 86];

>> B=rref(A)

E =
1.0000 0 0 -0.4286 -0.7500
0 1.0000 0 -0.7143 0.5000
0 0 1.0000 1.2857 2.000

Kommandonavnet rref kan virke litt mystisk, men det skyldes rett og
slett at redusert trappeform heter reduced row echelon form pa engelsk.
Vanlig trappeform heter row echelon form.

La oss se hvordan vi kan bruke kommandoen rref til a lgse et lignings-
system.

Eksempel 3: Vi skal lgse ligningssystemet

2r—y+3z4+utv = 2
3z+y—z+2u—v = -
—rx—2y+4z4+u+2v = 4
Den utvidede matrisen er
2 =1 % 41 1 2
Bi= 3 1 -1 2 -1 3
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og putter vi denne inn i MATLAB og bruker rref, fir vi

>»> B=[2 -1 3112
31 -12+-13
-1 -2 412 4];

>> C=rref(B)

C =
1.0000 0 0.4000 0 0
0 1.0000 -2.2000 0 -1.0000
0 0 0 1.0000 0

Den reduserte trappeformen er altsa

10 04 0 0 05
cC=(01 -22 0 -1 05
0 0 0 1 0 25

269

-0.5000
-0.5000
2.5000

Vi ser at pivotsgylene er sgyle 1, 2 og 4, og at de frie variablene er z (som
korresponderer til sgyle 3) og v (som korresponderer til sgyle 5). Vi kan
derfor velge z og v fritt og lgse for de andre variablene. Det er lettest a gjore

dette hvis vi forst skriver opp ligningssystemet til C:

z+04z2 = -05
y—22z—v = -05
W = 2.9

Vi ser at lgsningene er gitt ved

r=—05-04z

y=—05+22z+v

z=z
uw= 2.5
V=1

der z og v kan velges fritt.
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Oppgaver til seksjon 4.3

1. Avgjer om matrisene er pa redusert trappeform:

010 1
A=|o0 0 1 |,B=|0
00 0 \ 0

[ B B
o = O
\\-u-.___'/

Q

Il
T
[ B e
= OO
o oo
. SRR

1 00
12 -1 00 0 1 0 I 2 =1 690
D=|100 017 |,E=|0 01 F= 1 01 7
00 000 0 0 0 00 100

0 0 0

2. Omform matrisene til redusert trappeform:

va=(31)

2 1.4
mB_’(l 10

1 |
) C=| -1 2 -1 3
2 2 1
1 2 3
2 & .6
d) D= w8 =k B
-1 -2 8
3. Bruk MATLARB til & omforme disse matrisene til redusert trappeform:
1 3 -2 2 3
0 2 -3 4 6
a) A= -2 3 1 -4 5
0 -2 -1 -2 8
2 3 1 0 -1

025 05 1.5 0.75
b) B = 1 055 07 025

-025 3 075 -0.1
1 2 05 3 -1 2
2 05 -1 -1 2 3
1 1 1 2 3 4
2 =1 2 3 -2 0

¢) O'=

4. Avgjer om ligningssystemet har en entydig lgsning for alle valg av by, ba. by. Bruk
gjerne MATLAB som hjelpemiddel.

r+2y+z = b
2z + 4y + 3z ba
—z+3y+2z = bs

Il
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5. Avgjor om ligningssystemet har en entydig lgsning for alle valg av b1, b2, b3. Bruk
gjerne MATLAB som hjelpemiddel.

2r—y+z = b
—r+3y+2z: = bo
3r—4y—z = by

6. Finn alle lgsningene til ligningssystemet. Bruk forst MATLAB til & skrive den
utvidede matrisen pa redusert trappeform.

2z —y+z+3u = -4
—r+2y+4z+3u = 2
-2r4+y+3z—4u = -1

7. Finn alle lgsningene til ligningssystemet. Bruk forst MATLAB til & skrive den
utvidede matrisen pa redusert trappeform.

r+y—z+2u—v = 1
-2z —-2y+z—ut+v = 2
3z+3y—2u+2v = 1

4.4 Matriseligninger

Hittil i dette kapitlet har vi arbeidet med ligningssystemer. Vi har riktignok
skrevet en del matriser, men de har bare veert forkortede skrivemater for
Iigningssftemer, og vi har aldri utnyttet de regnereglene for matriser som vi
studerte ih(apitte] 1. N4 skal vi koble disse to tingene sammen og se hvordan
radreduksjon kan veere et nyttig verktgy i studiet av matriser.

For vi begynner, kan det vaere lurt & gjore to observasjoner som ofte er
nyttige & ha i bakhodet ndr man arbeider med matriser. Dersom aj, az,...,an
er vektorer i R™, lar vi

A= (ay,az,...,an)

veere m X n-matrisen med aj, as, . ..,a, som sgyler. Ganger vi denne matri-
sen med vektoren

I
T2
X =
‘T"TL
ser vi at v

Ax = z1a; + 2289 + - -+ + Tpap

(regn ut begge sider og se at det stemmer). Produktet Ax er altsa lineser-
kombinasjonen av aj, ag,...,a, med 21, T3, ..., T, som vekter.
Anta na at B = (by,by,...,bg) er en n x k-matrise med by, b, ..., b
som seyler. Da er
AB = (Aby, Abg, ..., Abyg)

(»
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(sjekk ved & regne ut begge sider). Vi far altsa sgylene i produktmatrisen
AB ved & gange hver av sgylene i B med A. Disse to observasjonene er ofte
nyttige nar man gnsker a forsta matriseutregninger.

La oss na begynne arbeidet med 4 koble sammen radreduksjoner og
matriseoperasjoner. Dersom vi starter med en m X n-matrise

ayy a2 -+ Qin
21 azzx -+ d2n
A=
Am1 am2 - Omn
og en spylevektor
I
T2
N = ’ ;
Tn

kan vi regne ut en sgylevektor

ved a ta produktet
Ax=b

Vi kan ogsa snu problemstillingen pa hodet: Dersom vi starter med A og b,
gnsker vi & finne en vektor x slik at

Ax=b (4.4.1)

Vi kaller dette en matriseligning. Dersom vi skriver ut ligning (4.4.1) pa
komponentform, far vi

a1z + a12T2 + - + A1nTn b1

a21%1 + a2 + -+ - + A2nTn bo
| . (4.4.2)

Am1T1 + Ap2X2 + -+ CpnTy bisi

Det a lgse matriseligningen (4.4.1) er altsa det samme som & lgse lignings-
systemet

ary +apery+ -+ amTy, = b
a91%1 + A2 + - + AgnTn = by

Ami%1 + GmaZ2 +  + GmnZn = bm
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All den kunnskapen vi har skaffet oss om linesere ligningssystemer, kan vi
na overfgre til matriseligninger. Forst litt notasjon — vi skal skrive

B = (A,b)
for den utvidede matrisen
a;p a2 ... Gy b
B a1 a2 ... azrt by
Am1 (17;12' 0. Bmi BE

La oss nd oversette setning 4.2.4 til matrisesprék.

Setning 4.4.1 La B = (A, b) vere den utvidede matrisen til matriselignin-
gen
Ax=Db

og anta at B kan radreduseres til trappematrisen C. Da gjelder:

(i) Dersom den siste spylen i C er en pivotsgyle, har matriseligningen
ingen lgsninger.

Dersom den siste sgylen ikke er en pivotsgyle, har vi videre:

(ii) Dersom alle de andre sgylene i C er pivotsgyler, har matriseligningen
noyaktig én lgsning.

(iii) Dersom minst én av de andre spylene ikke er en pivotsgyle, har matrise-
ligningen uendelig mange lgsninger.

Bevis: Dette er bare en omformulering av setning 4.2.4. O

Eksempel 1: Finn alle lgsninger til matriseligningen Ax = b nar

9 =1 3 3 4 1
A= 2\ G 8 ok oed og b= 4
SRR R A A 1

Vi bruker forst radoperasjoner pa den utvidede matrisen

2 =1 3 3 1
1 4
1

|
[ B =

Dersom vi velger & bruke MATLAB, far vi
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B=[2 -1 3341
3024-14
-1 2 -4 -501];

>> C=rref (B)

C =
1.0000 0 0.6667 0.3333 0 1.2963
0 1.0000 -1.6667 -2.3333 0 1.1481
0 0 0] 0 1.0000 -0.1111

B er altsa radekvivalent med matrisen

1 0 06667 03333 0 1.2963
C=1] 01 -16667 —23333 0 1.1481
00 0 0 1 -0.1111

Vi ser at den siste sgylen ikke er en pivotsgyle, sa ligningen har lgsninger. Vi
ser ogsa at sgyle 3 og 4 ikke er pivotsgyler, sa ligningen har uendelig mange
lgsninger. Variablene x3 og x4 er frie, og velger vi verdier for disse, kan vi
regne ut de andre variablene:

I = 1.2963 — 0‘8667@3 = 0.3333274

2o = 1.1481 4 1.6667x3 + 2.3333x4
zs = —0.1111

Skriver vi lgsningen péa vektorform, har vi dermed

1.2963 — 0.6667.’33 — 0.3333;1?4
1.1481 + 1.6667x3 + 2.3333x4

X = I3 =
Ty
—0.1111

1.2963 —0.6667 —0.3333

1.1481 1.6667 2.3333

= 0 i 1 + &4 0

0 0 1

—-0.1111 0 0
Denne skrivematen gir en god oversikt over lgsningene. &

La oss na undersgke nar matriseligningen Ax = b har en lgsning for alle
vektorer b. Svaret ligger i setning 4.2.6 og korollar 4.2.7:
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Setning 4.4.2 Anta at matrisen A er radekvivalent med trappematrisen D.
Da har ligningen

Ax=Db

lgsning for alle vektorer b € R™ hvis og bare hvis alle radene i D inneholder
et pivotelement. Losningen er entydig dersom ogsd alle spylene i D inne-
holder et pivotelement — dette betyr at A er en kvadratisk matrise som er
radekvivalent med identitetsmatrisen.

Bevis: Som allerede nevnt er dette bare en omskrivning av setning 4.2.6 og
korollar 4.2.7 til matrisesprak. O

Homogene ligninger

En matriseligning Ax = b kan ha ingen lgsninger for noen verdier av b
og én eller uendelig mange lgsninger for andre verdier av b. For a forsta
sammenhengen er det lurt 4 ta utgangspunkt i homogene ligninger, dvs.
ligninger av typen Ax = 0 der hgyresiden er null. En homogen ligning har
alltid lgsningen x = 0, s& spersmalet er om dette er den cneste lgsningen,
eller om det finnes uendelig mange andre. Fra setning 4.4.1 far vi:

Korollar 4.4.3 Anta at matrisen A har trappeform D. Dersom alle spylene
i D er pivotsgyler, har den homogene ligningen Ax = 0 bare lgsningen
x = 0. Dersom D har sgyler som ikke er pivotsgyler, har ligningen uendelig
mange losninger. Dersom A er en kvadratisk n x n-matrise, betyr dette at
ligningen Ax = 0 har 0 som eneste lpsning hvis og bare A er radekvivalent
med I,,.

Beuvis: Den generelle delen av korollare folger direkte fra setning 4.4.1.
Tillegget om kvadratiske matriser folger fordi en kvadratisk matrise har pi-
votelementer i alle spyler hvis og bare hvis alle pivotelementene star pa
diagonalen, og det er det samme som at den kan radreduseres til 1 O

Den neste setningen gir oss sammenhengen mellom lgsningene av homo-
gene og inhomogene ligninger. Har du studert differens- eller differensial-
ligninger, vil du ha sett lignende resultater fgr. Indeksene p og h pa vektorene
X, 0g Xp, star for henholdsvis partikuler og homogen.

Setning 4.4.4 Anta x, er en lgsning av matriseligningen Ax = b. De and-
re lpsningene er da vektorene pd formen

X = Xp + Xp

der xp, er en lpsning av den homogene ligningen AX = 0.

SO
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Bevis: Anta forst at x = x, + X5 der X, er en lgsning av den homogene
ligningen. Da er

Ax = A(xp +xp) = Axp + Axp =b+0=D,

sa x er en lgsning av ligningen.

Anta si at x er en lgsning av Ax = b, og definer x; = X — X,. Da er
X = Xp+Xp, og alt vi behgver & vise, er at x; er en lgsning av den homogene
ligningen. Dette er bare et lite regnestykke:

Axp=Ax—xp) = Ax—Ax,=b-b=0

a

Setningen ovenfor forteller oss at dersom den inhomogene ligningen Ax =b
har lgsninger, sa har den like mange lgsninger som den homogene lgsningen
Ax = 0.

Simultane lgsninger av matriseligninger

Anta at vi gnsker & lgse matriseligningen Ax = b for flere verdier av b, la
oss si for b = by, b = by, ..., b = by. Vi gnsker med andre ord & lgse
ligningene

Ax; = b, Axo = ba, ..., Axy = by

Som nevnt tidligere er dette en problemstilling som offe ukker opp i praksis.
Den er mest aktuell nar ligningssystemene har entydig| lgsning, sa vi antar
at A er en kvadratisk matrise som er radekvivalent med identitetsmatrisen
I, (husk setning 4.4.2). For & lgse ligningene er det naturliééji begynne med
4 radredusere den utvidede matrisen (A, by) til den forste matriseligningen.
Hvis vi gjer dette helt til vi kommer til redusert trappeform, sitter vi igjen
med en matrise pa formen

" [ -
1 0 0 b e, &
0 1 ::0 0 521 e -
C = yow ; . TAld
ST A - 5 Lo
g L B B
der by1,b51, ... ,Enl er de tallene vi far nar vi bruker radoperasjoncne pé

komponentene til by. Setter vi inn variablene, far vi ligningene

ry = bn

T2 = by

In = bﬂl
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Den siste spylen i C gir oss altsd lgsningen av den fgrste matriseligningen.
Hvis vi gjor det samme med den andre matriseligningen, far vi pa tilsvarende
mate en matrise

10 ...0 bi
s = 01 0 ba
6 6 by 3 B
der by, b, . .., bno er lgsningen av den andre matriseligningen. Vi ser at vi

har gjort nesten ngyaktig de samme operasjonene to ganger; i begge tilfeller
har vi radredusert A til idententitsmatrisen I, den eneste forskjellen er at vi
har hatt forskjellige sistesgyler & arbeide med. Vi kan effektivisere arbeidet
ved & putte inn alle hgyresidene by, b, ..., by pa en gang. Vi starter altsa
med matrisen

Ve

a;1 @1z ... Gin b1 b2 ... bk X "

a1 G2 ... Q2n | bo1 boo ... Dok Al

anl Ap2 ... Qpn {bnl bng i s bnk

der i
b1 b1a bik L
boy bao bog
blz : 7b2: . ,"',bk= .

b‘nl bn? bnk

Omformer vi denne matrisen til redusert trappeform, sitter vi igjen med

10 ... 0 bu bio ... bu .
“ | S 0 b-zl b22 bgk N
AR
4 00 ... 1|but bz .o b

Lgsningene av ligningssystemene er altsi sgylevektorene som star etter iden-
titetsmatrisen.
La oss se pa et enkelt eksempel:

Eksempel 2: Vi skal lgse ligningene
Ax1 = bl,AXQ = bg,AX3 = b3

-(5 )
o= (3) = (2) = (3)

der
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Vi starter med den utvidede matrisen
2 111 3 2
3 -1 2 1 1

og omdanner denne til redusert trappeform

2 1)1 3 2\ (1 }

3 1|2 1 1 3 -1

H+(—3)1(1 Iry g 1)~§n(
0 —3|3 -3 —2

1+(j)u(1 o & %

T

01 -5 3

o =
(WL

hfds Lnja

= Baf=

)

TS

JUE Ry

=T

|

Rl R BT [

LTI Y

Dette betyr at lgsningene til de tre matriseligningene er henholdsvis

)

LS B R P

()=

Sjekk svarene ved & sette inn i ligningene!

= s

(

A |

)

For store ligningssystemer (som er det man ofte stgter pa i praksis) lgnner
det seg a bruke MATLAB til a foreta radreduksjonen.

Oppgaver til seksjon 4.4 ™

1. Finn alle lgsningene av matriseligning/Ax = b nar:

) A=

(11 ) -(4)
e (4 1 )0
(

g). A=

1 —2 3
d)A=|2 -1 3
1 01

2. Lgs ligningene Ax; = by og Axy = by nar A =

-()

(

-1

1
2)1b1
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3. Lgs ligningene Ax; = by og Axp, = bz nar A =

(4)==2)

4. a) Bring matrisen pa trappeform:

= = b

B S o=

=
(-
—

o=l =D

b) La

Avgjor for hvilke verdier av h ligningen Ax = b har lgsninger, og finn
lgsningene nar de finnes.

5. I denne oppgaven er C' matrisen

der a er et reelt tall.

a) Reduser C til trappeform.

1 0 1 1
b) Vilar A= 2 1 a?2—a | ogb=| 3 |.For hvilke verdier av a har
-1 1 -3 a

ligningssystemet Ax = b henholdsvis én, ingen og uendelig mange lgsninger?

6. I denne oppgaven er C' matrisen
1 1 -1 0
C= 2 -1 -5 3
-1 2 a’+3a -3a

a) Reduser C til trappeform.

der a er et reelt tall.

1 1 -1 0
b) Vilar A = 2 -1 -5 ogb = 3 . For hvilke verdier
-1 2 a?+3a —3a

av a har ligningssystemet Ax = b henholdsvis én, ingen og uendelig mange
lgsninger?
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4.5 Inverse matriser

Husk at hvis A er en n x n-matrise, si er A~! den inverse matrisen til A
dersom
AA ' =1, og AlA=1I, (4.5.1)

I seksjon 1.7 viste vi at en kvadratisk matrise kan ha hgyst én invers matrise,
og at det finnes mange matriser som ikke har en invers. Hittil har vi imid-
lertid ikke hatt effektive metoder til & finne ut om en matrise er inverterbar,
eller til & regne ut den inverse matrisen nir den finnes. I denne seksjonen
skal vi bruke teorien for matriseligninger til a finne slike metoder.

Det er ikke s& rart at det er en naer sammenheng mellom matriseligninger
og inverse matriser. Dersom matrisen A er inverterbar, kan vi nemlig lgse
matriseligningen Ax = b ved 4 gange med den inverse A~! pé begge sider. Vi
far da A—!(Ax) = A~!b som kan forenkles til x = A~'b siden A™'(Ax) =

/ (A~ A)x = I,x = x. Dette betyr at dersom A er inverterbar, har ligningen

Ax = b en entydig lgsning x = A~ 'b. Vi kan med andre ord ikke regne med a
finne en invers matrise med mindre ligningen Ax = b har en entydig lgsning
for alle b, dvs. med mindre A er radekvivalent med identitetsmatrisen I
(husk setning 4.4.2). Et av de teoretiske resultatene i denne seksjonen er at
vi faktisk har en fullstendig korrespondanse her — en kvadratisk matrise er
inverterbar hvis og bare hvis den er er radekvivalent med identitetsmatrisen
(se setning 4.5.4). Det viser seg at beviset for dette resultatet leder oss til
en effektiv mate 4 finne inverse matriser pa, men for vi kommer sa langt, er
det noen teoretiske\gp@rsmﬁl vi ma rydde opp i.

Det forste vi skal vise er at en ensidig invers ogsa er en tosidig invers
— det vil si at hvis en;fnatrise tilfredsstiller én av betingelsene i (4.5.1), sd
tilfredsstiller den automatisk den andre. Vi begynner med to hjelpesetninger.

Lemma 4.5.1 Anta at B og C er to m x n-matriser slik at Bx = Cx for
allex € R". Da er B = C.

Beuvis: Det er nok & vise at dersom B # C, sa finnes det en vektor x slik at
Bx # Cx. Det er ikke sa vanskelig: Siden B # C, finnes det minst ett par
av indekser i, j slik at b;; # c;;. Velger vi x = ej, ser vi at Bx # Cx siden
de i-te komponentene til de to vektorene er henholdsvis b;; og c¢;;- O

I den neste hjelpesetningen far vi bruk for vare resultater fra forrige
seksjon.

Lemma 4.5.2 La A vere en n X n-matrise og anta at det finnes en n x n-
matrise B slik at AB = I, (B er altsd en hgyreinvers til A). Da har matrise-
ligningen Ax = c en entydig lgsning for alle c € R™. Soylene by, by, ... b,
til B er lgsningene til ligningene Ax = €1, AX = ea,..., AX = e,,.
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Bevis: La b; veere den j-te spylen i B. Da er Ab; = e; (dette skyldes at nar
du regner ut Ab; gjor du akkurat det samme som nar du regner ut den j-te
soylen i AB, og den j-te sgylen i AB er e; siden AB = I,) . Dette betyr at
b; er en lpsning av ligningen Ax = e;.

For & vise at ligningen Ax = ¢ har en lgsning for alle ¢ € R", observerer

vi ferst at enhver ¢ kan skrives som en lineserkombinasjon av ej,eg, ..., ey,.
Vi har:
(8] 1 0 0
Ca 0 1 0
€= ; =0 e el ety . —
G 0 0 1

=ci€1 + €2 + -+ Cplp
Hvis vi na lar x = ¢;by +csba+- - -+ ¢pby, (der by, ba,. .. by, er som ovenfor),
far vi

Ax = A(e1by + e2by + -+ + enby) = c1Aby + c3Aby + - - - + crAby, =

=cie; +ees+ -+ Ch€p =C

Dette viser at ligningen Ax = ¢ har en lgsning for alle ¢, og det gjenstéar a
vise at denne lgsningen er entydig.

Her kobler vi inn teorien fra forrige seksjon. Vi tenker oss forst at vi bru-
ker radoperasjoner til & redusere A til en trappematrise D. Siden ligningen
Ax = ¢ har en lgsning for alle c, forteller setning 4.4.2 oss at D har et pivot-
clement i hver rad. Siden D er kvadratisk, ma D da ogsé ha et pivotelement
i hver sgyle (ellers er det ikke plass til et pivotelement i hver rad), og ifolge
setning 4.4.2 er da lgsningen av Ax = c entydig. O

Vi kan na vise at en ensidig invers er en tosidig invers.
Setning 4.5.3 Anta at A og B er to n x n-matriser. Dersom
AB =1,
sd er A og B inverterbare, og A1 =B, B~ = A

Bevis: Det nok & vise at BA = I,, siden vi da har bdde AB = I, og BA = I,,.
Ifglge lemma 4.5.1 holder det a vise at

(BA) =Inx:x

for alle x € R™, Lar viy = (BA)x, er det altsé nok & vise at y = x. Bruker vi
den assosiative lov for matrisemultiplikasjon (setning 1.6.2(i)) flere ganger,
ser vi at

Ay = A(BA)x) = A(B(Ax)) = (AB)(Ax) = [,(Ax) = Ax

—
Gadnddly A
A e
fyi.i d : . a l))
g 4 r"_. \ig A
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Setter vi b = Ax, har vi dermed béade
Ax=Db og Ay =b
Siden ligningen Ax = b ifglge lemma 4.5.2 har en entydig lgsning, betyr

dette at x = y, og dermed er setningen bevist. ]

Det neste resultatet gir var annonserte beskrivelse av nar en matrise er
inverterbar.

. Setning 4.5.4 Enn xn-matrise A er inverterbar-hvis og bare hvis matrise-
\, y AR ligningen Ax = ¢ har en entydig lpsning for a(qufffr:kt.oreé‘,c e R", det vil si

W hvis og bare hvis A er radekvivalent med identitetsmatrisen I,.
TV

Al l
N '-‘Rg
ﬁ!‘}\{c_

Wier © v.‘\— ,JL\. 4 A Con )

(-

S Bevis: Vi vet fra setning 4.4.2 at ligningen Ax = c har en entydig lgsning
Wl"‘ for alle ¢ hvis og bare hvis A er radekvivalent med identitetsmatrisen. Det
. er derfor nok & vise at A er inverterbar hvis og bare hvis Ax = ¢ har entydig

Igsning for alle c.
: - Fra setningen 4.5.2 vet vi at dersom A er inverterbar, si har ligningen
ek V\ tv e © W77 Ax = c entydig lgsning for alle c. Anta omvendt at Ax = c har en entydig
Ax= 6 SN lgsning for alle c, og la by veere lpsningen av ligningen Ax = e;. Hvis B er
e i S g]_\&,_ K matrisen som har b; som j-te sgyle, har vi dermed AB = I, og fplgelig er
3« A inverterbar ifelge setning 4.5.3. )

-

— Legg merke til at dersom A er inverterbar, si er Igsningen til ligningen
AT Ax = c gitt ved
AD -4 _ x=A"lc

(gang ligningen Ax = ¢ fra venstre med A™1).

PPN, iy Eksempel 1: Vi skal undersgke om matrisen
3n. Am-1. ¢ RA 1 3 2
A= -1 0 1
0 3 3
er inverterbar. Radreduserer vi A, far vi:
1, & 2 1 3
A= -1 0. 3.0 % Lo
0 3 3 0

HI+(-1)11
i~

5]

2
3
3

(o~
o W

1 3 2
011
@0 0

Denne trappematrisen har ikke pivotelementer i siste rad og siste sgyle, og
ligningen Ax = b har derfor ikke en entydig lgsning for alle b. Dermed vet
vi at A ikke er inverterbar. &

2"--
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En metode for i finne inverse matriser

Vi vet nd at en matrise er inverterbar hvis og bare hvis den er radekvivalent
med identitetsmatrisen. Vi vet ogsa at for & finne den inverse matrisen til
A, er det nok & finne en matrise B slik at

AB =1,
I tillegg vet vi at vi kan finne sgylene by, bs,...b, 1 B ved 4 Igse ligningene
Ab; =e;,Aby =es,...,Ab, = e,

(husk lemma 4.5.2). Fra forrige seksjon vet vi hvordan vi lgser slike lignings-
sett — vi starter med matrisen

a1 a2 ... Qin Tt 0 o 0
o1 Qg2 ... dap g 1 0
apl Qp2 .. Qpn | B 0 e A
der vi har utvidet A med hgyresidene i ligningene e;, ez, . . . , €,, og omformer
den til redusert trappeform:
T 0 e O b],] bl? S bl?r.
gu | £ S BEE
00 ... 1 bnl bn? SR brm

Lgsningene av matriseligningene er da sgylene til hgyre for identitetsmatri-
Sern:

b1 b1z bin

b baz by
b= o [ ee=| L |oBe=]|

bnl bﬂ-? bnn

og den inverse matrisen blir

bii bz -+ bin
e bar b2 - bon
bnl bn? e bnn

Vi kan oppsummere metoden slik: Dersom vi omformer matrisen (4, Ir)
til redusert trappeform, far vi matrisen (I,, A~!). La oss demonstrere me-
toden pa et eksempel:
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Eksempel 2: Vi skal bruke metoden til & invertere matrisen

L= (2R
A= 2 -2 5
=20 B

Det forste vi gjor er “a skjste pA” A en identitetsmatrise slik at vi far
matrisen

O e e I N S
AL)=| 2 -2 5010 % 0 03 -210
2 10001 W e mga
1 -11 10 1 11 100
2t [ g g 3 _o 1 Helll [ 00 1 o 9 0 1
0 -1 2 2 0 1 0 03 -2 10
(1_}’1’; 1 -1 1 1 0 0 L pi 1 =1 @ 5§ 1 o
o 0 1 -2 -2 0 -1 +2 0 10 _% % 4
3 1 0
0 0 1 -53 0 0 01 -5 5 O
100 -3 3 -1
Wloto -2 1=t
001 -2 1 o

Den forste halvparten av denne matrisen er identitetsmatrisen, og den andre
halvparten er B = A~!. Vi har altsi

& 1
3 3 1
JE_ w8 _
AT = - 1
2 1
-5 3 0

Du bgr sjekke at dette er riktig ved a utfgre multiplikasjonen

5 1

T i -5 1

4 ~2 2 -5 5 -1 2
2 i

-2 10 -2 1 0

Metoden fungerer ogsd i det tilfellet der A ikke er inverterbar. Da vil
den reduserte trappeformen til (A, I,) ikke begynne med identitetsmatrisen
I,,, og dette forteller oss at A ikke er inverterbar.
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Inverse matriser i MATLAB

Dersom du har lastet inn en inverterbar matrise A i MATLAB, vil komman-
doen

>> B=inv(4)

f4 MATLAB til & regne ut den inverse matrisen og legge den inn i variabelen
B. Dersom du gnsker a lgse matriseligningen

Ax=Db
kan du na gjgre det ved a skrive
>> x=Bb.

(dette forutsetter selviolgelig at du allerede har lastet inn b). Det er imid-
lertid mer effektivt & bruke kommandoen

>> x=A\b

Legg merke til at “brokstreken” \ gar “gal vei” — det skyldes at man her
“deler fra venstre” (det vil si at man gjgr noe som tilsvarer & gange med
A~! fra venstre). Kommandoen

>> x=b/A

med “normal” brekstrek, produserer lgsningen til ligningen xA = b (i dette
tilfellet ma x og b veere radvektorer for at dimensjonene skal passe) fordi
vi her kan lgse ligningssystemet ved 4 gange med A~! fra hgyre — dvs. vi
deler fra hgyre.

Var oppmerksom pé at kommandoene ovenfor bare fungerer etter be-
skrivelsen nar A er en inverterbar, kvadratisk matrise; vil du lgse andre typer
ligningssystemer, mé du bruke tcknikkene vi har sett pa tidligere i dette ka-
pitlet. (Advarsel: Det kan hende at du far svar pa kommandoen >> x=A\b
selv om matrisen A ikke er kvadratisk, men lgsningen kan da ha en annen
tolkning - prgv >> help mldivide for mer informasjon).

Oppgaver til seksjon 4.5 ( it x Mg el )

1. Finn den inverse matrisen dersom den finnes:

wA=(;_f)mB=(?_i)@C=(i %)

2. Finn den inverse matrisen dersom den finnes:

1 -2 3 2 3
2 4 0 )|gCc=|-111
4 16 —6 2 0 3

2,
I
i
SRR ™
|
Bo = =
[ e
Lo = S
o
Z
o
I
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3. Bruk MATLARB til & finne den inverse matrisen dersom den finnes:

1 -2 01 25 13 11
9 3 gg 39 11" b3
a)Ad=1 4 _ o [PME=] 19 13 22 -32
g Wl s 99 02 -11 02
11 -23 43 —005 1
a4 gy WY W igg gy
i = 3 12 42 -33 02
9 923 31 13 22
23 3 28 12 -11

4. Bruk MATLAB-kommandoen >> x=A\b til & lgse matriseligningen Ax = b nar:

2 -1 3 =1
a)A=| 0 -1 2 |,b=| 2
= Bl 3
3 2 -1 3 4
1 -1 -1 -1 -3
A= o 1 2 3 |'P=| o
9 2, .1 .0 1

5. Bruk MATLAB-kommandoen >> x=b/A til 4 lgse matriseligningen xA = b nar:

2 -1 3
a) A= 0 -1 2 |,b=(-1,2,3)
-4 31
3 12 =1yl =
1 -1 -1 =1 e 3 5
b) A= 9 _1 8, o ks b= (4,-3,0, lE&sammenhgn med svarene pa opp-
2 —2 1 0 P |
gave 4.

6. a) Finn den inverse matrisen til

B

L Bl i ]
LV ol o]

iEH

b) Bruk resultatet i a) til & lgse ligningssystemet

z+2y = 5
y+z = 3
—2y+z = 3

¢} For hvilke verdier av a og b har ligningssystemet

z+2y = 5
y+z = 3
—2y+(a+1)z = b -10

henholdsvis én, ingen og uendelig mange lgsninger?
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7. Anta at A er en inverterbar n x n-matrise, og at b er en radvektor med n kom-
ponenter. Vis at x = bA~! er den entydige lgsningen til ligningen x4 = b.

8. Anta at A er en inverterbar n x n-matrise og at B er en inverterbar m x m-
matrise. Lag en (n+m) x (n+m)-matrise C ved a sette inn A i gvre venstre hjorne,
B i nedre hgyre hjgrne og sa fylle ut med nuller. Symbolsk skriver vi:

A 0
i ( 0 B )
Vis at C er inverterbar og at

A2
-1 _
(% )
9. Figuren nedenfor viser et elektrisk nettverk. Man kan regulere spenningen i de

ytre punktene A, B og C, men spenningen i de indre punktene X, Y og Z er alltid
gjennomsnittet av spenningen i nabopunktene.

C

Z

A X ¥ B
a) Laa, b, ¢, z, y, z veere spenningen i henholdsvis 4, B, C, X, Y og Z. Vis at

dersom
a xT
b=| b og x="| @
c z

sa er Ax = b der

3 =1L =1
A= -1 3 -1
—1 =1 3

b) Finn AL
¢) Finnz,yogznara=1,b=20gc=3.

d) Hvordan skal du velge de ytre spenningene a, bogcfordafaz =1,y =2,
z=37

4.6 Linezerkombinasjoner og basiser

Anta at vi har n vektorer a;.as,...,a, i R™. En vektor b € R™ kalles en
lineerkombinasjon av aj, ag, . .., a, dersom det finnes tall z,,22,...,2n € R
slik at

Tia; + T8y + -+ Tpan =b (4.6.1)

Vi kan tenke pé dette som en ligning der a;,as,...,a, og b er gitt, og der
vi gnsker & finne x1,x2,...,Tn.
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I lineser algebra er det svzert viktig & vite nar en vektor b kan skrives
som en lineserkombinasjon av en utgangsmengde ap,as,...,an, og pa hvor
mange mater dette kan gjgres. Det viser seg at dette bare er en ny vri pa de
sporsmalene vi allerede har studert i dette kapitlet. Hvis A = (aj,a2,...,ay)
er matrisen med soyler a;,as,...,ay, observerte vi i seksjon 4.4 at

Ax = 118 + 282 +- -iTJan

A finne en vektor
I
T2

In

slik at z1a; + zoas + -+ -+ Tpa, = b, er altsa det samme som & lgse matrise-
ligningen Ax = b.

Eksempel 1: Skriv

1
b= 3
0
som en lineserkombinasjon av
3 ¥
a) — -1 og as = 1
2 4
Vi ma altsa finne tall z1, zo (hvis mulig!) slik at
3 T 1
T —1 +xa| 1 = 3
2 4 0
Det tilsvarende ligningssystemet er
3r1+ Ty = 1
—x1+x2 = 3
2z +4x2 = 0
med utvidet matrise
371
-1 1 3
2 40
Vi radreduserer pa vanlig mate
3 71 4 -1 1 3 ”-.hsgf -1 1 3
=1 08 F el AR w0 18 3
2 40 2 40 D 6 16
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pr-11 03 enn f L TR N AR
P 011 ~ 01 1 ~ 0 1 1
g 1 3 0 00 0o 0 O
Vi gér tilbake til ligningene
T — o -3
Iy =
0 = 0
som gir 1o =1 og 21 = -3 + 22 = =2, |

Vi legger merke til at vi hadde litt “flaks” i eksemplet ovenfor i og med
at vi fikk 0 = 0 i den siste ligningen. Det gjenspeiler at en vektor i R?
vanligvis ikke kan skrives som en lineszerkombinasjon av to gitte vektorer -—
vi trenger faktisk litt flaks for & fa det til! Vi skal na se neermere pa nar en
vektor kan skrives som linezerkombinasjoner av andre vektorer — med eller
uten “flaks”.

Setning 4.6.1 Anta at aj,as, ...,
0 kan skrives-som—en-lineerkombinasjon av ai,as,. ..

,a,, radreduserer
atrisen\ A)= (ai, a2, ..., an))til-en-trappematrise C.)D

a gjelder

(i) Dersom den siste saylefki Ceren pz’votsﬁ?t@,,@fxb ikke en lineerkom. —

binasjon av a;,ag, R P

TR s

Dersom den siste eﬂyfeﬂ}? 1kke er en pivotsgyle, har vi videre:

(
(i) Dersom alle Qaangjj spylene 1 C' er pivotspyler, kan b skrives som en
lineerkombinasjon av a,,as,...,a, pd noyaktig én mate.

(iii) Dersom minst én av (iuﬂdf& soylene i C ikke er en pivotsoyle, kan b
skrives som en lineerkombinasjon av ay, as, . ..,a, pd uendelig mange
mater.

Bewis: Dette er bare en omformulering av setning 4.2.4. O

=

Et viktig spersmal er nar alle vektorer b i ([R™)kan skrives som en li-
neezerkombinasjon av en gitt samling vektorer aj, as, ..., m./ Dette er bare
en omformulering av setning 4.2.6.

Setning 4.6.2 Anta at aj,ay,...,a, er vektorer i R™, og at matrisen A=
(a1, ag,...,a,) kan radreduseres til trappematrisen C'. Da kan enhver vektor
b i R™ skrives som en lineerkombinasjon av aj,as, ..., a, hvis og bare hvis
alle radene i C inneholder et pivotelement.

a,,b er vektorer i R™. For a underspke —

a VWA
1N
-

f'.,_\
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Beuvis: Som allerede nevnt er dette bare en omskrivning av setning 4.2.6. O

Anta at vi har en samling vektorer aj,as,...,a, i R™. Med spennet

-
Sp(alsa2s---}an) = 3 | 8 |."-1 "\ :

til a1, a9, ...,a, mener vi mengden av alle vektorer b € R™ som kan’skyi-
ves som en linerkombinasjon av aj,as,...,a,. Setning 4.6.1 forteller oss
hvordan vi kan sjekke om en spesiell vektor b hgrer til Sp(as,az,..\an),
mens setning 4.6.2 forteller oss hvordan vi kan sjekke om alle vektorer i\R"™
herer til Sp(aj, ag, ..., a,). I det siste tilfellet er Sp(as, az, ... ) = R"@g
vi sier at a;,as,...,a, utspenner hele R™. Setningen ovenfor har en viktig
konsekvens:

Korollar 4.6.3 Dersom aj,as,...,a, utspenner hele R™, er n > m. det
vil si at antall elementer er storre enn eller lik dimensjonen til rommet.

Bevis: La A vecre matrisen med ap, as, . ..,a, som sgyler, og radreduser A
til trappematrisen C. Dersom vektorene aj,ay, ...,a, utspenner hele R™,
ma C ha et pivotelement i hver rad, og det er det bare plass tilomn > m. O

Det er ikke s& vanskelig & fa en viss geometrisk forstaelse av korollaret i
R3: Har du to vektorer aj, ap € R3, vil alle lineserkombinasjoner av a; og a
ligge i planet som gér gjennom punktene 0, a; og az. Du trenger en tredje
vektor, som ikke ligger i dette planet, for & kunne skrive enhver vektor i R3
som en linezerkombinasjon.

Lineser uavhengighet

Vi skal veere spesielt interessert i situasjoner der clementene i

Sp(ai,as,...,a,)

kan skrives som lineserkombinasjoner av aj,as,...,a, pa en entydig mate,
dvs. at det for hver b € Sp(aj,as,...,a,) finnes ngyaktig ett sett av tall
T1,Zo,...,Ty slik at b = x121 + 2082 + - + Tpay,.

Definisjon 4.6.4 Vi sier at vektorene aj,as,...,a, € R™ er linesert uav-
hengige dersom hver b € Sp(ay, as, ..., ay,) kan skrives som en lineerkombi-
nasjon av aj,as, . ..,a, pd en entydig mate. Hvis vektorene a1, az,...,an €
R™ ikke er lineert uavhengige, sier vi at de er linesert avhengige.

Det er ofte nyttig 4 formulere lineser uavhengighet pa en a.nngl mate:

Setning 4.6.5 Vektorene a;,as,...,a, € R™ er lineert uavheng:é_&jims og
bare hvis folgende betingelse er oppfylt:
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En lineerkombinasjon ria; + xsas + -+ + Tpa, av a1,az,...,an €7
bare lik O dersom alle koeffisientene x1,xa,...,Tn er lik 0.

Bevis: Anta ferst at aj, as, . . ., a, er linsert uavhengige. Vi kan opplagt skrive

0 som linegerkombinasjonen
0 = 0a; + Oas + --- + Oay,

Siden linegerkombinasjoner av linezert uavhengige vektorer er entydige, betyr
dette at hvis
0=ma + 23000+ ... +Tpan

sherz; =0,29=0,...,2, =0.
Anta si at aj, as,...,a, tkke er linsert uavhengige. Da ma det finnes en
vektor b som kan skrives som en linezerkombinasjon pé to forskjellige mater:

b =pa) + ypaz + - + Ynan
b = za; + z2a3 + - + zp@n
Trekker vi disse to ligningene fra hverandre, far vi
0= (y1 — 21)a1 + (y2 — 22)a2 + - + (Yn — 2n)an

Velger viz; =91 — 21, L2 = Y2 — 22,. .., Tn = Yn — Zn, ma minst én av disse
ri-ene veere forskjellig fra 0 (siden de to linezerkombinasjonene ovenfor er
forskjellige), og vi ser dermed at

0==xia; +22a2 + ...+ Tnay

er oppfylt uten at alle z1,z3,...,zy er lik null . =

Vére gamle resultater kan nd brukes til & sjekke om vektorer er lineeert
uavhengige:

Setning 4.6.6 Anta at a1, as,...,a, er vektorer i R™, og at matrisen A =
: ; A

(aj,as,...,a,) kan radreduseres til trappematrisen G . Daveraj, as,... Rn

lineert uavhengige hvis og bare hvis alle spylene i C er pivotsayler. .

Bevis: Fra forrige setning vet vi at aj,ap, ..., a, er linesert uavhengige hvis
og bare hvis ligningen

r1a] + 2088 + - +xpa, =0 (4.6.2)
har en entydig lgsning 1 = 22 = ... = xp = 0. Den utvidede matrisen
til denne ligningen cr (4,0) = (a1, az,. .. ,ap,0), og radreduserer vi denne

matrisen til trappeform, vil den siste sgylen fortsatt bestd av nuller, mens
resten av matrisen vil veere lik C. Vi ser dermed at (4.6.2) har en entydig

P A
+ A
1= KL
E 7
X, €
- '}L."
r A ’ =
(A<
-y =~
-\ A C
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« <6 \r
+ v
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oY

L ! ¥ 5 ~ 5 A o \

I ?.. 5 ‘\ - '\1‘ B / \

' y = ! > (o on 3 -~ \ & ¢ %

=Y = - o
\ \ R S & 0 9D S
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lpsning hvis og bare hvis alle sgylene i C' er pivotsgyler. O

Eksempel 2: Vi skal undersgke om vektorene

1 2 -3
3 3 :

ap=| | |a2= o | Bw=1| _
4 —4

-\—1

er linezert uavhengige. Forst organiserer vi vektorene som\;é‘n matrise

1 2 -3
3 3 3
Aw -1 0 -2
4 —4 -1

Putter vi denne inn i MATLAB og kjgrer rref, ser vi at den reduserte
trappeformen til A er

I« 0
{2 0
0 01
0 00

Siden denne matrisen bare har pivotsgyler, er vektorene vare linezert uav-
hengige. &

For vi gar videre, tar vi med en viktig konsckvens av setningen ovenfor.

Korollar 4.6.7 En lineert wavhengig mengde i R™ har m eller ferre ele-
menter. Antall elementer er altsd mindre enn eller lik dimensjonen til rom-

me@

Bewvis: Anta at aj,as,...,a, er vektorer i R™, og la A veere matrisen med
disse vektorene som sgyler. Reduser A til en trappematrise C. Skal vektore-
ne aj,as,...,a, vare linesert uavhengige, ma C ha et pivotelement i hver
spyle, og det er det bare plass til hvis n < m. O

Bemerkning: Legg merke til at ulikheten i korollaret ovenfor gar motsatt
vei av ulikheten i korollar 4.6.3: For & utspenne hele R™ trenger vi minst m
vektorer, men for 4 ha lineser uavhengighet kan vi maksimalt ha m vekto-
rer. En mengde vektorer som béde er linesert uavhengig og utspenner hele
R™ ma derfor ha ngyaktig m elementer. Denne observasjonen ligger bak det
viktige begrepet basis som vi snart skal se neermere pa.

Anta na at vi har en samling vektorer aj,as,...,a, som utspenner
Sp(ay,as,...,a,). Vektorene aj,as,...,a, vil vanligvis ikke veere lineart
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uavhengige, og for noen formal er det en stor ulempe. Det neste resultatet
viser at det alltid er mulig & plukke ut noen av vektorene aj,as,...,a, slk
at vi far en linezert uavhengig mengde som utspenner hele Sp(ay, ag, ..., an).

Setning 4.6.8 Anta at aj,as,...,a, er en samling ikke-null vektorer i R™.
Da er det mulig d finne en lineert uavhengig delmengde 531,35'2, S8y QU
aj,an,...,a, sk at ( v

Sp(ajuaizi'--aa%k) . Sp(alva2:"-:an)
U v

Bevis: Vi organiserer fgrst de opprinnelige vektorene som en matrise A=
(a1, as,...,an) og radreduserer denne til vi far en matrise C' pa trappeform.
Vi fjerner sa de sgylenc i C som ikke er pivotsgyler, og star da igjen med
en matrise C’ der alle spylene er pivotsgyler. Vi gér tilbake til A og fjerner
de samme sgylene der som vi fjernet i C. Dette gir oss en matrise A’ som
inneholder noen av sgylene i A. Vi ser at vi kan radredusere A’ til C’ ved &
bruke de samme radoperasjonene som reduserte A til C. Dette betyr at A
er radekvivalent med en trappematrise med bare pivotsgyler, og folgelig er
spylene 1 A’ linezert uavhengige.

For & fullfgre beviset ma vi vise at enhver vektor b som er en lineeer-
kombinasjon av sgylene i A, ogsd er en lineserkombinasjon av sgylene i A
Hvis vi radreduserer den utvidede matrisen (A,b) ved & bruke de samme
operasjonene som ovenfor, vet vi fra setning 4.6.1 at den siste sgylen ikke er
en pivotsgyle. Dersom vi isteden radreduserer (A’,b) ved & bruke de sam-
me operasjonene, vil heller ikke na den siste sgylen veere en pivotsgyle (det
skyldes at vi ikke “mister” noen pivotelementer nér vi bytter ut A med A).
Ifslge setning 4.6.1 er da b en lineserkombinasjon av spylene i A”. O

Legg merke til at beviset ovenfor inneholder en metode for hvordan man
finner de linezert uavhengige elementene a;, , a;,, . . ., a;,; man organiserer de
opprinnelige vektorene som en matrise A, fadreduserer denne til trappeform,
og plukker ut de seylene i A som korresponderer til pivotsgyler i trappefor-
men.

Eksempel 3: La

1 -2 3 4

2 0 2 -1

ag=| -1 |,a2= 2 |l,az=| —3 |,as= 0
-1 1 -2 2

0 3 -3 2

Vi skal finne en linezert uavhengig delmengde som utspenner Sp(a;, az, as, a4).
Bruker vi MATLAB, far vi

b Haqi
var A
et
| < e
{}-(“-51, -'{).L) J
)" r‘ q‘lfi‘ II\ ‘
(A1) ~ [cd]
(AL - 'S
51
L
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A=[1 -2 3 4
20 2=

-1 2 =30
-1 1 =0 2
03 =321y

>>C=rref (B)

C =

OO0 0O
Cc S O = O
O O O =
o C - 0 O

Vi ser at den forste, andre og fijerde sgylen er pivotsgyler. Mengden vi er pa
jakt etter er da de tilsvarende sgylene i A, nemlig

1 -2 4

2 0 -1

a; = -1 ,ag = 2 ,a4 = 0
-1 1 2

0 3 2

Basiser

Buasis er kanskje det viktigste begrepet i linezr algebra. Basiser brukes til
sa mangt, men i dette kapitlet skal vi hovedsakelig benytte dem til 4 studere
egenverdier og egenvektorer. For vi kommer sa langt, trenger vi en kort
innfering i noen grunnleggende egenskaper. Vi begynner med definisjonen:

Definisjon 4.6.9 En basis for R™ er en line@rt uavhengig mengde vektorer
a;,as,...,a, som utspenner hele R™, dvs. at Sp(a1,az,...,a,) = R™.

Det er lett & sc at enhver basis for R™ ma ha ngyaktig m elementer —
korollar 4.6.3 forteller oss nemlig at en mengde som utspenner hele R™ ma
ha minst m elementer, mens korollar 4.6.7 forteller oss at ingen linesert
uavhengig mengde i R™ kan ha flere enn m elementer.
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Den enkleste basisen er den som bestir av enhetsvektorene

1 0 0
1 0

e = . 182 = ; 1o 8m =
0 0 1

Dette kalles ofte standardbasisen i R™.

La A veere matrisen med vektorene ap, dgj. .., an(@ R™ som sgyler. Da
er a;, a2,/ .,a(f.,/,‘e R en basis for R™ hvis og bare hvis matriseligningen
Ax = b har en¢ntydig lgsning for alle b — vektoren

er nemlig en lgsning av matriseligningen hvis og bare hvis
z1a1 +T0a2 + ...+ Tmam =b

Det neste resultatet gjor det lett & sjekke om en samling vektorer er en
basis.

] v rd .
m-matrisen med disse vektorefie som‘soyler. Da er ai, &z). .., am)en basis

Setning ?(?10 Anta at al,ia, }..,a -5?" vektorer i R™, og la A vere m x
e
for R™ hvis og bare hvis A er radekvivalent med identitetsrnatrisen Ip,.

Bewis: Vi har allerede observert at ay,az,). ., er en basis hvis og bare
hvis matriseligningen Ax = b har en entydig lgsning for alle b. Ifplge setning
4.4.2 er dette ekvivalent med at A er radekvivalent med Ip,. O

Setningen ovenfor har noen konsekvenser som ofte er nyttige i mer teore-
tisk arbeid. Det neste korollaret sier at dersom vi har “riktig antall” vektorer
(dvs. m vektorer a1, agy. .., a7 R™) og skal sjekke om de danner en basis,
sa er det nok & sjekke ett av de to kravene om at aj,&3)) .., &mler linesert
uavhengige og utspenner hele R™ — det andre kravet er automatisk oppfylt.

Korollar 4.6.11 Anta at a;,832)...,am erm vektorer 1 R™. Dersom vek-
torene enten er lineert uavhengige, eller utspenner hele R™, si danner de
en basis. J

Bevis: La A veere matrisen med ap, a5, . ., ag sbm sgyler, og la D veere den
reduserte trappeformen til A. Dersom vektorene er linesert uavhengige, er
alle spylene i D pivotsgyler. Siden D er kvadratisk, er det bare plass til dette

f{( {Il_’ -’7
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om alle pivotelementene stir pa diagonalen, dvs. hvis D = I,. Men da er

ﬁ njenl basis 1f®1ge setningen ovenfor.
som »ektorene a;,69 ..., @ utspenner hele R™ ma alle rader i D
inneholdex pivotelementer. Slden er kvadratisk er det bare plass til det-
te om atle pivatelementene stir pa diagonalen. Men dermed er D = Ip, og
a; (A, . . @ en basis ifelge setningen ovenfor. ]

Det neste rebultatet gjor det enda lettere & finne basiser — det forteller
oss at enhver linezrt uavhengig mengde kan utvides til en basis:

Setning 4.6.12 Anta at a;,as,...,a, er en lineert uavhengig mengde av
vektorer i R™. Da finnes det vektorer ani1, ant2 ,..-, am shik at a;, as,

, @n, Anyl, ..., &y er en basis for R™.

Bevis: La A veere matrisen med aj, as, . ..,a, som soyler, og radreduser A
til en trappematrise C. Siden vektorene aj, ag, ..., a, er linesert uavhengige,
er alle sgyler i C pivotsgyler. Det betyr at pivotelementene starter gverst i
venstre hjgrne av matrisen og fortsetter nedover diagonalen inntil de treffer
heyre kant av matrisen. Utvid C til en kvadratisk matrise C' ved a skjote pa
flere sgyler med pivotelementer pa diagonalen. Reverser de radoperasjonene
som forvandlet A til C, og bruk dem til & forvandle C’ til en matrise A". Da
er A’ en utvidelse av A (det er kommet til nye sgyler bakerst), og soylene i
A’ er linezert uavhengige siden A’ er radekvivalent med en matrise C’ som
bare har pivotsgyler. )

Beviset ovenfor blir lettere & forstd hvis vi gjennomfgrer prosedyren pa
et eksempel:

Eksempel 4: Vi skal utvide mengden

= 2
-3 1
1 3

til en basis for R%. Vi begynner med & radredusere matrisen som har a; og
as som soyler:

== 2 =1 2 =1 2
A= -3 1 | H+(-3) 0 —5 | 21 0 =5 | 1v4s
N 2 =2 P =2 6 52
1"%3 1 gy T 13
-1 2 “1 2% -1 B
V41 0 =5 | IH+zl 0 =5 | vsn 08! | Lo
Q002 s ) Qi@
0 5 0 5/ 0 0
§ ! . 'é 2 . |2 . L :
€A X f At SN 5 ; a0
133 ¢ A
f\
" "
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Vi har nd fatt matrisen pa si god trappeform som vi trenger (for & fa
skikkelig trappeform bgr vi gjere om “pivotelementene” —1 og —5 til 1’ere,
men det fgrer bare til dobbeltarbeid i dette tilfellet). Nest skritt er & skjote
pa C slik at vi far en diagonalmatrise med pivotelementer pa diagonalen:

-1 2 00 -1 2 00
it 0 -5 0 0 |rv-n 0 -5 00
il 0 010 0 010
0 0 01 0" "5 g 1
-1 2 00 -1 24 g gy
111311 0 =5 0 0 | 1v-1 0 -5 00
0 210 0o 2 10
06 5.0 1 1 3.0 1
-1 2 00 -1 0 0
HI-2I 0 -5 0 0 11431 -3 1700 s i
~2 10 2 -2 10|
1 3 01 1 30 1
Dette viser at
-1 2 0 0
2ioth) -3 nn 1 Lenm 0 -
T 2 s A2 = _2 s A3 = 1 sa4 =l 0
1 3 0 1
er en basis. o

Bemerkning: Det kan virke pa eksemplet ovenfor som om den siste delenk

av prosessen (nemlig & g tilbake fra C” til A) er ungdvendig siden de siste
to soylene ikke endrer seg. Dette skyldes at vi ikke har noe radombytte blant
operasjonene vare — med en gang et slikt ombytte dukker opp, risikerer vi
& méatte gjore endringer i de siste to sgylene. La oss legge til at det er mange
andre metoder man kan bruke for & utvide en linesert uavhengig mengde til
en basis, og at metoden ovenfor slett ikke er den raskeste.

Basiser og linezeravbildninger

Det er ikke sd lett & se pa dette stadiet hvorfor basiser er sa viktige, men
vi skal prove & antyde det. Den aller viktigste grunnen er at basiser spiller

7
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en sentral rolle nar man skal studere linesravbildninger. Husk (fra seksjon
1.9) at en linezravbildning fra R™ til R™ er en funksjon T : R" — R™ som
tilfredsstiller kravene:

(i) T(cx) = ¢T(x) for alle c € R og alle x € R"
(ii) T(x+y) = T(x)+ T(y) for alle x,y € R"
Ifplge setning 1.9.2 medferer disse kravene at
T(e1x1 + coxa + + - + cxxg) = a1 T(x1) + 2T (x2) + - - + e T(xk)

for alle ¢1,c,...,cr € R og alle x1,%2,...,xx € R™

Anta na at vq,Vvs,...,Vn er en basis for R", og at T : R" — R™ er
en linescravbildning. Anta ogsd at vi kjenner hvordan T virker pa basis-
vektorene vi,Vva,...,Vn, laosssiat T(vy) = wi, T(va) =wy, ..., T(vy) =
w,,. Siden vy, va, ..., v, er en basis, kan en hvilket som helst vektor x skrives
som en lineserkombinasjon

Xx=cvi+evat o+ ChVy
av vi,Va,...,Vn. Bruker vi T pa dette uttrykket, far vi
T(x) = T(aavi+c2va+ -+ + CpVn) =

e1T(vi) + T (ve) + -+ e T(vn) = c1w1 + coW2 + - - + enWn

Dette betyr at dersom vi vet hvordan T virker pa clementene i en basis, sd
vet vi ogsa hvordan den virker pa alle andre vektorer.

Vi kan snu problemstillingen ovenfor pa hodet. Anta at vi ikke har en
lineseravbildning T, men at vi gnsker & definere er lineseravbildning T slik
at T(vy) = wy, T(v2) = wa, ..., T(vs) = w, (dette er en meget vanlig
problemstilling i lineser algebra). Den neste setningen forteller oss at dette
alltid er mulig:

Setning 4.6.13 Anta at vi,va,...,Vn er en basis for R", og at w1, wa ,
.., Wy, er vektorer i R™. Da finnes det noyaktig én lineeravbildning T :
R” — R™ slik at T(vy) = w1, T(v2) = wy, ..., T(vyp) = Wy

Beuvis: Argumentet ovenfor viser at det kan vere hgyst én slik lineseravbild-
ning. For & vise at det virkelig finnes en, bruker vi at siden vi,va,..., vy er
en basis, kan enhver vektor x € R™ skrives som en lineserkombinasjon

X =I1V1 +ToVe+ -+ TpVp
pa noyaktig én mate. Vi kan derfor definere en funksjon T : R" — R™ ved

T(x) = z1W1 + ToWg + - - + T Wy
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Siden vi apenbart har T(vy) = wy, T(va) = wa, ..., T(vp) = wp, er det
nok & vise at T er en linezeravbildning, dvs. at den tilfredsstiller betingelsene
(i) og (ii) ovenfor.

For & vise (i), observerer vi at hvis

X =x1V] +Tova+ -+ TpVy

sé er
CX = CT1V] + €TyVa + -+ CTpVn

Dermed er
T(cx) = cx1W1 + CTaW2 + -+ + CTr Wy

P& den annen side er
cT(x) = c(xywy + 2aWa + - + TpWp) =
= CL1W] + CToWo + + - + CTpWp

Dette viser at T(ex) = ¢T(x), sd betingelse (i) er oppfylt.
For & vise at betingelse (ii) er oppfylt, begynner vi med to vektorer

X=xI1V1+ITaVe+ -+ TpVp
Y=y1vi+y2ve+ -+ YnVn
Da er
X +y = (21vi+ Tava + -+ TaVa) + (G1v1 +g2va + -+ YaVi) =
= (z1+y)v1+ (2 +y2)ve + ...+ (Zn + Yn)Vn
og folgelig
T(x+y) = (z1 + 1)W1 + (22 +y2)Wa + ... + (Tn + Yn)Wn
P4 den annen side er
T(x) = z1W1 + TaW2 + -+ + TpnWhp

og
T(Y) =W + yowg + -+ + YnWn

Det betyr at T(x+y) = T(x)+T(y), og folgelig er betingelse (ii) oppfylt. O

Man kan lure pa hvorfor det er bruk for andre basiser i R™ enn stan-
dardbasisen ej, es, ..., €,. Svaret er ganske enkelt at i mange eksempler gir
andre basiser enklere regninger og mer informative svar - - spesielt gjelder
dette basiser som bestér av egenvektorer for den lineseravbildningen vi stu-
derer. Husk at en egenvektor for en lineseravbildning T er en vektor v # 0
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slik at T(v) = Av for et eller annet tall A (X kalles egenverdien til v). Egen-
vektorer er spesielt nyttige nar vi skal studere gjentatt bruk av avbildningen
T siden T*(v) = AFv.

Anta na at vi har en basis v, vs,...,v, av egenvektorer for T med
egenverdier A1, Az, ..., An. Enhver vektor x kan skrives som en linezerkom-
binasjon

X =CV]+CVy+ -+ CpVy

Bruker vi T* pa dette uttrykket, far vi
Tk(x) — cl)\‘fvl + cz)\fjvl 4.0+ c,,,,/\flvn

Dersom en av egenverdiene (la oss si A1) er storre enn de andre i tallverdi,
vil leddet den tilhgrer dominere over de andre nar n blir stor. Det betyr at
storrelsesordenen til T*(x) vokser som ¥, og at fordelingen mellom kom-
ponentene i vektoren TF(x) blir mer og mer som fordelingen mellom kom-
ponentene i vi. Som vi skal se senere, er informasjon av denne typen uhyre
viktige nir man skal studere systemer som utvikler seg med tiden.

Det viser seg at de fleste (men ikke alle!) lineseravbildninger har en basis
av egenvektorer. Senere i dette kapitlet skal vi leere mer om hvordan vi kan
finne egenverdier og egenvektorer.

Oppgaver til seksjon 4.6

— . — 5 1 —4
1. Skriv b som en linesxerkombinasjon av a; og az nar a; = ( _9 ), a; = ( )

0gb=(_§ )

2. Skriv b som en linezerkombinasjon av a;, ap og asz nir a; = , g =

1 3 -2
2 |,az=| -1 |ogb= 5
1 2 1

3. Avgjor om alle vektorer i R™ (for relevant n) kan skrives som en lineaerkombina-
sjon av vektorene:

u=(2)m=(3)
el g
it

LI b =
=1 = =

I
s
|
=] O o S
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7 1 2 5
4. Skri . \ lineserkombinasjon . 5
. Skriv _y | som en linexrkombinasjon av L] 3 | 6 |
1 2 —4 3
'[1] . Bruk gjerne MATLAB som hjelpemiddel.
3
1 0.75
; wom .25 . . 0.3
5. Bruk MATLAB til a skrive o | somen lineserkombinasjon av 1
3 2
4 - 4
0.1 3 -1
-2 1’|l -4 3
0.25 0.2 2
6. Bruk MATLAB til 4 sjekke om enhver vektor i R* kan skrives som en lineser-
1 0 2 -1 0
— " —2 -3 -7 3 2
ombinasjon a 3 | 4 | I B R E
2 1 5 2 0

7. Avgjor om vektorene er linesrt uavhengige:

8. Finn en linezert uavhengig delmengde:

2 () (2)0)



302 KAPITTEL 4. LINEAR ALGEBRA IRV

4 -2 3 1

@ 1 3 -1 2
=3 |’ 4 1 2 -5

2 0 0 2

9. Avgjer om mengden er en basis for det relevante rommet R™ (i noen av tilfellene
lgnner det seg & tenke for man regner!)

() (1(2)
(1))
(D)
()0

10. Utvid mengden av vektorer til en basis for det relevante rommet R™:

1 2
a) 2 4
-1 3
1 2 0
-1 1 1
b) (VI I 0
0 0 1

11. I denne oppgaven er v = ( 1 )= V2= ( _i )

a) Vis at v; og vy danner en basis for R%.
_ 1 0 ) e
b) Skrive; = o Joge2=|{ ; )som lineserkombinasjoner av v; og va.

¢) Forklar hvorfor det finnes ngyaktig én linezeravbildning T : R? — R? slik at
T(vy) = 2vy og T(va) = —va.

d) Finn matrisen A4 til linesravbildningen T (dvs. 2 x 2-matrisen A slik at
T(x) = Ax for alle x € R?)

12. Anta at vi,va,..., v er en mengde av ikke-null vektorer som star normalt pa
hverandre. Vis at vi,Vva,..., v, er linesert uavhengige. (Hint: Anta at ¢;vy +cava+
-+ exvy = 0 og ta skalarproduktet med v; pa begge sider.)



