Kapittel 6

Integrasjon

I dette kapitlet skal vi se pd integrasjon av funksjoner av flere variable. Slike multiple
integraler defineres pd samme maéte som integraler av funksjoner av én variabel, og
de regnes ut ved at man beregner flere “vanlige” integraler etter hverandre. Disse
delene av teorien er derfor ikke spesielt vanskelige, men det er selvfplgelig en fordel
a vaere flink i tradisjonell integralregning.

Det som er vanskeligst med de nye integralene, er & stille dem opp. Istedenfor
& integrere over intervaller pa tallinjen, skal vi n& iutegrer?{\over omrader 1 R", og
for & stille opp integralene, ma vi beskrive disse omradene ved hjelp av formler.
Ofte blir beskrivelsene enklere nar man bruker andre koordinatsystemer enn det
vanlige (kartesiske), og vi kommer na virkelig til &4 fi bruk for de alternativend
koordinatsystemene vi innferte i seksjon 3.7: polarkoordinater, sylinderkoordinater
og kulekoordinater. I noen tilfeller strekker ingen av disse “standardsystemene” til,
og da ma vi selv lage et passende koordinatsystem. A bytte koordinatsystem pa
denne maten svarer til 4 skifte variabel i et vanlig integral, men den flervariable
teorien er mer geometrisk - vi bytter som regel (men ikke alltid) koordinatssystem
for & fa et enklere omrade & integrere over.og ikke for & fa en enklere integrand.

Multiple integraler har viktige anvendelser. Mange av disse er naturlige gene-
raliseringer av anvendelser du allerede kjenner for vanlige integraler — vi kan f.eks.
bruke multiple integraler til & regne ut arealer, volumer og masser. I tillegg finnes
det mange “nye” anvendelser i f.eks. statistiRl og fysikk. Det viktigste i dette ka-
pitlet er imidlertid ikke & lzere om flest mulig slike anvendelser; det viktigste er a
lzere hvordan man selv gar frem nar man skal bruke multiple integraler til & lose
problemer i andre fag eller i andre deler av matematikken.

I praksis ma man ofte bruke numeriske metoder for & regne ut multiple inte-
graler. Det krever mye regnekapasitet, og som regel er det verdt & bruke litt tid
pa & skrive integralene pa enklest mulig form fgr man prever seg pa en numerisk
integrasjon. I dette kapitlet skal vi ngye oss med & se litt pa hvordan MATLAB
handterer multiple integraler (men det er nok til & gi deg erfaring med hvor tunge
slike integralberegninger er).

For at ikke geometrien skal bli for komplisert og notasjonen for uoversiktlig, skal
vi hovedsakelig konsentrere oss om funksjoner av to :'\Gg'ftre variable. Den generelle
teorien for funksjoner av révariable er imidlertid en gansk grei generalisering av den
to- og tre-dimensjonale téerien, og du vil neppe fa store problemer om du skulle
stote pa et fire- eller fem-dimensjonalt integral i andre kurs. For fullstendighetens
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12 KAPITTEL 6. INTEGRASJON

skyld har vi likevel tatt med en kommentar om slike integraler helt til slutt i seksjon
6.10.

6.1 Dobbeltintegraler over rektangler

Vi skal ferst se hvordan vi kan integrere en funksjon f(z,y) av to variable over
et rektangel R i ay-planet. Slike dobbeltintegraler kan brukes til s4 mangt, men i
utgangspunktet er det lurt & tenke seg at [ er en positiv funksjon, og at vi gnsker
4 regne ut volumet under funksjonsgrafen og over rektangelet R (se figur 1).

: z=f(z,y)

Figur 1: Volumet under grafen z = f(z,y)

La oss begynne med litt notasjon: Dersom R er rektangelet
R={(z,y) eR’|a<z <), c<y<dpy

skriver vi ofte
R = [a,b] x [¢,d]

En partisjon II av R bestar av en partisjon

&=Tp < B L T i< L =0
av [a,b], og en partisjon -
c ﬁ/?,"l <y < v-l-fym—l <ym=d

av [c,d]. Vi tenker oss at denne partisjonen deler opp R i et rutenett som vist pa
figur 2.

y A
S A
1 N\ @m—l 1%
v2 !‘1 = ok
! -
" '}
fagge
I —
a Xy Ty of, £t Vin ' =
J
Figur 2: En partisjon av R N
.‘L\}.'\ -
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Vi lar
Rij = [im1, @) x lyi—1, 5]

vare Ei,e,n ij-te ruten i denne oppdelingeq F(dvs‘ den i-te ruten nar vi teller i z-
retning/ og den j-te nar vi teller i y-retning).

La oss na tenke oss at f : R — R er en begrenset funksjon (den kan godt ha
negative verdier, men for enkelthets skyld skriver vi som om den var positiv). For
4 fa en tilnserming til volumet under grafen til f, lar vi

mi; = inf{f(z,y) | (z,y) € Ry;}

og
M;; = sup{f(z,y) | (z,y) € Ri;}

vaere henholdsvis infimum og supremum til f over R;;. Lar vi
|Rijl = (@ — zim1)(¥5 — Yj-1)
vaere arealet til ruten Ryj;, ser vi at den nedm-*g—mﬁ trappesummen
T m
N(II) = Z z | Rijl
i=1 j=1
og den gure trappesummen

Q1) = Z z M;;|Rij

=% j=1

er henholdsvis en nedre og en gvre tilnzerming til volumet under grafen til f (dersom
dette finnes!). Dersom vi kan fa disse verdiene sa nzer twverandre vi méatte pnske ved
& lage partisjonen fin nok, er det naturlig & definere den felles grenseverdien til &
veere integralet av f over rektanglet R.

Definisjon 6.1.1 Anta at R = [a,b] x [c,d] er et rektangel i R? og at f : R = R
er en begrenset funksjon. Da definerer vi ;avrcin%ralet til f over R som

/-/1., f(z,y) doedy = inf{@(II) | IT er en partisjon av R}
J: R
og nedreintegralet til f over R som

f f(z,y) dedy = sup{N(II) | IT er en partisjon av R}
LR

Dersom Tfﬁf(x, y) dedy = _[fkf(;c, y) dzd@j;éer vi at f er integrerbar over R, og
definerer (dobbelt)integralet til f over R til 4 vere

//n [z, y) dedy = f_/lnf(m' y) dedy = _/_%Rf(z' y) dedy

=
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514 KAPITTEL 6. INTEGRASJON

Bemerkning: Vi skal skrive to integraltegn [[ i dobbeltintegraler for 4 understreke
at vi integrerer med hensyn pa to variable, men siden denne skrivematen blir slitsom
etterhvert, er det mange videregdende bgker som bare bruker ett integraltegn. Pa
samme mate skal vi veksle litt mellom betegnelsene “integral” og “dobbeltintegral”
—— vi bruker “dobbeltintegral” nér vi sammenligner dobbeltintegraler med andre
integraltyper, men ngyer oss ofte med “integral” ellers.

Legg merke til at definisjonene ovenfor er helt analoge til dem vi har for vanlige
integraler (se Kalkulus, seksjon 8.2). Ogsa en del fundamentale regneregler er som
far:

Setning 6.1.2 Anta R = [a,b] x [c,d] er et rektangel i R?. Anta at f,g: R — R
er integrerbare funksjoner og at k er en konstant. Da er

(i) kf integrerbar og ffR kf(z,y) dedy =k ffRf(:r, y) d:rd1,€
(ii) [+ g integrerbar og

] G+ o) dedy = [[ 1) dody+ [ o) deay

(iii) Hvis f(z,y) < g(x,y) for alle (z,y) € R, er [[,, f(z,y) dzdy < [[, g(x,y) dxdy.
Bewis: Vi overlater beviset til leserne. Se oppgavene til seksjonen for hint. O

Vi har na definert dobbeltintegraler over rektangler og sett pa deres enkleste
egenskaper. Vare neste oppgaver er

(i) & vise at alle kontinuerlige funksjoner er integrerbare /

(ii) a finne metoder for a regne ut dobbeltintegrale(v—-_

Vi begynner med den forste oppgaven.

Integrasjon av kontinuerlige funksjoner

For & vise at kontinuerlige funksjoner er integrerbare, trenger vi et begrep og et
resultat fra seksjon 5.3 (har du ikke lest denne seksjonen enna, er det sannsynlighet. —V")
like greit a ta teorem 6.1.5 nedenfor til etterretning og heller vende tilbake til seksjon

5.3 ved en senere anledning). Vi begynner med & minne om definisjon 5.3.1, e

Definisjon 6.1.3 Anta at f: A — R er en funksjon av n, variable. Vi sier at f er
uniformt kontinuerlig pd en mengde B C A dersom a’et/!‘aﬁ) enhver € > 0 finnes en
8 >0, slik at hvisu,v € B og [lu— v| < 4, sd er |f(u) }-"f(v)[ <e.

Ngkkelresultatet er teorem 5.3.2 som vi skriver opp pa nytt her:
Teorem 6.1.4 Anta at K er en Iuh’ce{._. begrenset delmengde av R™. Enhver funk-
sjon f som er kontinuerlig pa K, er ogsa uniformt kontinuerlig pa K.

Vi har né det redskapet vi trenger for a vise at alle kontinuerlige funksjoner er
integrerbare.
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Teorem 6.1.5 Anta at R = [a,b] x [c,d] er et rektangel i R?, og at f : R — R er
kontinuerlig. Da er f integrerbar over R.

Beuvis: Siden enhver gvre trappesum er stgrre enn eller lik enhver nedre trappesum
(se oppgave 3 hvis du gnsker hjelp til & vise dette), sd er det nok a vise at for enhver
¢ > 0, finnes def(er partisjon 1 slik at @(1[) — N(IT) < e. Fra setningen ovenfor vet
vi at f er uniformt kontinuerlig pd R, sa det finnes en § > 0 slik at hvis ju—v| <4,
sa er [f(u) = f(v)| < rgp, der |R| er arealet til R. Velger vi partisjonen sé fin at
avstanden mellom to punkter i samme delrektangel R;; alltid er mindre enn §, ma
M —my; < tLRI' Dermed er

n m Tt T
¢
Q) = N(I) = 3 D~ (Mij —mig)|Ris| < 7 DD [Rigl = e
i=1 j=1 i=1 j=1
der vi har brukt at Y, 300, |Rij| = |R| siden summen av arealene til alle
smarcktanglene er lik arealet til det store rektanglet. O

Ovenfor har vi definert dobbeltintegralet ved hjelp av gvre og nedre trappesum-
mer. Som du sikkert husker fra teorien for vanlige integraler, lgnner det seg ofte a
tenke pa integraler som grensén for Riemann-summer. Vi har et tilsvarende begrep
for dobbeltintegraler. Dersom vi har en partisjon I gitt ved

a=20<21<-.. < Tp1 <ZTp=20

= Y <Y1 < < Ym-1 < Ym = d,

kan vi lage et utplukk U ved & velge en Cy; i hvert delrektangel R;;. Den tilhgrende

Riemann-summen er
n e

R(ILU) =YY fleij) Ryl

t=1 j=1
Legg merke til at siden m;; < f(ci;) < Myj, sa er
N(IT) < R(ILU) < o(I1)

Vi gnsker & vise at Riemann-summene naermer seg integralet néar partisjonen Il
blir finere og finere. Som et mal pa ﬁnhetmg bruker vi maskem’dderbsom er lik den
lengste diagonalen i rektanglene R;; — med andre ord

|II| = max{\ﬁ:ci—:ci,l)z—i-(yj —yj—1)2 1 15i<n, 1< Sm}

=
Setning 6.1.6 Anta at {II,} er en folge ay partisjoner av rektanglet R = [a,b] x
[e,d] slik at maskevidden || gdr mot null, og la U, vere et utplukk for I1,. For
alle kontinuerlige funksjoner f: R — R er da

]f f(z,y) dedy = lim R(Tl, Un)
R n—oc
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516 KAPITTEL 6. INTEGRASJON

Bewis: Anta at € > 0 er gitt. Siden f er uniformt kontinuerlig og maskevidden
til partisjonene gar mot null, finnes det en N € N slik at hvis n > N, sa er
|f(z) f(wj| < g for alle z.w som hgrer til i samme delrektangel R,;. Pa sam-
me méte som i forrige bevis medfgrer dette at @(IT,) — N(I1,) < €. Siden bade
IS5 f(z,y) dedy og R(Il,, Uy) ligger mellom O(11,) og N(IL,), betyr dette at

|//R flz,y) dedy — R(IL,,, Un)| < ¢

for alle n > N, og setningen er dermed bevist. O

Bemerkning: Setningen ovenfor gjelder faktisk for alle integrerbare funksjoner f
og ikke bare for de kontinuerlige. For a bevise dette ma vi vise ulikheten @(I1,) —
N(II,) < ¢ uten & bruke uniform kontinuitet. Den fplger fra et generelt resultat
som sier at dersom f er integrerbar, si finnes det for enhver ¢ > 0 en d > 0 slik at
hvis |TI| < &, s& er @(11) — N(II) < e. Det krever litt fingerferdighet 4 bevise dette,
men har du lyst til & prgve deg, kan du bruke beviset for lemma 8.5.6 i Kalkulus
som modell.

Itererte integraler

Vi har na definert integralet av en funksjon av to variable over et rektangel og vist

at alle kontinuerlige funksjoner er integrerbare, men vi har forelgpig ingen effektive

metoder for 4 regne ut dobbeltintegraler. For & finne frem til slike metoder skal vi

ta utgangspunkt i en annen idé for a regne ut volumet under en funksjonsgraf.
Som tidligere deler vi intervallet [a,b] i n deler ved punktene

a=Tp<T1 <Tp<...<In=0"

For hver z; tar vi et tverrsnitt av legemet normalt pa z-aksen (se figur 3).

n
~ 18
Figur 3: Tverrsnittet A; Cr
) - W
Arealet av dette tverrsnittet er - i Sy

. 8
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Tar vi dette arealet A; og ganger med lengden z; — x;—1 av det i-te intervallet, far
vi et volum som er sveert nzer volumet til den delen av legemet som ligger mellom
z;_1 og x;. Ved a summere ser vi at

T d N
Z/f(we,y)}iy (@i =s4)
=1 e -
N ['
er en god tilnzrming til volumet ?g at denne tilnzermingen ber bli bedre dess finere
partisjonen er. Vi ber altsa ha
. [d
vay /f(zi,y)izy (2 — i1)
i=1 |

Definerer vi en funksjon F' ved

d
\
F@) = [ vy

ser vi at

n

n d i \
> [ sy A= 3 Faves

i=1

er en Riemann-sum for F. Folgelig vil

g F(-’L‘z)&ﬂ'—"—* ]b F(w)jﬁ:r = /b /df(q;, y) dy| dzx

nar oppdelingen blir finere. Kombinerer vi de formlene vi na har, ser vi at vi burde
ha
b [ d
V=/ ff(z,y)l,dy dz.
(4 c :

b

/ /d @)y | de

a

I dette uttrykket kalles

et iterert integral og det har folgende tolkning: Forst integrerer vi f(z,y) som en
funksjon av y mens vi later som z er en konstant. Deretter integrerer vi resultatet
som en funksjon av z (y har nd forsvunnet fra uttrykket siden vi har satt inn
grensene y = ¢ 0g y = d).

I argumentet ovenfor kuttet vi opp volumet i skiver normalt pa z-aksen. Ved
isteden & kutte opp volumet i skiver normalt pa y-aksen, kan vi pa akkurat samme
méate komme frem til formelen

sz /bf(x.,y)idw iy

c
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Sammenligner vi de tre uttrykkene vi na har for volumet V', ser vi at

f/f(x-.y)dwdy=/b jf(zr,yj\{y d:c=/d /bf(m,3;3\dx dy
R a © c a

Fordelen ved de to siste uttrykkene er at de bare involverer ting vi kan nemlig
vanlig integrasjon av funksjoner av én variabel. Vi har altsa redusert” integrasjon i
to variable til to gangers integrasjon i én variabel.

For vi gjennomforer et fullverdig matematisk bevis for formlene ovenfor (argu-
mentet vi hittil har gitt, inneholder litt for mye onsketenking om hva forskjellige
uttrykk “ber” konvergere mot), skal vi se hvordan de brukes i praksis.

Eksempel 1: Beregn [[ 22y dzdy der R = [0,1] x [1, 3]. Ifglge formelen ovenfor
R

er
i

3
I://xzydxdy=/ /:r,zydx dy
R 1

0

1
Integrerer vi f:r:zy dr som om y var en konstant, far vi
0

1
1 #F=1 Lk 1 1
ﬂfzyd-ﬁr:[ .’I."iyj| :“‘1&‘3‘——'03'9':-3;
‘! 3 =0 3 3 3
Dermed er ;
/1 EE B sk
VT 9. T8 e T8 3
1

La oss for treningens skyld ogsa regne ut integralene i motsatt rekkefglge:

3

1
sz/:x:zy d:cdy:/ /xzydy dr
R o L1

3
Integrerer vi f 22y dy som om x var en konstant, far vi
1

y=1

. ! — " ‘
\/mﬁydyz _xzyz 2 32. e 2»12:43:2
2 2

1

Altsa er

La oss se pa et eksempel til.
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Eksempel 2: Beregn I = [[y%e®’ dedy der R = [0,1] x [0,2].

R
Vi far
2 1 2
2 =1
I =/ /y‘ie”f dr| dy = f [yemy ] dy
=0
o Lo 0

It
—
w2
™
o
[
[uad
p—
=
w2
Il
i——
(Y]]
m
o
I
| =
w2
[
L P, |
o [ %]
|

—_—

Hyis du forspker & regne ut dette integralet ved & integrere med hensyn pé y forst;
far du atskillig sterre problemer. Det er faktisk ikke uvanlig at den ene integra-
sjonsrekkefolgen gir mye enklere regninger enn den andre, si det kan lgnne seg a se
skikkelig pa integralet for man begynner. &

Vi skal na bevise at vi virkelig har lov til & regne ut dobbeltintegraler ved hjelp
av iterert integrasjon. For & dekke fremtidige anvendelser er vi ngdt til & formulere
resultatet for funksjoner som ikke ngdvendigvis er kontinuerlige. Dette gjor at selve
teoremet blir litt langt og kronglete, men beviset er heldigvis ikke sa vanskelig.

Teorem 6.1.7 Anta at R = [a,b] x [c,d] er et rektangel i R® og at f: R — R er
integrerbar. Dersom funksjonen

y— f(z,y)

d
er integrerbar over [c,d] for alle x € [a,b], sd er funksjonen F(z) = [ flz.y) dy
c
integrerbar over [a,b] og

b

[Lﬁawdmy=] jﬂawdydff

a

Tilsvarende gjelder om vi bytter om variablene: Dersom funksjonen

z— f(z,y)

b

er integrerbar over [a,b] for alle y € [c,d], sd er funksjonen Gly) = [ f(z.y) dz
a

integrerbar over (e, d] og

[ﬂﬂawm®=j jﬁawmcw

For vi beviser teoremet, formulerer vi et resultat for kontinuerlige funksjoner
som er lettere 4 f4 oversikt over (funksjonene som inngér er automatisk integrerba-
re).
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Korollar 6.1.8 Anta at R = [a,b] x [¢,d] er et rektangel iR? og at f : R — R er
kontinuerlig. Da er

b d

[l a
Beuwis: Alle kontinuerlige funksjoner (bade i én og to variable) er integrerbare. og
betingelsene i teoremet er derfor oppfylt. a

Beuvis for teorem 6.1.7: Vi ngyer oss med a vise den ferste halvdelen av teoremet
den andre vises pa akkurat samme mate med z-er og y-er byttet om.
Vi starter med en partisjon I av rektanglet R gitt ved

G=Zp < T L v ey < Ey =1

c=yo <Y1 <... <Ym-1 <Ym =d
og lar P vaere partisjonen av intervallet [a, b] gitt ved

0= ST e i By =

(vi bruker altsi de samme z-delepunktene som i II). Vi lar N(1I) og O(II) veere
henholdsvis nedre og gvre trappesum for f med hensyn pa II, og vi lar n(P) og o(P)

veere henholdsvis nedre og gvre trappesum for funksjonen F'(z) = f‘,d flz,y) dy med
hensyn pa P. Observer at dersom vi kan vise at

N(IT) < n(P) og o(P) < O(11),

sé vil det folge at F er integrerbar pa [a, b] og at

/:F(:r) dmz/fﬁf{m,y} iy

(dette er fordi f er integrerbar over R, og vi derfor kan fa bade N(II) og O(II) sa
neer [[, f(z,y) dedy vi matte gnske).

La oss vise at ¢(P) < @(II) — den andre ulikheten N(ILI) < n(F) bevises pa
akkurat samme maéte og overlates til leserne. Per definisjon er

o(P) = ZNi(-'L‘i —Ti1)
i=1
der

N; = sup{F(z) | z € [zi—1, 2]}

For alle z € [z, ®;_1] er
d T yJ e
F@) = [ @ dy=Y [ f@o)dr< Y Mylos = v
o j=1 i1 F=1

der M;; som vanlig er supremum til f(x,y) over rektanglet R;;. Dermed er ogsa

s

N; £ Mi;(y; — yj-1)

=1
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og vi far
o(P) = Z Ni(zi — xi—1) < Z Z Mij(zi — i-1)(yj — yj-1) = O(I)
i=1

i=1 j=1

og teoremet er bevist. O

Dobbeltintegraler i MATLAB

Det er lett & bruke MATLAB til & regne ut dobbeltintegraler over rektangler, men
kommandonavnene kan virke litt mystiske forste gang du ser dem. Den grunnleg-
gende kommandoen er >> dblquad. Her star dbl for “double”, mens quad star for
“quadrature”, et gammelt ord for integrasjon. I tillegg ma du fortelle MATLAB

hvilken funksjori du vil integrere, og da kan du f.eks. bruke funksjonstilordnings-

kommandoen @. For & integrere funksjonen f(z, y) = x%y over rektanglet R =

10.’m—‘—/1“72-],_ skriver vi
>> dblquad(@(x,y)x."2.%y,0,1,-1,2)
og far svaret

ans =
0.5000

Lege merke til syntaksen i kommandoen: Forst skriver vi @(x,y)x."2.*y for a defi-
nere funksjonen, deretter kommer grensene i z-retning, 0 og 1, og til slutt grensene
i y-retning| -1 og 2.

Skal dit.arbeide mye med et litt komplisert funksjonsuttrykk, kan det lgnne seg
& lagre funksjonsuttrykket pa en m-fil og bare kalle pa filnavnet. Vil du gjgre dette
med funksjonene ovenfor, lager du en m-fil integrand.m med dette innholdet

function z=integrand(x,y);
Z=X. 2.%y;

og utfgrer beregningene ved & skrive

>> dblquad(@integrand,0,1,-1,2)

Oppgaver til seksjon 6.1
1. Regn ut dobbeltintegralene

a) [[xydzdy der R=[1,2]x [2,4]
R

b) [f(z+siny)dzdy der R=[0,1]x [0, 7]
R

¢) [fa?e¥ dzdy der R=[-1,1]x [0,1]
R

d) jﬁf zeos(zy)dzdy der R =[1,2] x [,27]
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¢) [[zye=Vdzdy der R=1[0,2]x[L,2]
R

f) [[In(zy)dzdy der R=[l,e] x[l,¢]
2

g) [ erydedy der R=([1,V3]x[0,1]
R
2. Bruk MATLAB til 4 regne ut integralene i oppgave 1.

3. Vis at enhver nedre trappesum til en funksjon f over et rektangel R er mindre
enn eller lik enhver gvre trappesum, dvs. at hvis I} og Il er to partisjoner av R,
sd er N(II;) < O(I,). Hint: La IT veere en tredje partisjon som inneholder alle
delepunkter i bade IT; og Ils, og vis at N(II;) < N(II) < @(II) < Q}(I'IQE‘.

4. Vis at f er integrerbar over R hvis og bare hvis det for hver ¢ > 0 finnes en
partisjon II slik at @(IT) — N(II) < e. (Du kan fa bruk for forrige oppgave?«;\_

5. Bevis setning 6.1.2 (du kan fa bruk for de to foregaende oppgavene).
6. Vis at funksjonen f(x) = x? ikke er uniformt kontinuerlig pa R.

7. Anta at f : R — R er en kontinuerlig funksjon pa et rektangel R = [a,b] x [e, d].
Vis at det finnes et punkt (Z,y) i R slik at

S f(z,y) dedy

A f(z,9)

der |R| er arealet til R. Dette kalles ofte middelverdisetningen for dobbeltintegraler.

6.2 Dobbeltintegraler over begrensede omrader

Hittil har vi bare definert dobbeltintegraler [[ f(z,y)dzdy nar R er et rektangel,
R

men i praksis ma vi ofte integrere over mer kompliserte omrader. Vi skal na se
hvordan dette kan gjores.

For & slippe 4 begynne helt pa nytt skal vi bruke et knep som knytter de nye
integralene til dem vi allerede} Ar definert. Anta at vi ensker 4 integrere en funksjon
f over et begrenset omrade AJ Vi plukker forst ut et rektangel 12 som er stort nok
til & inneholde A. Deretter definerer vi funksjonen fa4: R — R ved

f(z,y) hvis (z,y) € A

falz,y) =
0 hvis (z,y) € A

Vi sier at f er integrerbar over A hvis f4 er integrerbar over R, og i sa fall definerer
vi

[/f(:c,y)dxd;,::/ falz,y)dzdy
4 R

Bemerkning: Strengt tatt burde vi vise at definisjonen ovenfor ikke avhenger av
hvilket rektangel R vi bruker (sa lenge det inneholder A). Vi overlater dette til de
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ivrigste leserne.

[ A it &/
Figur 1 viser et cksempel pﬁ{ien funksjon fa. Denne funksjonen er “tvunget” til J-( % !
& veere 0 utenfor en ellipse 1 planet.

Figur 1: En funksjon f,(,/') L

Vi skal forelgpig ikke g& nsermere inn pa de teoretiske aspektene ved dette inte-
gralbegrepet, men nevner bare at siden vi na ogsé mé ta hensyn til hvor komplisert

mengden A er, er denne teorien mer innviklet enn den vi sa pa ovenforyLa oss fgrst \J ‘\.\\;Nﬂ‘”‘""‘j

konsentrere oss om de problemene som oftest dukker opp i praksis. Q\‘-"" ) w
Anta at ¢1, ¢ [a,b] — R er to kontinuerlige funksjoner av én variabel slik at ?

d1(x) < ¢a(x). Vi far da definert et omrade A 1 planet ved e 6 Bt

A={(z,y):a<z<h ¢1(x) <y < da(z)}
(se figur 2).

y = ¢2(z)

‘\’bf 4

y = ¢1(x)

a b A
Figur 2: Omrade av type |

Vi skal si at et slikt omrade er av type I. Folgende resultat er intuitivt rimelig, og
vi skal forelgpig bruke det med bare “et halvt bevis”.

Setning 6.2.1 Anta at A er av type I, og at f: A — R er kontinuerlig. Da er f
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integrerbar over A og

[[ 1@y dody = /b ¢jx)f(x,y) dy| dz
A a |z} N,

Bevis: Vi putter A inn i rektanglet R = [a,b] x [e,d]./Det er lett & sjekke at funk-
sjonen y +— fa(z,y) er integrerbar over [¢,d], sa setningen ville ha fulgt fra teorem
6.1.7 dersom vi bare visste at f4 var integrerbar over R = [a,b] x [¢,d]. Dette er
lettere & vise nar vi har utviklet litt mer maskineri, sa vi utsetter denne delen av
beviset til seksjon 6.6. ]

Eksempel 1: Regn ut [[(z + y?) dzdy der
A

A= {({z,3):0<2<] og z<y=<e}

Ifglge teoremet ovenfor er

1 et
] (a:+y2)dxdy=/ /(m+y2)dy dz
A 0 F

Vi regner ut det innerste integralet:

@

3qy=e” 3z 3

. T
/(x+y2)d1=[xy+—y] er"“+—c e
5 . 3 3

T

Setter vi dette inn i uttrykket ovenfor, far vi

3 63:1': IS
/ (@ + v?) dedy = ] (:rex+ = x? — ?) dx
0

A

De tre siste integralene kan regnes ut direkte, men i det forste ma vi bruke delvis
integrasjon. Vi setter u = x, v’ = €% og far v/ = 1, v = e”. Dette gir

. 1

. /d JQN{c]I_/ldx: [ _}_

0

=1-el—el—0<en+%=]
X 3z 3
//xe”drz/(xex—k%—f—%) dr =
A 0

Dermed er
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Vi skal na se pa en annen situasjon der z-aksen og y-aksen har byttet roller.
Vi sier at en mengde A C R? er av type II dersom det finnes tall ¢, d, der é < diog
to kontinuerlige funksjoner ¥y, %2+ [e,d] — R, der w1 (y) < ta(y) for alle y € [c,d],
slik at
A={(z,y):c<y<d og ¥i(y) <z <a(y)}
(se figur 3).
\

z =Y (y) — x = Pa(y)

Figur 3: Omrade av type II
Vi har fglgende parallell til setning 6.2.1.
Setning 6.2.2 Anta at f: A — R er kontinuerlig, og at
A={(z,y):c<y<d og ¥i(y) <z <a(y)}

er av type II. Da er f integrerbar over A og

d | va(w)
J[t@vaa=[| [ s@vi|
A ¢ |waly)
Bevis: Identisk med beviset for 6.2.1 med z og y byttet om. o

Eksempel 2: Regn ut [[zy?dedy der A er omradet avgrenset av z-aksen og

A
de to grafene y = x? og y = 2 — z for & > 0. Figur 4 viser omradet A

Y

Figur 4: Omradet i eksempel 2

Dette omradet er av type 11 si‘ﬂ

sn det ligger klemt mellom to funksjonsgrafer og
ytterpunktene y = 0 og y = 1)\ For & finne funksjonsuttrykkene ¥1(y) og ¥a(y)

By ﬂ/.’-,v (
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ma vi lgse ligningene y = z? og y = 2 — = med hensyn pa z. Vi far ¥1(y) = /¥,

Pa(y) =2 — y. Altsd er
2-y
/ zy? da:ji dy =
VY

[ - /[

0

4 4 5 5L 9.4

10 8 3
0 0
1 5 2 17
-[m‘vﬂ 1% *

Ved & bryte et komplisert omrade ‘opp i enklere deler; kan vi integrere over
omrader som er atskillig verre enn type I og type II. Figur'va) viser et eksempel —
omrédet A er hverken av type I eller II, men deler vi det opp som vist i figur 5b);
far vi tre deler som alle er av type L Vi kan da regne ut [[ f(z,y) dzdy ved hjelp

A

av formelen

J[ 1@ dody = A/ / £ (3, ) dady + A/ / £z, ) dedy + Z j f(a,y)mdy

A

og teknikkene ovenfor.

) )

Az

N
‘té)
Figur 5: Oppdeliig av integrasjonsomradet

$h

2%

La oss avslutte denne seksjonen med et eksempel som viser behovet for & inte-
grere over andre omrader enn rektangler. Eksemplet viser ogsa de lange og ganske
kompliserte utregningene vi ofte far.

Eksempel 3: Vi skal regne ut volumet som ligger over zy-planet og under grafen

til f(x,y) = 1 — 2% —4y?. Denne funksjonen er en paraboloide med snuten oppover,
P,

4
r
g [t
cn r 0/
_)"f/(" i.(u*-g"'“j \_.
‘f;_‘-.l‘:l.u’.ilr.hff' fl

pie flden

I

Ve
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og den er peditiv nar 2 + 4y? < 1. Legg merke til at 22 4+ 4y® = 1 er en ellipse
med store halvakse a = 1 langs z-aksen og lille halvakse b = —% langs y-aksen, og vi
gnsker altsa & integrere over innsiden av denne ellipsen (se figur 6).

A SRR TEEy A

-
\} b ooa e

N

Figur 6: Integrasjonsomradet.

Integrerer vi i y-retning forst, ma vi integrere fra den nedre “halvellipsen” y =
—%\fl — 22 til den gvre y = %\/1 — 22, mens den ytre integrasjonen i z-retning gar
fra —1 til 1. Volumet V er altsa gitt av integralet

1

-1

1

Y

/ (1-2%—4y?) dy| dz

- [(a-avimz - Ja-a")

1
dz = f %(1 - £%)%/2 dg
-1

For & lgse dette integralet, setter vi u = arcsinz. Da er x = sinu, do = cosu du og

de nye grensene er arcsin(—1) = —F og arcsin(1) = 3. Dermed har vi

1

2
V=201~
/3

-1

w2

o A 2 f
x2)%/2 da:=§ / (1 —sin® w)*? cosu du = g ] cos® u du

—m/2
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Trigonometriske integraler av denne typen dukker ofte opp nar vi lgser dobbelt-
integraler, og det kan vere lurt & ta en titt pa seksjon 9.4 i Kalkulus som (blant
annet) gir en innfgring i hvordan man lgser slike integraler. I integralet ovenfor er
det lurt a bruke formelen for cosinus til den dobbelte vinkelen baklengs: Vi har
cos2u = 2cos?u — 1 som gir cos’u = W Setter vi dette inn i integralet
ovenfor, far vi

w2 /2
2 2 1 2
V= /cos4udu=— / +mq u) du =
3 3
—m/2 —n/2
/2
1
=3 / (1 4+ 2 cos2u + cos® 2u) du =
—mwi2
i 72 4 /2 i w2
=i {u + sin 21,:} + - / cos? 2u du = il + = f cos? 2u du
6 —m /2 6 6 6
—m/2 —m/2

For 4 lose det siste integralet, bruker vi igjen formelen for cosinus til den dobbelte
vinkelen baklengs, og far cos® 2u = ¥4 Dermed er

/2 /2
T 1 T 1
T/_.g 5] cos? 2udu—g+— f(1+cos4u)du-—
/2 —mf2
- S
6 {O 51114u]_ﬂ2=g+—2—=1

&

Regnestykket ovenfor er langt og komplisert, men problemene vi stater pa er
ganske typiske for dobbeltintegraler. Med litt trening laerer du & beherske dem.

Mer om dobbeltintegraler i MATLAB

MATLAB kan ogsa brukes til & regne ut dobbeltintegraler over mer generelle
omrader. Teknikken vi bruker, ligger tett opptil definisjonen. Hovedtrikset er at
MATLAB-kommandoer av typen >>(f (x,y)<=g(x,y)) (legg merke til de ytterste
parentesene) definerer funksjonen

1 hvis f(z,y) < g(z,y)
F(z,y)=
0 ellers

Skriver vi f.eks. >>(x. 2+y.~2<=1) (legg igjen merke til de ytterste parentesene!)
har vi definert en funksjon

1 hvisaz?+y%<1

F(Isy):
0 hvisa?+y2>1



6.2. DOBBELTINTEGRALER OVER BEGRENSEDE OMRADER 529

Skriver vi n& >>(x.~3-y."2) .*(x. 2+y.~2<=1) har vi dermed definert funksjonen
3 —-y? hvisa?+yi<1
G(z,y) =
0 hvis 22 + 3% > 1

Det er akkurat slike funksjoner vi trenger for & regne ut integraler over generelle
omrader.
La oss bruke MATLAB til 4 regne ut integralet i eksempel 1 ovenfor, dvs.

ffA(“""yz) dzdy der
A= {(z,y) : 0<z<loga<y<es}

Vi mé forst finne et rektangel R som omfatter mengden A. Siden den minste verdien
y kan ha i omradet vart er 0 og den starste er e! = e < 3, kan vi feks. bruke R =
[0,1] x [0,3]. For & fange opp betingelsen & < y, innfgrer vi funksjonen (x<=y), 0g
for 4 fange opp betingelsen y < e”, innfgrer vi funksjonen (y<=exp (x)). Uttrykket
(x+y . 72) ¥ (x<=y) . *x (y<=exp(x))

vil dermed fange opp den funksjonen vi er interessert i. For & utfere integrasjonene,
skriver vi

>> dblquad(@(x,y) (x+y. 2) .*(x<=y) . *(y<=exp(x)),0, 1,0,3)

ans =
2.7040

La o0ss ogsa prove oss pa integrasjo\:.(i eksempel 3. Her skal vi integrere f(z,y) =
1 — 22 — 4y? over omradet 22 + 4y* < 1. Vi vet at ellipsen har sentrum i origo og
halvakser a = 1, b= 1, sa hele omréadet ligger inni rektanglet B = [—1,1] x (-3 3]
For & regne ut integralet, gir vi kommandoen

>> dblquad(@(x,y) (1-x."2-4xy."2) .*(x. 2+4xy."2<=1),-1,1,-0 :5,0.85)

ans =
0.7854

Oppgaver til seksjon 6.2

1. Regn ut dobbeltintegralene
a) _gmzyda:dy der R={(z,y):0<z<20g 0<y<z}
b) g'(x+ 9zy)dzdy der R={(z,y):0<z<3o0oge<y<2zc+1}
¢) [fydzdy der R={(z,y):1<y<2o0gy<z<y’}
R

d) [[zcosydzdy der R={(z,y):0<y< Z og 0 <z <siny}
R

f
{ .\ s
\ £ \ A \
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e) [f e*” dzdy der R er omradet i forste kvadrant avgrenset av
: r-aksen og linjene z =1 ogy = .

f) [fz?y dady der R er omradet avgrenset av kurvene y = z* og
R e

g) [[zcos(z+y)dzdy der R er trekanten med hjorner
: (0,0), (&, 0), (m,m).

L_dzdy der R adet gitt ved 0 < y < sinz
h) ‘Lf«f’l—y? FCY er er omradet gitt ved 0 < y < sinx og

T
OS.TS-?—

i) [[xdzdy der R eromridet mellom kurvene y = Inz og
R

_ xz=1
e i

2. Bruk MATLAB til a regne ut integralene i oppgave 1.

3. Noen integraler er enklere & regne ut hvis vi bytter integrasjonsrekkefslgen. Los
disse integralene ved & utfgre integrasjonene i motsatt rekkefplge. Hint: Lag en
skisse over integrasjonsomradet for du prever a bytte integrasjonsrekkefplgen.

a) Jy [J; e da]dy

b) SiF [JF 22 dy) da

c) fol [fxlﬁ et a’y] dz

4. Vis at verdien til [, f(z,y) dzdy ikke avhenger av hvilket rektangel R vi bruker
i definisjonen.

5. Anta at R; og R, er to disjunkte mengder (dvs. at Ry N Ry = 0), og at f er
integrerbar over bade R; og R,. Vis at

[ sy dody= [[ fay)deay+ J[ 1) dody
RiURs Ry Ry

Hint: Du kan bruke setning 6.1.2(ii).

6.3 Dobbeltintegraler i polarkoordinater

I en del dobbeltintegraler er det enklere & uttrykke integranden eller inte-
grasjonsomradet (eller begge deler) ved hjelp av polarkoordinater, og da er
det som regel ogséa enklere a utfgre integrasjonen i polarkoordinater. Nar vi
arbeider i polarkoordinater, er det naturlig & bruke en annen type partisjo-
ner enn nar vi arbeider i vanlige (kartesiske) koordinater. Istedenfor & bruke
et rutenett definert av konstante z- og y-verdier, er det naturlig & bruke ett
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med konstante r- og f-verdier. Figur 1 viser et slikt rutenett der sirklene
svarer til faste r-verdier og stralene ut fra origo svarer til faste f-verdier.

. =g

ki —f
7o ns{ § A, :
ol AN

aeh 9

PGS~ IO~ M |

5

—3 ¢

Figur 1. Partisjon i polarkoordinater

For vi gar videre, lgnner det seg & finne en formel for arealet til rutene i
nettet. Vi minner forst om at arealet til sirkelscktoren i figur 2a) er %rQ/_\B
(forutsatt at vinkelen males i radianer). Husker du ikke dette, er formelen
lett & utlede: Arealet til hele sirkelen er 7r?, og den delen vi ser pa, utgjer
S2 av det hele, og har folgelig areal 7r? - 88 = 1r2Af. Arcalet til “ruten”
i figur 2b) er differensen mellom to sirkelsegmenter som begge har samme
vinkel A, men der den sterste har radius rz og c_{_é;f&ninste radius r;. Arealet
er dermed -

1 1
A= §r§A9 - —Q-TfAB = Z(ro +711)(r2 — 11)A0 = r*Ar Al

-
2

der r* = 2™ er den midlere radien og Ar = ra — 7 er differensen mellom
radiene.

Figur 2: Et arealelement i polarkoordinater

Anta na at vi har et “rektangel” S i polarkoordinater, dvs. et omrade i
planet avgrenset av sirkelbuene 7 = a, r = b og strélene =« 8=p3 En
partisjon

=T Lty € ivi Eifp-i LPp=>

a‘=9[)<91<--‘<9m—1<9m:6

av S gir opphav til en oppdeling som vist pa figur 3.

~

| Ly

ks 41

..&1;&.3.;&“ i‘t o

Ri ’.\L(.\““-"A' )"‘" )
o gy K) ey

&%-f«.m- "5 i
.'-I\}“'] i A
E ..rk*l\‘\‘bf-" e
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| ’\ i/
g Cpu'" A ‘I“_\,: i }

f-i - ."_'J-'- \ "\.)'U { l\L{(‘{ ((“J\f'l‘.

Figur 3: Rutenett i polarkoordinater

Hvis S;; er den ij-te ruten i denne oppdelingen (den som inneholder
punkter (r,8) der r;_; <7 <r;og #;_1 <8 <60;),sd vet vi fra utregningen
ovenfor at arealet til S;; er

|Sij| = rij(ri — ri1)(6; — 65-1)

der rj; = "= er den midlere radien. Det nﬁ?\}rlige midtpunktet i Sj; er
punktet med polarkoordinater (r};,6;;) der 9;{1 = g-’ig-"—l Dette punktet
har vanlige koordinater (:c;‘j,y;“j) = (1';-*3- cos (?Ij,-r;j sinf};), og har vi en (po-
sitiv) funksjon f definert pa S, ser vi at volumet under funksjonsgrafen er

tilnecrmet gitt ved
T

TL
Ve Y flahu)lSyl =

i=1 j=1
n m.
=3 f(ry cos 85,75 sin By5)rd (ri — ric1)(6; — 65-1)
i=1 j=1

Dette er en Riemann-sum for funksjonen f(rcos,rsinf)r over rektangelet
R = [a,b] x |a, 8], og nar oppdelingen blir finere og finere, vil den nzrme
seg integralet

// f(rcos@,rsin@)r drdf
R

(legg merke til faktoren r som har kommet inn i tillegg til funksjonen f!)
Dermed burde

V= /j f(rcos8,rsin@)r drdf
R

Pa den annen side — dersom vi ikke hadde byttet til polarkoordinater, men
holdt oss til z og y, ville volumet veere gitt som

V= // f(z,y) dzdy
s
og vi har dermed

//S f(z,y) dedy = //R f(rcosf,rsinf)r drdf
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der S er integrasjonsomradet beskrevet i vanlige koordinater, og R er inte- 1
grasjonsomradet beskrevet i polarkoordinater.
Argumentet ovenfor er ikke et matematisk bevis siden det baserer seg pa
“kke-matematisk” intuisjon om hva volum er, men det kan vzere liten tvil
om at konklusjonen er riktig. Vi formulerer den som en setning.
{

Setning 6.3.1 Anta at S er et omrdde i xy-planet som i polarkoordinater ”’;/?’
kan beskrives ved ulikhetene a < r < b, o < 8 < 8. For enhver kontinuerlig , Yo/ )
funksjon f: S — R er da '

/_/; f(z,y) dedy = //Rf(rcosﬁ,rsina)r drdf

der R = [a,b] X [a, B]. Med andre ord

b 83
// flz,y) d;r:dyzj /f[rcosﬁ,rsin{?)rdS dr =
Js S
B b
:/ ff(rcosﬂ,rsinﬁ')r dr| dé
(g a

Vi skal ikke gi et formelt bevis for denne setningen né siden den vil folge
fra et mer generelt resultat om skifte av variabel som vi skal bevise i seksjon
6.7. Isteden ser vi pa et eksempel.

Eksempel 1: Vi skal regne ut [ In(z®+y?) dzdy der S er omradet i forste
S

kvadrant avgrenset av z-aksen, linjen y = z og de to sirklene z2 + % =4,
22 +y* = 16 (lag en figur). I polarkoordinater kan A beskrives ved |

2<r<4 og 0595%
Setningen ovenfor forteller oss at (
0} A {l ke
a [ % 4 fi"‘
i . , ~ N
/ In(z® +y°) dedy = / -/lmr'2 crdf| dr = %/Tln?z dr e {-L iq ¢ -%:i' 1l Q
A 2 |0 2
Dette integralet kan vi lgse ved delvis integrasjon. Vi setter u = In r’k/z.:’ = z LmT
og far u' = 2, v = %7‘2. Dermed er
4 y i 4 274
/rlnr2 dr = |=r?Inr?| - /rd'r' =8Inl6 —2In4 — l:—] =28In2 -6
2 9 2]y
2 2
N L Su‘v &
v ll'\: -
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og vi far
/ 3
//1n(;r2 + 9% dady = g /rlnrgdr =Trln2 — ?ﬂ-
5 2 &

Vi kan ogséa bruke polarkoordinater pa mer generelle omrader enn de vi
har beskrevet ovenfor. En type som ofte dukker opp, er den vi ser i figur 4
— her ligger 6 mellom to faste grenser o og 3, mens r er begrenset av to
funksjoner ¢1(6) og ¢2(8).

'y b

s r = ¢2(0)

Figur 4: Et omrade i polarkoordinater

Setning 6.3.2 La S vaere et omrdde 1 zy-planet som i polarkoordinater kan
beskrives ved at o < 0 < 3 og ¢1(0) < r < ¢2(0), der ¢1,¢2 : [0, 8] = R
er to kontinuerlige, ikke-negative funksjoner slik at ¢1(8) < ¢2(8) for alle
0 € [a,5]. Da er

B | o2(0)
// flz,y) d;z:dyz/ / f(rcos@,rsin@)r dr| doé
s
@ |o1(8)

Ogsa dette resultatet vil folge fra det generelle resultatet om skifte av
variable, sa vi tar ikke med beviset her. Isteden ser vi pa et eksempel.

Eksempel 2: Vi skal regne ut [fg —ﬁ dzdy der S er omradet i forste
24y

kvadrant avgrenset av parabelen y = z? og linjene y = @x ogy =T (se
figur 5). Vi ser at integrasjonsomradet et avgrenset av verdiene # = % og
§ = 7 (tilsvarende de to linjene y = —‘?:r og y = z). Holder vi @ fast og lar r
variere, ser vi at vi kommer inn i integrasjonsomradet ved r = 0 og gar ut av
det nér vi treffer parablen y = z2. I polarkoordinater blir denne ligningen til

rsin® = r?cos? 0, som gir r = %% Integrasjonsomradet er altsi gitt ved
cos< @ Bradl &
T < g < T 0<r< sin @
6~ ~ 4 & ~ T cos?f
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T

Figur 5: Integrasjonsomradet i eksempel 2

Integralet blir dermed (husk r-faktoren!)

sin £

% cos2 8 P 9 % cos= @
I://—y—da:dy=/ / TENLY d9=/ /Tsint?d'r' d
s a2+ y? s | T % |
® 5

Integrasjon med hensyn pa r gir

i" 9 =sing sin ¢ 3
re cos 0 sin 9
I'= / [E - 6] i -3 / (:0549

Skriver vi om det siste integralet slik:

=

X

I___l_jsingf? _1/ (1 —cos?6)sin@ do=
2
3

2/ costé cost @ =

@4

ser vi at u = cos @ er en naturlig substitusjon. Den gir
V3
1 [ @-1)
u —
Y= d’u,
2 ul
2

Resten er enkel integrasjon:

]
iT . 30TE: i 1 243 18/3 5v3 \/‘
:i["Jr‘_:} _5("/§+§2‘/§+ 3739 )‘ 27 6
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Vi tar ogsé med et eksempel der vi mé arbeide litt for & finne grensene.

Eksempel 3: Vi skal integrere funksjonen f(z,y) = y/x2 + y? over omradet
S gitt ved z2 — 2z +y% < 0. Vi har lyst til & skifte til polarkoordinater fordi
integranden da blir s& mye penere. Spersmélet er hvordan omradet S kan
beskrives i polarkoordinater. Vi ser forst at dersom vi fullfgrer kvadratet,
kan ulikheten 22 — 224y < 0 skrives (z —1)? +y* < 1,som er en sirkelskive
med sentrum i (1,0) og radius 1. P4 figur 6 har vi tegnet inn denne sirkelen
og en vinkel 8. Vi er interessert i hvor langt vi kan gé i f-retning og fortsatt
holde oss innenfor omradet, dvs. vi er interessert i lengden pa linjestykket
OB.

B

7
NA/

Figur 6: Integrasjonsomradet i eksempel 3

Vi ma bruke litt geometri. Trekk normalen fra A(1,0) ned pa linjestykket
OB. Den treffer OB i et punkt C som ligger midt mellom O og B (hvorfor?),
og ved definisjonen av cosinus er |OC| = |OA|cosf = cos§. Siden OB er
dobbelt s& lang, har vi |OB| = 2cosf. Det betyr at starter vi i O og gér
i en fast f-retning, gar vi inn i integrasjonsomradet S nar r = 0 og ut nar
r = 2cos §. Legg ogsé merke til at de f-verdiene som gir punkter i omradet
S, ligger mellom —7 og 7. Vi fir dermed dette integralet

1= [[ @) dody =

2cosf

/ f(rsinf,rcos@)rdr| df =
0

"\ml-‘a

]

% 2cosf
=/ / r2 dr| d
. 0

der vi i siste skritt har brukt at \/z2 + y? = r.
Det gjenstar bare & regne ut integralet. Vi far forst

% 2COS9 % 'T'3 1‘=2COS0 8 %
I=/ / r2 dr dﬁz/{—} d9=—/60539d9
318 3
= o =] -3
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Dette integralet lgser vi ved & skrive cos® 8 = (1 — sin? §) cos 6 og sé substi-
tuere u = sinf, du = cos @ df. Dette gir

1

3
/(1 - si? 0 cosidl = g/u —u?) du=
2y

8
I=<
3

Trigonometriske integraler av den typen vi har sett i de to siste eksemp-
lene, er ganske vanlige ndr vi vi bruker polarkoordinater til & lgse dobbeltin-
tegraler. Synes du slike integraler er vanskelige, finner du noen tips i seksjon
9.4 i Kalkulus. Se spesielt pa de eksemplene som omhandler integraler pa
formene

/ sin" x dz, / cos" r dx og / sin™ z cos™ z dx

Oppgaver til seksjon 6.3

1. Los integralet ved & bruke polarkoordinater:

a) [[zy*dezdy der R er omradet i forste kvadrant som ligger
! innenfor sirkelen 22 4+ % =9
b) [[(x?+y*)dedy der R er omradet i forste kvadrant som ligger
5 innenfor sirkelen z? + y? = 25 og mellom linjene
y=0o0gy=ux
1 i ¢®*+v" dzdy der R er omradet mellom sirklene om origo med
! radier lik 1 og 4.
d) [[xzydzdy der R er omradet i forste kvadrant avgrenset av
: z-aksen, linjen y = z og sirkelen 2% + y? =1
e) [[(z®—y?) dxdy der R er omradet i tredje kvadrant som ligger
. mellom linjene y = V3z,y= ?T og innenfor sirkelen
224942 = 1.
1y I V2 —22 —y?dady der R er den delen av sirkelen 2?4+ y? <1
; som ligger 1 forste kvadrant.

gy Jf2® —I—y"z)% drdy der R ersirkelen (z—1)2+y*<1
R
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s 25:"'0 "'59
p 2 2. Bruk MATLARB til 4 regne ut integralene i oppgave 1.
3. La R vere sirkelskiven med sentrum i (0,1) og radius 1.
a) Vis at dersom f er en kontinuerlig funksjon definert pa hele R, sd er
n [ 2siné
/ flz,y) dedy = / [ / f(rcosf,rsin@)rdr| df
R 0 0
b) Regn ut [[ /2 +y? dady.
R
:‘\ Y ;
R »* 4. Vi har en positiv kontinuerlig funksjon r : [@, 8] — R. Et omrade A bestar avde [ .| L
\\\}r punktene i planet som har polarkoordinater (r,8) slik at o« <8 < 8, 0 < r < r(f). '
Vis at arcalet til A er 5
= A = %/ r(8)? d6

Bruk denne formelen til & finne arealet til omradet avgrenset av kurven
> r(8) =sin(20) 6 €0, %]

Lag en skisse av omradet.

S 6.4 Anvendelser av dobbeltintegraler

Vi har allerede papekt at dobbeltintegraler kan brukes til & regne ut volumer
— dersom f er en positiv funksjon pa omradet A, er V = [[, f(z,y) dzdy
volumet mellom funksjonsgrafen og omradet A. I denne seksjonen skal vi se
pa noen andre anvendelser av dobbeltintegralet. Det er ikke sikkert at det er
de anvendelsene vi har tatt med nedenfor,}du kommer til & ha mest bruk for,
si det viktigste med dette avsnittet er ikke 4 pugge formlene utenat, men &
lzere seg & stille opp dobbeltintegraler i praktiske situasjoner. Avsnittet gir
ogsé flere eksempler pa hvordan man regner ut dobbeltintegraler.

Arealberegninger i planet

La oss begynne med ayealer. Dersom funksjonen f er konstant lik 1, er
. volumet under funksjongrafen lik arealet til det omrédet vi integrerer over
(volum er lik grunnflate ganger hgyde). Arealet til et omrade A er derfor

gitt ved
areal(A) = /f 1 dzdy
A

(forutsatt at integralet eksisterer, men dette er spgrsmal vi skal se naermere
pa i seksjon 6.6). La oss se pa et eksempel.
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Eksempel 1. En kurve er gitt i polarkoordinater ved r = sin %, der0 <0<
27. Vi kan tegne kurven i MATLAB ved hjelp av kommandoene

>> t=linspace(0,2%pi,200);
>> x=sin(.5*t).*cos(t);

>> y=sin(.5%t) .*sin(t);

>> plot(x,y)

>> axis‘f’equal’)

og resultatet blir som i figur 1. Var oppgave er & regne ut arealet til omradet
S avgrenset av kurven.

Figur 1: Kurven i eksempel I.)

Vi vet at arealet er gitt ved

areal(S) = // 1 dzdy = // r drdf
s R

der R er omradet beskrevet i polarkoordinater. Dette gir

2 sin % 3 o 6
areal(S) = // r drdf = f / rdr| df = —/sin2 — df
R 2 2
0 |0 0

Formelen for cosinus til det dobbelte av en vinkel sier at cos 2u = 1—2sin®u,

og bruker vi denne mec{ u)= g‘ ser vi at sin® g — l‘%ﬂ. Dermed er
A

2 o
areal(S) = ‘11/(1 —cost) df = [0— sinﬂjl i
0
0

o~
to|

Massemiddelpunkt

Den neste anvendelsen vi skal se pa, er massemiddelpunkt. La oss forst
tenke oss at vi har n partikler med masse my,ma, ..., my plassert i punkte-
ne ry,rs,...,ry i planet. Massemiddelpunktet (eller massesenteret) til disse



(e

S C v*-.\r"— Lpmiinges \.‘l'

e

=" -
.Zt;"\Li i

L=

= \fzgﬂ;)‘f

Q’r\.

§ =)

X A v
X

LN g

540 KAPITTEL 6. INTEGRASJON

partiklene er da definert til & vaere punktet

n
F = miry + Mmoo + - +Mpln Zz’:l mir;

Skriver vi ut definisjonen komponentvis, ser vi at koordinatene til r er gitt

ved "
5= miTy + moZo + -+ MpTn D iy THT;
my+mo+ -+ my ol

YL + Moo + -+ MinYn D iy Ml

my+mo+ -+ My e T

K~}
I

der r; = (z;,v;). Massemiddelpunktet er viktig i fysikk og mekanikk. Det
er et “balansepunkt” for systemet i fglgende forstand: Dersom vi tenker oss
at partiklene vare hviler pa en tynn glassplate som selv ikke veier noe, vil
denne glassplaten balansere perfekt pa en blyantspiss plassert i massemid-
delpunktet.

Vi gnsker nd & generalisere begrepet massemiddelpunkt til sammenhen-
gende legemer. Anta at vi har en tynn plate der massetettheten kan variere.
La oss si at massetettheten i punkto?\r;: (z,y) er f(r) = f(z,y). Dette be-

tyr at dersom vi kutter ut en liten bitj/av platen rundt punktet
r, vil massen til denne biten vere tilnsermet lik f(r)|A|, der |Aler arealet til {ﬁ: A
A.

Anta na at vi kutter opp A i et kvadratisk rutenett pa den vanlige méaten,
og at Aj; er den ijste ruten. Plukker vi ut et punkt rfj = (& U??;U} i A,
vil systemet vart mekgdnisk oppfere seg omtrent som en partikkelsamling der
punkter med masse Jf(z};, y;;)|Ai;| befinner seg i posisjon (z3;,y5;)- Dette
tilneermede systemet har massemiddelpunkt med koordinater
?:1 Z;nl T3 'U yzg)|AU|
=1 ;n=1 f( ‘ij!yij}lA‘:j|

- Z"’ le‘;} f(z ij:j)i‘di‘}|

Doim1 2o £ (2, u55) | A
Legg merke til at summene i disse uttrykkene er Riemann summer for in-
tegralene ffA zf(z,y) dzdy, ijyf x,y) dzdy og .UA z,y) dzdy. Lar vi

oppdelingen bli finere og finere, konvergerer dermed uttrykkene ovenfor mot
ffof x,y) dxdy
[ Flz,y) dzdy

Bl
]

==

7

og
7 ffAyf(w y) dxdy
ffA z,y) dedy
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Det er naturlig & definere ¥ = (%, §) til & veere massemiddelpunktet til platen
Var.

Eksempel 2: Finn massemiddelpunktet til kvadratet A = [0,1] x [0, 1] nér

tettheten er gitt ved f(xz,y) = 2y°.
La oss forst regne ut nevneren i uttrykkene ovenfor, nemlig:

//A f(z,y) dxdyz/l [flxyz d;r] dy=ofl[%$zy2E:dy:

0 0

r1 g 5N * g

. 3

— —_— d —_— — -

/29 y [Gy]o z
4]

Neste trinn er & regne ut telleren i uttrykket for z:

1

1 F o s
// zf(z,y) dedy :f {/ z%y? d;?:} dy = / [;})—’:c?’y?] dy =
A =0
o Lo 0
1
0/

- [Jazf(=z,y) dzdy _
C ]y f(=z,y) dudy

Sa regner vi ut telleren i uttrykket for :

1 g™ =
2 dy 3
' [9 ]0 9

=

Dette gir

[ eI
Wl b

1

[ fA yf(z,y) dedy = 9] [ 0/1 2y’ a:x] dy = 0/ [%szs]: e

1
iy |
= —‘d = | — — -
/23; Y [83;}0 3
0

Dermed er

j= fJAyf(j"*y) dzdy _ _%, ", §
J[yf@y) dedy — § = 4
Massemiddelpunktet er altsd T = (#,7) = (é‘ ?13‘) Y

Et viktig spesialtilfelle av teorien ovenfor far vi nar tetthetsfunksjonen
f er konstant lik 1. Da er

[[yzdady  [[, dxdy "
[f41 dzdy . '\xﬁyeal(A) (1MeAA

:E:
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0g
ffAydmdy_IfAydmdy _”

- -.{“‘J

Y= JJi1dady ~ [Areal(4) &
Punktet T = (#,7) kalles da sentroiden til omradet A.

Arealet til flater

'3/ 3
I seksjon 3.9 studerte vi parametriserte flatery og vi begynner med en rask |
repetisjon. En parametrisert flate bestar av et omrade A4 i R? og en konti-

nuerlig funksjon r : A — R3 som vi ofte skriver pa denne maten

— 3 i = 3
r(u,v) = X(w,v) i+ Y(u,0)j+ Z(u,0)k, der (u,v) € A 2/(A) R

Figur 2 viser hvordan en slik funksjon “lpfter” omradet A opp pa en flate.
Vi kaller r en parametrisering av flaten. Vi skal na se hvordan vi kan bruke
X‘l‘\] dobbeltintegraler over A til & beregne arealet til denne flaten.

(u,v)

Figur 2: Parametrisert flate

Som vanlig tar vi utgangspunkt i en oppdeling av A i et rutenett. Funk-
sjonen r flytter dette rutenettet opp pa flaten (se figur 3).

(v)

Figur 3: Oppdeling av flate
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Vi skal forst prove & beregne et tilnsermet areal for hver av de sma rutene
oppe pa flaten. Vi starter med den ij-te ruten A;; i oppdelingen av A. Den
har sitt nedre venstre hjgrne i punktet (u;—1,vj—1), sitt nedre hgyre hjorne
i punktet (u;,vj_1) og sitt gvre venstge hjgrne i punktet (wi—1,v5). Dis-
se punktene avbildes opp pa punktene r{#i—1,vj-1), r(ui, vj-1), r(ui-1,7;)
pa flaten. Dersom oppdelingen er fin nok; vil parallellogrammet utspent av
vektorene r(u;,vj—1) — r(uj—1,vj-1) og r(ui—1,v;) — r(u;—1,vj—1) omtrent
falle sammen med bildet r(4;;) av A;; oppe pa flaten (parallellogrammet vil
vaere en slags flat “takstein” som dekker det lett krummede flateelementet
r(4i;))-

Arealet til flateclementet r(A;;) er derfor tilnzermet lik arealet til paral-
lellogrammet, som er gitt ved lengden til kryssproduktet

|(r(ui, Uj_l) = r(ui_l‘vj_l)) X (r(ui_l, Uj) = r(m_h Uj_l))|

Bruker vi at vekdy - skala
W A

or
r(u;,vj—1) — T(%i-1,vj-1) & %(Uiﬁl:%‘}q)(ui — Ui—1)
Og 8
r
(Hz-l,vj) —r(ui—1,vj— 1) =~ 'g(ue% U,:f;fl)( — vj-1),

far vi derfor at arealet av flateelementet r(A;;) er tilnsermet lik

(ui — ui—1)(v; — vj—1)

Jr Jdr
‘ 5y (Ui vig) * 5 (vig, Vj—sp)

med bedre og bedre tilnserming dess finere oppdelingen er. Summerer vi, ser
vi at arealet til hele flaten er tilneermet gitt ved

Or Jr

- — (Ui, vj5) X dv(“i-ﬂﬁj;ﬂ) (u; — ui—1)(v; — vj-1)

Dette er en Riemann-sum for funksjonen | L(u,v) X 61) (u,v)|, og lar vi opp-
delingen bli finere og finere, narmer Rlemann summene seg integralet

A

Vi har dermed kommet frem til denne formelen for arealet til en parametri-
sert flate:
ar (Jr
(u,v)

der vi har skrevet (fﬁ %)(u,'u) istedenfor m(u:v) X g:—:(u,v) for a spare
litt plass.

fa

—(u, v) X d:( ,v)| dudv

Flateareal = dudv
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Bemerkning: Du ma vere litt forsiktig nar du bruker denne formelen og
passe pa at flaten ikke overlapper med seg selv. Er det overlapp, vil formelen
regne arealet til den overlappende biten to ganger.

Eksempel 3: I seksjon 3.9 s& vi at en torus (smultring) har parametrise-
ringen

r(u,v) = (R+rcosu)cosvi+ (R+rcosu)sinv j+rsinuk,

der u,v € [0,27). La oss regne ut overflatearealet til denne torusen. Vi ser
forst at

or

5—(1;,1;) = —rsinucosvi—rsinusinv j+rcosu k
U
og
or o A
%(u,v) = —(R+rcosu)sinvi+ (R+rcosu)cosv j

Dermed blir

dr ; B g g
(81‘ —) (u,v) = —r(R + rcosu)(cosucosv i+ cosusinv j + sinu k)

du x ov
(5 x5 ) o)
du v s

der vi har brukt formelen sin? 2 4 cos? z = 1 en rekke ganger bade for z = u
og x = v. Na er integrasjonen grei:

0g
=r(R+rcosu)

: or Or
Arealet til torusen = //A (5{; X a) (u,v)| dudv =
2 [ 2m 27
= / [?‘(R +rcosu) dv| du = Qﬁ/T(R + rcosu) du = 472 Rr &
o Lo

Et viktig spesialtilfelle av teorien ovenfor er grafer z = f(x,y) til funk-
sjoner av to variable. Som vi sa i seksjon 3.9, kan de oppfattes som para-
metriserte flater pa formen

r(:c,y)=xi+yj+f(:c,y)k )€ A
Vi ser at P of
T "
%(.’]&,y) =1+ 6—3‘(1'.1;) k
og

Or a9

p (e YI0k)
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som gir
or or - B B _
(a‘r x 5‘;) (.'.C,y) i 63'(2:’1,’) 1 dy (2'.' y),] +k

(g-j: x g—;) (z,9)| = \/1 + (%(w,y}f + (%(m,y))z

Arealet til funksjonsgrafen z = f(xz,y) over omradet A er dermed

Areal = //A \/1 - (%(m,y})z - (%(z,y})z dzdy

og

Eksempel 4: Vi skal regne ut arealet til den delen av paraboloiden/)f/“(m: ap)i—=

z? + yz‘som ligger over sirkelskiven A gitt ved z2 + y* < 1. Siden

of _ 2
BT 2z og % =2y,

far vi
Areal = // V1 + 422 + 4y? dzdy
A

Gar vi over til polarkoordinater, ser vi at

1 é_z\ﬂ 1
Arcal = / [/ rv'1+ 4r2 dﬂ] dr = 2‘?!'/?"\/ 14472 dr
0 A\?) 0
Vi innfgrer na en ny variabel u = 1 + 4r%, som gir du = 8r dr og

5
T (2 b ox
Area1:—~/ﬂdu:— {‘—u?’ﬂ] =—(5v5—-1)
41 413 ; 6

Flateintegraler av skalarfelt

Vi arbeider fortsatt med en parametrisert flate r(u, v), (u,v) € A, som oven-
for, men vi tenker oss at flaten er et fysisk objekt med varierende massetett-
het  la oss si at massetettheten i punktet (z,y,z) pa flaten er f(z,y, 2).
Gjentar vi argumentene ovenfor, kommer vi raskt frem til at massen til hele

flaten ma veere gitt av

//Af(r(u}u))‘(% " %) (u,v)

dudv

Uttrykk av denne typen dukker opp sé ofte at det lgnner seg & ha et eget

navn og en egen notasjon for dem:

FH Son
jc\}&,. - v
J
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Definisjon 6.4.1 Anta at T er flaten gitt ved parametriseringen r(u,v),
(u,v) € A. Anta at f er en kontinuerlig funksjon pa T. Da er flateintegralet
til f over T' definert ved

/fo dS://Af(r(u,v))I(% xg‘{) G

(forutsatt at dobbeltintegralet er definert).

dudv

Det er en del & holde styr p4 nir man skal regne ut et flateintegral, sa
vi tar med et eksempel som viser handgrepene.

Eksempel 5: Vi skal regne ut flateintegralet [[,. f dS der f(z,y,z) = zyz*
og.rlz.at T er flaten gitt ved

r(u,v) = ucosvi+usinvj+ u’ k for u € [0,2],v € [0,27]

dette cr en del av paraboloiden z = z? + y?). Forst regner vi ut
g

— =cosvi+sinvj+2uk

ou
og
= usinv i+ ucosv j
— = —usinvi+tuc
ov J
Tar vi vektorproduktet, far vi
dr Or i e
£ X 5 —2u?cosvi—2u’sinvj+uk
0g
or Or
— x —| =uv4ul +1
ou Ov

Vi ser ogsd at
f(r(u,v)) = f(ucosv,usinv,u?) = (ucosv)(usinv)(u?)* = u®sinvcosv

Na kan vi sette inn i integralet:

J[£as= [[ retwon|(5e x 5 ) o

= // (ue sin v cos v) (u\f4u2 4 1) dudv =
[0,2]%[0,27]
9 ¥)

27
——*/ [/ u’ sinvcosvv4u? + 1 dv} du =
0 vo

dudv =
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2
2
=/u?\/4u2+1 [/ sinv cosv dv] du
0
0

(vi kan ta u-faktorene utenfor siden de regnes som konstanter nar vi inte-
grerer med hensyn pa v). Siden [ sinvcosv dv = %sin2 v+ C (sett z =sinwv
hvis du ikke ser dette direkte), far vi

" Here <
//de3=0/2u7\/m [%Sinzv]o du =0 c %g;;:%:l
& (220 ¢ -’)

Vi kan na utvide vare formler for massemiddelpunkt til masseforde-
linger pa flater. Dersom f er massetettheten pa flaten T, er z-, y- og z-
komponentene til massemiddelpunktet T = (#,7, 2) gitt ved

fjrxf;ry,)ds
JIr f(z,y,2) dS

7 JIryf(z.y,2) dS

JIr f(z.y,2) dS
fszf z,y,2) dS
JIr f(z.y,2) dS

Veer oppmerksom pa at massemlddelpunktet som regel ligger utenfor flaten
T

(7]
]

Bemerkning: I kapittel 3 definerte vi kurveintegraler bade av skalarfelt
(integraler av typen [, f ds) og av vektorfelt (integraler av typen Jo F-dr).
Flateintegralene vi definerte ovenfor, korresponderer til den forste typen
linjeintegraler. Det finnes ogsd flateintegraler som korresponderer til den
andre typen linjeintegraler. De betegnes gjerne med [[.F - n dS og brukes
mye i fysikk og mekanikk. Vi skal se naermere pa dem i de siste seksjonene
i dette kapitlet.

Oppgaver til seksjon 6.4

1. Beregn volumet til omradet E nar

a) E={(z,9,2):0<2<20<y<1,0<2<z+y%}
b) E={(z,4,2):0<2z<1,0<8y<z,0<z= §m2}
¢) E={(z.y,2): —1<z<1,0<y<2,—2y<2z<3-ay}

d) FE er omradet over zy-planet og under grafen z = /32 — 2z% — 2y?
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e) F er omradet som ligger under grafen z = 22 — y? og over
sirkelskiven 2 + % < 1

f) E er omradet som ligger over zy-planet og under grafen
z=4—(2-2)%-(y+1)2

2. En trekantet plate har hjgrner i (0,0), (1,0) og (1,1) og tetthet f(z,y) = z. Finn
massemiddelpunktet.

3. En plate dekker omradet R = {(z,y) | 0 < ¢ < 1,22 < y < 1} og har tetthet
f(z,y) = zy. Finn massemiddelpunktet.

4. Regn ut overflatearealet til en kule med radius R.
5. Finn arealet til flaten z = 2 — 32, 2% + y* < 4.

6. Finn arealet av den delen av kjegleflaten 22 = z2 + y° som ligger mellom z = 0
og z=1.

7. Finn arealet av den delen av kuleflaten x? + y? + 2% = 1 som ligger over sirkelen
(=g Py

8. Vis at arealet til en flate
r(r,8) =rcos@i+rsinfj+ f(r,0)k der(r,6) € A

er (under passende betingelser) gitt ved

/[ \/H(g)ig_z(g)im

9. Regn ut flatearealet [[. 2% dS nér T er flaten gitt ved 2 = m2+y2@ z?+y? < 1

10. Regn ut flateintegralet [ zyz? dS der T er den delen av sylinderflaten z* +
y?=4derz>0,y>00g0<z<1.

11. Regn ut flateintegralet [[.z* dS nar T er torusen
r(u,v) = (5+ 3cosu)cosvi+ (5+3cosu)sinvj+ Isinuk u, v € [0, 27]
Du kan fa bruk for noen av regningene i eksempel 3.
12. En sylinderflate T har parametriseringen
r(u,v) =ui+5cosvj+ Ssinvk, u € [0,2],v € [0,2n]
Tegn en skisse av flaten og regn ut flateintegralet [ [z dS.
13. Forklar at en kule om origo med radius R har parametriseringen

r(0,¢) = Rcosfsingi+ Rsinfsingj+ Rcos¢ k, 6 € [0,2x],¢ € [0, 7]
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Regn ut %g—; x gé . Regn ogsa ut flateintegralet [[, 2y dS nir T' er den delen av
kuleflaten som ligger i forste oktant (dvs. omradet der z,y,2z > 0).

14. En avkortet kjegle T" har parametriseringen
r(u,v) =ucosvi+usinvj+uk u € [1,2],v € [0, 2n]

Regn ut | g5 x 4&|. Regn ogsé ut flateintegralet Jrx*zdS.

15. Finn massemiddelpunktet til halvkulen z? +y? + 2% = 1, z > 0, nar massetett-
heten er 1.

16. La T veere omradet som ligger inni bade sylinderen z? — 2z 4+ y? = 0 og kulen
2?4yt + 2t =4

(a) Finn volumet til T.

(b) Finn arealet av den delen av overflaten til 7' som ligger pa kuleflaten % +
2 . 2
Yy + 2t =4

17. La D vare det begrensede omradet i R? som ligger over zy-planet og inni bade
paraboloiden z = 4 — 2% — y? og sylinderen 2% + 3 = 1.

a) Finn volumet til D.

b) Finn arealet av den delen av randflaten til D som ligger pa paraboloiden
z=4-—2% -y

18. Rer orr}édet avgrenset av planet 2z+ 4y — 2z = —4 og paraboloiden z = 2 + 32,

a) Vis at volumet til R er gitt ved
V=ff (2z + 4y — z? — y* +4) dzdy
D

der D er sirkelen med sentrum i (1,2) og radius 3.

b) Regn ut V.

19. R er omradet i R® avgrenset av paraboloiden z = z? + y? og planet z =
2z + 6y — 6.

a) Forklar at volumet til R er
V= // (2x + 6y — 6 — 22 — y?) dzdy
JJa
der A= {(z,y) e R? | (z = 1)? + (y - 3)* < 4}.

b) Regn ut V.

e



550 KAPITTEL 6. INTEGRASJON

¢} Vis at vektorfeltet
F(z,y,2) = y2zi+ 22yzj+ 2y k
er konservativt. Regn u@ G - dr der
Gz, y,2) = (P2 + 2)i+ 2zyzj + zy k

og de@r skjeeringskurven til flatene z = x° + y* og z = 2z + 6y — 6. Kurven er
orientert mot klokken nar du ser den ovenfra.

6.5 Greens teorem

I denne seksjonen skal vi se pa en interessant sammenheng mellom linjein-
tegraler og dobbeltintegraler. Husk fra kapittel 3 at dersom

F(z,y) = P(z,y) i+ Q(z.y) ]
er et vektorfelt og C er en kurve i planet parametrisert ved
r(t) =x()i+y(t)] der t € [a,b@

sé er linjeintegralet [, F - dr definert ved

b b
[Fa= [Fae)roa= [ (P(m(t),y(t))w’(t)w(a:(r),y(t))y’(t)) it

a

Inspirert av det siste uttrykket skriver man ofte

/F-drz/Pd;‘c—i—Qdy
i c

der dx er en forkortelse for x'(t) dt og dy er en forkortelse for y'(t) dt.

o~

C e
Y / /ly/t‘siden av C

Gﬂﬁsiden av C

I

Figur 1: En enkel, lukket kurve C og omradet R den avgrenser

For a formulere Greens teorem! trenger vi noen begreper. Husk at en
parametrisert kurve r : [a,b] — R? er lukket dersom den starter og ender i

!Teoremet er oppkalt etter den selvlerte, engelske matematikeren og fysikeren George
Green (1793-1841)
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samme punkt, dvs. dersom r(a) = r(b). Vi sier at kurven er enkel dersom
den ikke skjeerer eller bergrer seg selv underveis, dvs. dersom r(s) # r(t)
for alle s,t € [a,b), s # t. En enkel, lukket kurve deler planet i to deler, en
utside og en innside (se figur 1). Dette kan virke opplagt, men er forbau-
sende vanskelig & bevise (resultatet kalles gjerne Jordans kurveteorem). Med
omrddet avgrenset av kurven skal vi mene samlingen av alle punkter som
ligger enten pé eller pd innsiden av kurven. Vi kan na formulere teoremet:

Teorem 6.5.1 (Greens teorem) Anta at C er en enkel, lukket kurve med
en stykkevis glatt parametrisering r, og la R vere omrddet avgrenset av €.
Dersom de partiellderiverte til P og Q er kontinuerlige i et dpent omrade
som inneholder R, sa er

/Pd:r—’ery—// (SQ dP)dei

der C er orientert mot klokken

Bemerkning: Greens teorem er en to-dimensjonal versjon av analysens
fundamentalteorem. Fundamentalteoremet sier at oppfgrselen til én funksjon
f over det indre av et intervall [a,b], oppfanges av oppfgrselen til en annen
funksjon F pa randen til intervallet — vi har

F(b) — = f flz

Tilsvarende sier Greens teorem at oppferselen til funksjonen %Q - S_y over
det indre av omradet Reppppfanges av oppforselen til en annen funksjon
F=Pi+Q]jover rander C til omradet.

S& generelt som det cr formulert ovenfor, er Greens teorem vanskelig a
bevise, ogvis skal derfor ngye oss med & bevise noen spesialtilfeller som er
tilstrekkelig_?for de fleste regnetekniske formél. Men for vi gjer det, skal vi
se pa noen eksempler.

Greens teorem kan brukes begge veier — bade til & omdanne linjeinte-
graler til dobbeltintegraler og omvendt. Det enkleste er a omdanne linjein-
tegraler til dobbeltintegraler.

Eksempel 1: Vi skal regne ut linjeintegralet [, F - dr der C er omkretsen
til kﬂd'{"ﬂ‘c} R = [0,1] x [2,4] orientert mot klokken, og F er gitt ved
: .
F(z,y) = (z+5) i+ 2z +4")J
Vi ser at siden P(z,y) == + -‘é og Q(z,y) = 2z +y?, sd er
0Q or S

dxr Oy

<

—

o~
L.\‘
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Dermed har vi

/F dr-—/de-l-Qdy—// (6@ Bi)d dy =

@

:2/4[91 -9 d;r]dy /(2 [élld:r}dy=j(2@’2)dy=

v

&

Vi ser at vi har to fordeler av a bruke Greens teorem i eksemplet over
— for det fgrste er det enklere a dobbeltintegrere over et rektangel enn &
parametrisere alle de fire kantene, og for det andre blir integranden enklere

nar den deriveres.
La oss na se pa et eksempel der vi bruker Greens teorem i motsatt ret-

ning — fra dobbeltintegral til linjeintegral.

Eksempel 2: Vi skal regne ut dobbeltintegralet [[,zy dzdy der R er
omradet omsluttet av kurven C gitt ved

r(t) = sint i+ sintcost j t € [0,7]

Bruker vi MATLAB til & tegne opp kurven, far vi denne figuren

3] 17 \8

Figur 2: Omradet i eksempel 2

Siden det er kurven som er gitt, kan det veere lurt a bruke Greens teorem
til & regne ut dobbeltintegralet. Vi trenger da et vektorfelt

F(z,y) = P(x,y) i+ Q(z,y) j

der % — % = zy. Det er mange valgmuligheter, men siden y-komponenten
er den “styggeste” delen av parametriseringen, kan det lgnne seg a velge et
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vektorfelt der @ = 0. Dermed ma vi ha —%—i =zy, og P = ——%.ryz er et

naturlig valg. Vi har dermed

= [fvan= [ (- 5) = fukgrste !

il
= Pda:+Qdy=/——:cy2dx+0dy A
/C o 2 Z' < ﬂ/l-b-‘?év ?L
Fra parametriseringen ser vi at dz = cost dt, si vi far W‘/ ém\

1 1, [
I:/——:{:y2 d:cz——/ sint(sintcost)? cost dt =
c 2 2 Jo

1 [T 4 3 1 [T . 4
= —— sin®tcos’ t dt = —— sin” 2t dt
2 Jo 16 Jo

der vi i siste overgang har brukt formelen sin2t = 2sintcost. Skriver vi
sin® 2t = (1 — cos? 2t) sin 2t og innfgrer en ny variabel u = cos 2¢, far vi

s 1 1
I=—ilg ; (1—c0522t)sin?tdt=3§/l 1-u?)du=0

(hadde vi veert smarte, kunne vi pa et tidlig tidspunkt ha brukt symmetri
til & se at integralet ma veere 0, men knepene i utregningen av integralet er
ogsa greie 4 kjenne til). &

Av og til er det nyttig & bruke Greens teorem til & regne ut arealer.

Korollar 6.5.2 Anta at C er en enkel, lukket kurve med en stykkevis glatt
parametrisering r, og la vaere R omrddet avgrenset avC. Da er arealet til R
gitt ved

% 8 - =ik g
(@leal{R)—/C:rdy— /Cydm—Q/C ydz +z dy (a

der kurveintegralene er orientert mot klokken.

Bevis: Disse formlene er direkte konsekvenser av Greens teorem. For & vise
den forste, bruker vi Greens teorem pé vektorfeltet F(z,y) =0i+ z j. Da

er 00 or 1
or Oy
og vi far
/C;': dy = -//Rl drdy =(Ajeal(R) G

De to andre formlene utledes pé tilsvarende mate. O
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Eksempel 3: La oss regne ut arealet til ellipsen

2 2
Denne ellipsen har parametriseringen
r(t) = acost i+ bsintj t € [0,27]
som gir dr = —asint dt og dy = bcost dt. Setter vi dette inn i den siste av

de tre formlene for arealet i korollar 6.5.2, far vi

1
Arealet av ellipse = 3 / —ydx+zdy=
o

1 27 2 ab
= 5/ [ — (bsint)(—asint) dt + (acost)(bcost) dt] = / 5= mab
0 0

&

Vi skal bevise Greens teorem for “enkle” omrader R, men for vi gjor
det, skal vi ta med oss en liten observasjon som gjgr det mulig & utvide
resultatet fra enkle til mer kompliserte omrader. Anta at figur 3a) viser et
omrade R vi gnsker & bruke Greens teorem pa, men at vi er litt usikre pa om
formelen gjelder for omrader av denne typen. Anta videre at vi kan dele R
opp i fire regioner Ry, Ra, R3 og R4 som vi vet Greens teorem kan brukes pa.
Figur 3b) viser oppdelingen med piler som indikerer retningen de forskjellige
randkurvene gjennomlepes i.

b)

_/ Figur 3: Oppdeling i enklere omrader

I
|
| Bruker vi Greens teorem pa hvert av dissc omrédene, far vi

\ f/ (-:9@ ap)ddfg— Pdz+ Q dy
\,‘ R Ay Gy
o // (@—Qf) drdy = | Pdr+Qdy
[ \ Ra Oy Ca
_"’ g A x
S ?MTKL\"‘l QIL ¢ (’ar \
e, ' '“ 3
- { Pk
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aQ 8P)
dzdy = Pdx+Qd
//R-s (8$ 01 ¥ Cs Gy

//;{4 (@—%) dmdy=[34Pda¢+Qdy

Legger vi sammen disse ligningene, far vi

//R(?if a};)ddy /CI(Pd$+Qdy)_E_

: P i i ; £
-i-/cg( .’L+Qdy)—|—ls(Pd£+Qdy)+/c4(Pd¢+Qdy)

siden vi apenbart kan legge sammen de fire dobbeltintegralene. Dersom vi
pé tilsvarende méte kunne legge sammen de fire linjeintegralene, hadde vi
hatt Greens teorem for omradet R. Det er slett 1kke ‘opplagt at vi kan gjgre
dette — kurvene Cy, Cs, C3 og Cy4 inneholder jo deler som ikke er med i rand-
kurven C til det opprinnelige omriadet R (pa figuren er dette de loddrette
og vannrette skillelinjene mellom omrédene Ry, Ry. R3 og R4). Legg merke
til at disse “ekstra” linjestykkene gjennomlgpes to ganger, én i hver retning.
Siden motsatt rettede linjeintegraler har samme tallverdi, men motsatte for-
tegn (husk setning 3.4.4), vil disse bidragene kansellere hverandre, og vi star
igjen med

o

/(Pdm+(3dy)+/(de+Qdy)+/(Pd:v+Qdy)+
C1 Ca Cs

(Pd:r+Qdy)=/Pd:.r;+Qdy
Cs it

Kombinerer vi ligningene vare, far vi

//R(C:ﬂf f}j) ds dy—deﬁQdT

som er Greens teorem for omradet R.

Det viser seg at det vi nettopp har vist, er et generelt fenomen — nar vi
deler et komplisert omrade opp i enklere bestanddeler, vil integralene over
de “indre” kurvebitene alltid kansellere (dette forutsetter at omradet ikke
har hull; vi skal komme tilbake til dette nedenfor). For praktisk bruk av
Greens teorem holder det for oss & bevise teoremet for enkle omrader og
overlate til brukerne & vise at de kompliserte omradene de kommer borti,
kan deles opp i enklere biter pd en sann mate at de “indre” linjeintegralene
kansellerer.

For vi begynner pa beviset, lonner det seg ogsa & observere at Greens
teorem bestar av to deler - - den ene sier at

/Pdm=—//d—szdy:
2 r Oy
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/CQ dy—//R o dzdy,

Vi skal vise disse likhetene hver for seg og for litt forskjellig type omrade
(at omradene er forskjellig, spiller ingen rolle sa lenge vi kan bruke sam-
menslaingsteknikken ovenfor til & lappe sammen delene til mer generelle
helheter).

Vi skal forst vise [, P dz = — [[ 9E dady for omréader av type I. Husk
at et slikt omrade er pa formen

den andre at

R={(z,y) : a<z<bh ¢1(z) <y < da(z)}

Figur 4 viser et omrade av type I med omlgpsretningen fra Greens teorem.

Figur 4: Omrade av type I

Lemma 6.5.3 Anta at ¢1,¢2 : [a,b] — R er to deriverbare funksjoner slik
at ¢1(z) < ¢po(x) for alle x € (a,b). La

R={(z,y) : a<z<b ¢1(z) <y < dao(z)}

og la C vere randen til R orientert mot klokken.~Anta at P er en funksjon
av to variable med kontinuerlige partiellderiverte i R. Da er

/Pd:c=—~/ Edwdy
¢ R Oy

Bewvis: Vi begynner med a regne ut linjeintegralet. Randkurven C bestar av
fire deler C1, Ca, C3 og C4, der C; er den nedre funksjonsgrafen, Cy er det
loddrette linjestykket til hoyre, C3 er den gvre funksjonsgrafen og Cy4 er det
loddrette linjestykket til venstre. Vi har dermed

/Pda:z Pd$+/Pd$+ Pdzx+ P dz

C Cy Ca C3 Cy

Det andre og det fjerde av disse integralene (de to langs de loddrette linje-
stykkene) er null fordi dz = z'(t) dt er null siden z(¢) er konstant néar vi
beveger oss loddrett.
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For a regne ut fcl P dx parametriserer vi den nedre funksjonsgrafen ved
ri(t) =ti+ ¢i(t) J; t € [a,b]

Da er dx = z'(t) dt = dt, og vi far

/él Pds= /:P(t,cbl(t)) it

For & regne ut f& P dzx ma vi parametrisere den gvre funksjonsgrafen. Den
naturlige parametriseringen er

ro(t) = ti+ ¢a(t) j; t € [a,b],

men siden den parametriserer kurven i gal retning, ma vi passe pa a putte
et minus foran integraltegnet. Dermed er

Pdy=— /bP(t, bo(t)) dt

Cs
og vi far

b b
/cPd:::zfa P(t,qﬁ-l{t))dt—/a P(t, ¢o(t)) dt

Til sammenligning regner vi na ut dobbeltintegralet [[, % dzdy. Ved
hjelp av analysens fundamentalteorem far vi

oP bl o= gp
— dzdy = / / —(z,y) dy| dz =
./:/.!; dy . a { ¢1(x) dy ( ) dy

b
N / [Pz, $a(2)) — P(z,1(2))] do

Sammenligner vi de resultatene vi nd har, ser vi at

OP
Pd.’:::——/ — dxd
/c r Oy .

Vi skal na vise [, Qdy = [[ ?% dzdy for omrader av type II. Vi minner
om at slike omrader er pa formen

a

R={(z,y) : c<y<d, ¥1(y) <z <)}

Figur 5 viser et omrdde av type II med omlgpsretningen i Greens teorem
inntegnet.
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o
o
oo

T =1(y) — z = 1Pa(y)

Figur 5: Omrade av type II

Lemma 6.5.4 Anta at 11,2 : [e,d] — R er to deriverbare funksjoner slik
at P1(y) < tha2(y) for alley € (¢,d). La

R={(z,y) : c<y<d, ¥1(y) <z < ta(y)}

oot \I og la C vere randen til R orientert mot klokken.” /Jta, at Q er en funksjon
%z \ av to variable med kontinuerlige partiellderiverte {[R. Da er

/‘:Qdy——-//;lgi—dmdy

Beuvis: Be'visct er en kopi av. det foreg&ende med rollene til 2- og y- a,ksen

tcw\e._nj_ Gvy

av ﬁre deler C1, Ca, C3 0g Cy, dQ er den venf-,tre fuﬂ(bjonwlcmﬁ n xg er
det nederste, vannrette linjestykket, Gy er den hgyre funksjonsgrafen og C_ﬂ
er det gverste, vannrette lln]e,btykl{et Vi har dermed

[aa=[ @a+ [ @ay+ [ Qay+ [ Qay
C JCy Ca Cs Ca
A 2

Det andre og det fjerde av disse integralene (de to langs de vannrette linje-
stykkene) er null fordi dy = y'(t) dt er null siden y(t) er konstant nar vi
beveger oss vannrett. .

For a regne ut fc () dy parametriserer vi den venstre funksjonsgrafen
ved

ri(t) = ¢1(t) i+¢J; tecd

Siden denne parametriseringen gar i feil retning, ma vi kompensere ved a
sette et minus foran linjeintegralet. Siden dy = y/(¢) dt = dt, far vi dermed | T

|\
d
/C&‘Q dy = — /C Q¥ (), t) dt ,S

1 ]
For a regne ut ICZQ dy parametriserer vi den hgyre funksjonsgrafen ved \ /

A ra(t) = v2(t) i+t J; t € [edf
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og far

d -
Qay= | Q(ﬂ)z(t),t)(dt
CL e .
Dermed har vi

ll-/_‘}
d d
fCQdy=—/c QU (0),1) d”fc Qa(t), 1)) dt

Til slutt regner vi ut dobbeltintegralet [[, %f‘ dxdy. Ved hjelp av ana-
lysens fundamentalteorem far vi

aQ / P(y) aQ
dxd T dr| dy =
/R O "= ¢ { ¥1(y) 8:’3( L &=

d
— / QW2(3),9) — QU (v).v)] dy

Sammenligner vi de resultatene vi na har, ser vi at

[ada- [ 22w

Med de to lemmaene ovenfor til disposisjon kan selv den mest nidkjeere
med god samvittighet bruke Greens teorem pa alle de sammenhengende,
begrensede mengdene uten hull som dukker opp i praksis. Vi kan ogsa bruke
lemmaene pa omrader med hull, men da dukker det opp en ny effekt.

a) b)

|

Figur 6: Et omrade med hull

Figur 6a) viser(ep)omrade R med hull. I'b) har vi delt opp omradet i fire
delomrader R, Ri, R3, Ry som vi kan bruke Greens teorem pa. Dette gir

088
// (dQ BP) dzdy = [ Pdz+Qdy+ | Pdz+Qdy+
dy o G




560 KAPITTEL 6. INTEGRASJON

Pdz+Qdy+ | Pdr+Qdy
Ca Cq
der C; er randen til R;. Tar vi en kikk pa figur 6b) ser vi at alle “indre” bidrag
til linjeintegralene kansellerer med fire unntak - linjeintegralene langs hullet
forekommer bare én gang, og de er orientert i negativ omlgpsretning (altsa
med klokken). Vi sitter altsa igjen med

R 81‘ ay C Ch

der C er den “ytre” randen til R, og Cj, er den indre randen (mot hullet),
begge med positiv orientering. Vi far en tilsvarende formel for omrader med
flere hull.

Det neste eksemplet viser at man ma veere litt forsiktig nar man bruker
Greens teorem.

Eksempel 4: Vi lar C veere enhetssirkelen orientert mot klokken og setter

y . 3
22 + 42 2ty

F(a:,y):P(.r:}y)i—i—Q(m.y)j:— 2j

La oss fgrst regne ut linjeintegralet fc F . dr pa vanlig mate. Siden enhets-
sirkelen har parametriseringen

r(t) = cost i+ sint j, t € [0,27]

far vi

2 :
. sint cost
F.dr = - i+ j|-(—sinti+costj) dt =
/c /o ( cos? t + sin? ¢t cos?t + sin®¢t ']) ( 3)

2m
=/ 1dt=2m
0

La oss sa forsgke & bruke Greens teorem isteden. Vi observerer at

0Q 1-(z*+y*)—z -2z y? — 22

or (22 + 42)? T (2 +y2)?

0P e tyd) cy-Zy gf=gl

dy (22 +92)? T

Dermed er % - 5(% = (), og ifglge Greens teorem burde vi vel fa

/F dr—/Pda:+(2dy—// (6@ aj)d dy‘“//;i{)da:dy—o

selv om dette ikke stemmer med utregningene ovenfor?
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Hva er galt? Ser vi ngyere etter, ser vi at F ikke er definert i origo, og at
vi derfor strengt tatt ikke kan bruke Greens teorem. Vi kan imidlertid prgve
4 unngé problemet pé fglgende méte. Vi lar C, veere en liten sirkel om origo
med radius 7, og bruker Greens teorem pa omradet mellom de to sirklene.
Vi burde da fa

o—//ﬂ(dQ 8i)d dy _/Cde+Qdy—/chdx+Qdy (6.5.1)

Lar vir g mot null, far vi en kortere og kortere kurve a integrere over, og )
vi ville (tro at i S‘LSQ

Pdr+Qdy— 0 narr — 0
Cr‘

I sa fall sitter vi nok en gang igjen med
/P dr+Qdy =20
c

Men la oss se nzrmere pé integralet [, P dz + @ dy. Dersom vi parametri-
serer C, med

s(t) =rcosti+ rsint j, t € [0,2n]
far vi
/Pd:c+Qdy:
/% e i+ oo j)-(—=rsinti+rcostj) dt
= =iz 5 L (=rsint itrec
0 r2cos2t + r2sin’t 72 c052t+r2sin2t'] J

27
=/ 1dt=27%
0

N4 stemmer alt! Gar vi tilbake til ligning (6.5.1) ovenfor, ser vi at

/Pd$+Qdy= Pdr+Qdy=2n
(o4 Cr

akkurat som vi skulle ha.
Dette eksemplet har en dobbel ral (men ikke en dobbeltmoral!). Det
ene poenget er at vi ma veere forsiktigindr vi bruker Greens teorem og sjekke =
at funksjonene vi bruker, virkelig er définert i alle punkter vi integrerer over.
Det andre er at det ikke er sikkert at integralet over stadig kortere kurver gar
mot null dersom integranden samtidig gar mot uendelig. Ver oppmerksom
p& at dette ikke er matematiske spissfindigheter -— grunnleggende fysiske
krefter som gravitasjon og elektromagnetisme har en form som gjgr at slike
problemstillinger stadig dukker opp i praksis. &

Ay



562 KAPITTEL 6. INTEGRASJON

Greens teorem er et eksempel pa det som ofte kalles vektoranalyse. I tre
(og hgyere) dimensjoner finnes det enda viktigere eksempler pa slike teore-
mer — Stokes’ teorem og Gauss’ teorem (ogsa kjent som divergensteoremet).
Det forste av disse binder sammen et integral over en flate med et integral
langs randkurven til flaten, mens det andre binder sammen et integral over
et romlegeme med flateintegralet over randen til dette legemet. Vi ser at
temaet hele tiden er det samme -— et integral over et omrade sammenlignes
med et annet integral over randen til omrédet. Vi skal se naermere pa Gauss’
og Stokes’ teorem pa slutten av dette kapitlet.

Oppgaver til seksjon 6.5

1 Bruk Greens teorem til & regne ut linjeintegralene. I alle tilfeller er kurven C
positivt orientert.

a) [.(z? +y) dz+ 2y dy der C er omkretsen til kvadratet med hjerner i (0,0),
(2,0), (2,2) og (0,2).

b) [.2?y® dz + 2®y® dy der C er omkretsen til trekanten med hjerner i (0,0),
(3,0), (3,1)

¢) Jo(z?y + ) dz + (xy + x) dy der C er omkretsen til trapeset med hjorner i
(0,0), (1,0), (1,2) og (0,1)

d (x2y + ze®) dx + (xy® + e¥7¥) dy der C er omkretsen til omradet avgrenset
C 2 - .
av parabelen y = 22 og linjestykket med endepunkter (—1,1) og (2,4).

2. Kurven C er gitt ved
r(t) = tsin(t) i+ (2wt — t%) ], t € [0,2n]

Skisser kurven (f.eks. ved & bruke MATLAB) og regn ut arealet til omradet den
avgrenser.

3. Kurven C er gitt ved
r(t) = sin2ti+tcostj, telo, gl

Skisser kurven (f.eks. ved & bruke MATLAB) og regn ut arealet til omradet avgren-
set av kurven.

4. Regn ut arealet avgrenset av kurven
r(t) = acos®ti+bsin®tj, te€[0,2q7]
der a og b er to positive tall.
5. Regn ut [[, z dzdy der R er omrddet avgrenset av kurven
r(t) =@t —-tD)i+ (@t —-t3)j, te[0,1]
6. Regn ut [,y dzdy der R er omradet avgrenset av kurven

r(t) =sinti+t2j, te€[-m 7]
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7. La D veere omradet i B2 som bestar av punkter (z,y) som oppfyller ulikhetene
22 +y% < 1 o0gy > 0. La C veere randen til D orientert mot urviseren. Finn verdien
av kurveintegralet

/ (zy + In(2? + 1)) dz+ (dz+ ¥’ + 3arctan y) dy
c
8. La D veere det begrensede omradet i [R2 som er avgrenset av parabelen y = 1— z?

og z-aksen. La C veere den lukkede randkurven til D. Orienter C mot urviseren.

a) Regn ut kurveintegralet I = [, —ydz+ x? dy ved direkte utregning av kurve-
integralet.

b) Regn ut I ved & beregne et dobbeltintegral [[;, f(z,y) dzdy av et passelig
skalarfelt f(x,y).

9. La D vaere omradet i R? bestemt av ulikhetene z >0,y >0ogz <y <2-—2°

a) Sett opp et dobbeltintegral som har verdi lik arealet til I og regn ut verdien
av dette dobbeltintegralet.

b) Beregn arealet av D ved & beregne linjeintegralet av et passelig vektorfelt
langs randen til D.

10. La D veere omradet av punkter (z,y) i R2 som oppfyller ulikhetene: z2+3? < 1,
z20,y=>00g0<y< T

a) Lag en skisse av omradet og beregn dobbeltintegralet I = [}, (z + y?) dedy
ved & innfyre polarkoordinater.

b) Beregn I ved & regne ut direkte et kurveintegral J. cPdx + @ dy av et passelig
vektorfelt F = Pi+Q j langs den stykkevis glatte kurven C som utgjer randen
til D.

11. R er rektanglet med hjorner i (1,1), (3,1), (3,2), (1,2), og C er omkretsen til
R orientert mot klokken. Finn [, F - dr der

F(z,y) = (zy’ —y)i+ (@®y+2)]
12. En ellipse har ligningen
92” + 4y® — 18z + 16y = 11

a) Finn sentrum og halvaksene til ellipsen, og lag en skisse av ellipsen i koordi-
natsystemet.

b) Vis at
r(t) = (1 +2cost)i+ (—2+ 3sint)j, t € [0,2m)

er en parametrisering av ellipsen. Regn ut fc F - dr der
Fla.y) =y’ i+z]

og der C er ellipsen med positiv orientering.
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j[ﬁ(l — 2y) dzdy

der R er omradet avgrenset av ellipsen.

¢) Regn ut

13. Det er en n#r sammenheng mellom Greens teorem og teorien for konservative
vektorfelt i seksjon 3.5. Bruk Greens teorem til 4 vise at dersom F(z, y) = P(x. y) i+
Q(x,y)j er et konservativt felt, s& er fc F - dr = 0 for alle enkle, lukkede, stykkevis
glatte kurver C.

6.6 Jordan-malbare mengder

I seksjon 6.4 s& vi hvordan vi kunne regne ut arealet til en mengde A ved
hjelp av dobbeltintegraler:

™\
e (Akeal(A) = / f 1 dzdy
A

Dette forutsetter selviplgelig at integralet [[, 1 dzdy er definert, og det er
det samme som at funksjonen

1 hvisze A

la(z) =
0 hviszg A

er integrerbar. I denne seksjonen skal vi finne betingelser som sikrer at 14
er integrerbar, og vi skal bruke disse betingelsene til 4 finne kriterier som
garanterer at generelle integraler av typen ffA f(x,y) dzdy eksisterer. Dette
vil blant annet sette oss istand til & bevise at dobbeltintegraler av kontinu-
erlige funksjoner over omrader av type I og type II virkelig eksisterer (husk
seksjon 6.2).

Sammenlignet med de foregaende er denne seksjonen ganske teoretisk,
og det er ikke sikkert at alle har lyst til & lese alle bevisene. Det er imidlertid
viktig & fA med seg definisjonen av begrepene “Jordan-malbar” og “innhold
null” som vi skal fa bruk for i senere seksjoner.

Definisjon 6.6.1 Vi sier at en begrenset mengde A C R? er Jordan-malbar
dersom 14 er integrerbar.

Bemerkning: Det finnes et sterkere begrep Lebesgue-malbar (sterkere i den
forstand at flere mengder er Lebesgue-malbare enn Jordan-malbare) som du
vil stgte pa i videregdende kurs. Nar folk bare sier “malbar”, mener de som
regel “Lebesgue-mélbar”, og vi skal derfor dra med oss “Jordan”-forstavelsen
i denne boken.
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Det viser seg at det eneste som kan hindre en mengde i & vare Jordan-
malbar, er at randen ikke er “liten” nok. Den neste definisjonen presiserer
hva “liten” betyr i denne sammenhengen.

Definisjon 6.6.2 En begrenset mengde B C R? har iunhol(ﬁj;)iersom det
for hver € > 0 finnes endelig mange rektangler

Ry = [a1,b1] % [c1,d1], R2 = [ag,b2] X [e2,d2], ..., Rn = [an, bn] X [Cn, dn]

slik at
BCRIURU...UR,

og summen av arealene til Ri, Ra,..., Ry er mindre enn €.

En begrenset mengde har altsd innhold null dersom den kan dekkes av en-
delige familier av rektangler med vilkarlig lite samlet areal. Mengder med
innhold null er “sma” sett med to-dimensjonale gyne. Man vil f.cks. vente
at en-dimensjonale objekter som en kontinuerlig funksjonsgraf har innhold
null (vi skal vise dette i beviset for setning 6.6.5).

Vi kan na formulere det forste hovedresultatet vart:

Teorem 6.6.3 En begrenset mengde A C R? er Jordan-mdlbar hvis og bare
hvis randen 8A til A har innhold 0.

Vi trenger noen forberedelser fgr vi kan bevise teoremet.

mzi Anta at A € R? er en begrenset mengde, og at R er et
stangel som inneholder A i sitt indre. Anta at I1 er en partisjon som deler

R inn i delrektangler Ri; = [ai—1,a:] X [bj—1,bj].

Ny

(i) Dersom a € OA, sd er a med i et delrektangel R;; som bdde inneholder
punkter som er med i A, og punkter som ikke er det.

(ii) Dersom et delrektangel R;; bide inneholder punkter som er med i A,
og punkter som ikke er det, sa inneholder R;; et randpunkt a € OA.

Bevis: (i) Siden a ligger i R, ma det hgre til minst ett delrektangel R;; (siden
naborektangler har felles rand, kan a godt hgre til flere rektangler). Dersom
a ligger i det indre av R;;, ma R;; apenbart inneholde bade punkter som er
med i A og punkter som ikke er det (husk at a € A). Dersom a ligger pa
randen til R;; (enten pé en kant eller i et hjgrne), kan det hende at R;; enten
bare inneholder punkter som er med i A eller bare punkter som ikke er med i
A. men da er det lett & overbevise seg om at ett av de andre smérektanglene
som a hgrer til, ma inneholde bade punkter som er med i A, og punkter som
ikke er det (lag en tegning).

(ii) Vi ma vise at dersom R;; bade inncholder punkter som er med 1 A,
og punkter som ikke er det, s ma R;; inneholde et punkt fra dA. Vi skal

-
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bruke samme teknikk som i beviset for Bolzano-Weierstrass’ teorem 5.2.3.
Vi deler forst R;; opp i fire mindre, lukkede rektangler, og observerer at
minst ett av dem (kall det K) m4 inneholde bade punkter som er fra A, og
punkter som ikke er det (tenk gjennom dette — det er ikke helt opplagt).
Deler vi pa samme méte K inn i fire mindre rektangler, ma minst ett av
dem béade inneholde punkter som er med i A, og punkter som ikke er det. Ved
& fortsette pa denne maten far vi en folge { K, } av stadig mindre rektangler
som alle inneholder bade punkter som er med i A, og punkter som ikke er
med i A (se figur 1).

le

— Ky

Ky

K,

Figur 1: Rektanglene K,

Lar vi a,, veere nedre, venstre hjgrne i K, vil folgen {a,} konvergere
mot et punkt a i R;;. Siden hver K, bade inneholder punkter som er med i
A, og punkter som ikke er det, finnes det punkter av begge typer vilkarlig
neer a, og a ma derfor ligge pa randen 9A til A. o

Fgr vi gar lgs pa beviset for teorem 6.6.3 gjor vi en liten observasjon til.
Dersom II er en partisjon av rektanglet R, og A er en delmengde av R, vil
hvert delrektangel R;; hgre til én av folgende tre kategorier:

(i) Kategori 1: Alle punktene i R;; er med i A

(ii) Kategori 2: Ingen av punktene i R;; er med i A

=
/'_‘-[ Ky
(iii) Kategori 3: Noen (men ikke alle) punktene i R;; er med i A Lzt

Beuis for setning 6.6.3: Anta forst at A er Jordan-malbar. Vi ma vise at
randen 9A til A har innhold 0.

La R vere et rektangel som inneholder A i sitt indre. At A er Jordan-
malbar, betyr at funksjonen 14 er integrerbar over R. Gitt € > 0, finnes
det da en partisjon IT av R slik at @(II) — N(II) < €, der @(II) og N(II) er
gvre og nedre trappesum til funksjonen 1 4. Dersom delrektanglet R;; er av
kategori 1 eller 2, er supremum M;; og infimum m;; over rektanglet R;; like
(henholdsvis 1 for den forste kategorien og 0 for den andre), mens for den

L ¥
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tredje kategorien er M;; = 1 og m;; = 0. Dette betyr at

e > Q(IT) — N(IT) = 3 |Ri;

R,; av tredje kategori

der |R;j| er arealet til rektanglet R;;. Fra lemmaet ovenfor vet vi at ethvert
randpunkt a er med i et rektangel R;; av kategori 3, og dermed utgjor
rektanglene av kategori 3 en overdekning av randen dA. Dermed har vi
funnet en overdekning av A med totalt areal mindre enn ¢, og fglgelig har
dA innhold/0. |

Anta s af randen A til A har innhold 0. Gitt en € > 0, ma vi finne en
partisjon IT slik at @(IT) — N(IT) < e. Dette vil medfgre at 14 er integrerbar,
og dermed bevise teoremet.

Siden OA har innhold 0, finnes det en samling rektangler

51 = [alvbl] x [Cladl]:s2 = [023 52] x [C2r d2]:<--:Sn = [am bn] x [Cnndn]

som dekker AA, og har samlet areal mindre enn e. Lag en partisjon I av R
ved & bruke punktene ap,as,...,a, 0g b1, bs,...,by som delepunkter langs
z-aksen og ¢y, Ca, . - - , Cy, OF d1, da, . . ., dp, som delepunkter langs y-aksen. Ob-
server at hvert av smérektanglene R;; til denne partisjonen ligger inni et av
de opprinnelige rektanglene Sy, Ss, ..., Sn (lag en figur!). De av rektanglene
R;; som inneholder punkter fra A ma derfor ha samlet arcal mindre enn e.

Akkurat som ovenfor vil rektanglene R;; veere av tre forskjellige katego-
rier, og som ovenfor har vi

@(M) — N(II) = > Ry
Ri; av tredje kategori
Fra lemmaet vet vi at ethvert rektangel av kategori 3 inneholder et punkt
fra A, og dermed har vi
Q(Im) ~ N(II) = 1 |Rij| < e
R;; av tredje kategori
Beviset er fullfort. < )¢ O
i

Vi kan na vise at ethvert omrade av type I eller II (se seksjon 6.2) er
Jordan-malbart.

‘Setning 6.6.5 Ethvert omrdde av type I eller 11
’.u" ;L_dﬁz.ty.p&l{ er Jordan-malbart.

Bevis: Vi ngyer oss med & bevise setningen for et omrade A av type L Ifplge
teoremet ovenfor er det nok & vise at randen til A har innhold 0} Siden randen
til A bestar av fire deler (to funksjonsgrafer og to loddrette linjestykker), er

_ Sis
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det nok & vise at hver av disse delene har innhold E)P(sjekk dettel). Vi tar for
oss funksjonsgrafene og overlater linjestykkene til leserne.

Anta altsa at ¢ : [a,b] — R er en kontinuerlig funksjon. Vi ma vise at
funksjonsgrafen

G = {(z,¢(z)) | x € [a,b]}

har innhold null. Figur 2 viser ideen i beviset som bestar i 4 overdekke grafen
med rektanglene som skiller en gvre trappesum fra en nedre.

YA T

T

Figur 2: Overdekning av en graf

Her er detaljene: Siden alle kontinuerlige funksjoner er integrerbare, fin-
nes det for enhver ¢ > 0 en partisjon IT av intervallet [a,b] slik at Q(IT) —
N(II) < €. Ser vi pa den tilsvarende overdekningen i figur 2, ser vi at det
totale arealet til de overdekkende rektanglene er

n 7'-' /
> (M — ma) (b — b 1)/< o(1 ) f
i=1
Dermed har vi funnet en overdekning av grafen G med totalt areal mind-
re enn ¢, og folgelig har grafen innhold 9 0

Vi kan na bevise et kriterium for integrerbarhet av kontinuerlige funk-
sjorner.

Teorem 6.6.6 Anta at A C R? er en lukket, begrenset, Jordan-mdlbar
mengde. Da er enhver kontz’nucrlﬁg funksjon f : A — R integrerbar over
A (dvs. at integralet [[, f(z,y) dzdy eksisterer). Spesielt er alle kontinuer-
lige funksjoner integrerbare over omrdder av type I og II.

Beuvis: La R vaere et rektangel som inncholder A. Vi ma vise at funksjonen

f(z,y) hvis (z,y) € A
fA(xay) =

0 ellers

er integrerbar over R. Det er nok & vise at f er begrenset og at det for hver
€ > 0, finnes en partisjon IT av R slik at @(II) — N(II) < e.
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Ifplge ckstremalverdisetningen 5.7.2 er f begrenset, og det finnes derfor
et tall M slik at |f(x)| < M for alle x € A. Dette betyr at dersom R;; er et
delrektangel i en partisjon av R, sa er alltid M;; — my; < 2M.

Fra setning 6.6.3 vet vi at det finnes en partisjon II slik at hvis ¢(I1) og
n(II) er henholdsvis gvre og nodre trappesum til funksjonen 14 med hensyn
pa 11, s& er o(IT) — n(Il) < 157 Ifolge setning 6.1.4 er f : A — R uniformt
kontinuerlig, og det finnes derfor en 6 > 0 shk at hvis a og b er to punkter i
Amed |a—b| < §,sder|f(a)— f(b)] < 37> der |R| som vanlig er arealet
til R. Ved & legge inn enda flere delepunkter hvis ngdvendig, kan vi forfine
II til en partisjon II slik at alle punkter som hgrer til samme delrektangel
R;;, har innbyrdes avstand mindre enn 6. Vi har

@(In) - N(II) = Y (My; — miz)|Rij| =
alle rektangler Ry

= Z (ﬁ{ﬂ;j — m,-j)|R,-j| + Z (M;'j — mt-_?-)|Rq;j| +
rektangler av rektangler av
kategori 1 kategori 2

+ > (Mg —my)|Ryl
rektangler av
kategori 3

I det siste uttrykket er

Z (MU i mii)|RiJ'| § Z 2|R1|RU| <z

rektangler av rektangler av
kategori 1 kategori 1

péa grunn av den uniforme kontinuiteten. Videre er
> (M —miy)|Ri| =0

rektangler av
kategori 2

siden M;; = m;; = 0 i dette tilfellet. Endelig er

> (My—my)|Ryl < 2M >, Ryl <
rektangler av rektangler av
kategori 3 kategori 3

< 2M (o(TD) — n(ID) < =

(husk at g(II) og n(II) er gvre og nedre trappesum til funksjonen 14, og at
vi har laget partisjonen slik at g(IT) — n(II) < 757). Alt i alt er da

@(H)—N(H)<%+U—I—§=
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som viser at f er integrerbar. Utsagnene om integraler over omrader av type
I og II fglger na fra setning 6.6.5. O

Bemerkning: Hvis man arbeider litt hardere, kan man beskrive ngyaktig
hvilke funksjoner f som er integrerbare over et rektangel R — det viser
seg at f er integrerbar hvis og bare hvis mengden av punkter der f er
diskontinuerlig, har mdl null (dette er en mer generell betingelse enn a ha
innhold null). Resultatet ovenfor holder imidlertid for vare behov i dette
kapitlet — spesielt er det tilstrekkelig for beviset av formelen for skifte av
variabel.

Oppgaver til seksjon 6.6
1. Vis at dersom Aj, As, ..., A, er delmengder av R™ med innhold null, sa har
ogsa Ay U As U ... U A, innhold null.
2. I denne oppgaven er A og B to delmengder av R2.
a) Visat 9(AUB) C8AUOB og (AN B) C AN 8.

b) Vis at dersom A og B er Jordan-malbare, sa er ogsa AU B og AN B Jordan-
mélbare (du kan fi bruk for resultatet i den forrige oppgaven).

3. Anta at 7 : [a,b] — R er kontinuerlig funksjon. Vis at mengden av alle punkter
med polarkoordinater (6, r(8)) der 8 € [a, b] har innhold 0.

6.7 Skifte av variable i dobbeltintegral

Husk hvordan vi skifter variabel i et vanlig integral fi’f(x) dz: Dersom
vi gnsker & innfgre en ny variabel u = g(z), regner vi ut x = h(u) og

dx = h'(u) du, og setter inn (husk & bytte integrasjonsgrenser): fe
b g(b)

/ Fiz) de= / f(h(u))h' (u) du e

a Jg(a) !

Vi ser at vi far to nye ingredienser i integralet etter variabelskiftet - - et nytt
intervall [g(a), g(b)] & integrere over og en ny faktor h'(u) i integranden. I
denne seksjonen skal vi se at akkurat det samme skjer for dobbeltintegraler
— vi kan skifte variabel i disse integralene ogsa, men da far vi et nytt omrade
a integrere over og en ny faktor i integranden.

I vanlige integraler skifter vi variabel for a fa en enklere integrand. I
dobbeltintegraler skifter vi vel sa ofte variable for a fa et enklere omrade
& integrere over. Vi skal ta denne situasjonen som utgangspunkt for var
diskusjon. Vi tenker oss at vi skal regne ut integralet til en funksjon f over
omradet A til hoyre pa figur 1, altsa integralet [[, f(z,y) dzdy. Omradet
A er ganske uregelmessig, og vi ma bryte dobbeltintegralet opp i flere biter

L ‘l;\l \ g cnal ? /gs (L))
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" \5\ § ;NS) \-/l '

s kel

M (» 'y w
57( “3 v,_};?. ;TJ” a Y

)2 'E_\U’)
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e
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for & fi regnet det ut pi vanlig mate. La oss na tenke oss at det finnes en

funksjon T : R? — R? som avbilder et atskillig penere omrade D pa A slik “{ [
figur 1 viser. Kanskje vi kan gjere om dobbeltintegralet [[, f(z,y) dzdy til

et dobbeltintegral over det enklere omradet D? Kanskje dette integralet har

noe 4 gjore med funksjonen g(u,v) = f(T(u,v))? (Funksjonen g er altsd

definert slik at verdien til g i punktet (u,v) € D er lik verdien til f i det
“tilsvarende” punktet (z,y) = T(u,v) i A.)

)

D/
u, v)

Figur 1: T avbilder D pa A

U

For & undersgke dette spgrsmélet nermere tenker vi oss at vi har delt
opp D i et rutenett, og at vi har brukt T til & flytte dette rutenettet bort
til A slik figur 2 viser.

T
"”-’-’-.—____-—\\\-
F // — (@ij, vi5)
P = T(uij, vij)
u T

Figur 2: T flytter rutenettet fra D til A
Vi plukker ut et punkt (ui;,vi;) i den ij-te ruten Dj; i oppdelingen av

D, og lar (zij,yi;) = T(uqj,vi;) veere det tilsvarende punktet i ij-te ruten
Aj; i oppdelingen av A. Er oppdelingen fin nok, burde

Zf(il“-«;jay«;jﬂz‘l«;jl

ij

(der |A;j| er arealet til A;;) vaere en god tilnerming til dobbeltintegralet
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[[4 f(z,y) dzdy. Tilsvarende burde
> g(uj, vi5)| D
ij
veere en god tilnzerming til dobbeltintegralet [[;, g(z,y) dudv.
Hva er sammenhengen mellom disse to uttrykkene? Per definisjon av
g er g(uij,vi;) = f(xij,¥i;), s& funksjonsverdiene i de to summene er de
samme, men hva med arealene |A;;| og |D;;|? 1 seksjon 3.8 observerte vi at

tallverdien til Jacobi-detcrminanten
v) Ft(u,v) _\k@v;
) 22 (u,v) )

v

det T' (u,v) =
(u v

er en forstorrelsesfaktor for avbildnmgen T, og derfor er
|Aij| ~ | det T (uij, vi)| |Dijl
Vi burde derfor ha
3 flmivis)lAigl = Zg wij, vig) | det T’ (ugz, vij)| | Dyl
ij

med bedre og bedre tilnseerming dcss finere oppdelingen er. Summene i dette
uttrykket er begge en slags Riemann-summer som burde nzrme seg hvert
sitt integral, og dermed sitter vi igjen med

//Af(:c,y) dzdy = //;) g(u,v) |det T'(u, v)| dudv =

— /./1) f(T(u,v)) | det T'(u,v)| dudv

der vi i siste overgang har brukt at g(u,v) = f(T(u,v)). s

Argumentet ovenfor er langt fra et matematisk bevis, men det er 4l pass
overbevisende at resultatet burde veaere riktig under passende forutsetninger.
Vi skal nd formulere et presist resultat som vi skal bevise mot slutten av
seksjonen. Det er slett ikke det mest generelle resultatet man kan bevise,
men det holder for vire anvendelser og er mulig a bevise med de redskapene
vi har til disposisjon. Husk at en funksjon T er injektiv dersom a # b
medfgrer T(a) # T(b).

Teorem 6.7.1 (Skifte av variable i dobbeltintegral) La U vere en
dpen, begrenset mengde i R? og anta at T : U — R? er en injektiv funksjon
med kontinuerlige partiellderiverte slik at det T' # 0 pd hele U. Hvis D C U
er en lukket, Jordan-mdlbar mengde, og f : T(D) — R er en kontinuerlig
funksjon, sa er

/[1 f(z,y) dedy = //D f(T(u,v))|det T' (u, v)| dudv

der A ="T(D).

.l \ l.' | ) /.-
1‘ ,S h} -’\’ /

W o \\[.

= ___\‘\‘-| ‘V‘ = . \/:’:'}(v) ) X,
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For vi ser pa noen eksempler, skal vi innfgre litt hendig notasjon. Dersom
vi kaller komponentene til T'(u,v) for z(u,v) og y(u,v) slik at

T(u,v) = (z(u,v),y(u,v)),
blir Jacobi-determinanten

gﬁ(u,v} g;‘?’(u,v)
d

det T'(u,v) =
% (u,v)  P(u,v)

Det er vanlig & bruke notasjonen

- O(w,v) | B(y,v) L(u,v)

Formelen for skifte av variabel blir da

//A f(z,y) d$dy:/~/1)f($(u,v),y(u,y}) }gizgl Al

Det er instruktivt 4 sammenligne denne formelen med den formelen for skifte
av variabel i vanlige integraler som vi startet denne seksjonen med, altsi

b g(b)
fﬁmm=/ F () (u) du
a gla)

(likheten blir enda mer sldende om vi skriver h'(u) = j—%).

Eksempel 1: Beregn integralet [[zy dady der A\bestd‘r er omradet av-
A

grenset av linjene y = —z, y = -z + 4, y =z + 2, y = z + 3. Figur 3 viser
omradet A.

y=-z+4 Y y=z+2

y=-—z

y=z+3
Figur 3: Omradet A
Legg merke til at A bestar av de punktene (z,y) som oppfyller ulikhetene

2<y—x<3 og 0<y+x<4
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{*-'-))
<*)
4] -%,Y Ideen er & innfgre nye variable v = y — z, v = y + « slik at rendene til
(‘B}\ omradet blir parallelle med koordinataksene. Lgser vi disse ligningene med
hensyn pa y og z, far vi
1

i‘.'_ L g UtV y u+v
— 7 p F3 = . =
\ ("1\ s . { \ 2 2
L < 'Z-) Avbildningene vére blir dermed z(u,v) = =% og y(u,v) = Y. Lar vi D
veere rektanglet
[] \/ \
(x =) - \ % 1} D={(u,v):2<u<3 og 0<v<4}
_5'\\1\\1\ ' g
! ser vi at T(D) = A. Dermed har vi
i ¥ NET)
u+v\ [utv
[ [ (252) (45°) [ap| e
Vi regner ut Jacobi-determinanten:
dx B
8(x,y>:‘ & & _‘ 3 2 ‘:_1_12_.1
O(u,v %f %vg 11 4 4 2
Dette gir oss
3 [ 3
—u+ v u—+v
[fovsn= [ () (552) 1]
A 2 Lo
37 4 3
1 1 A =
=§/[/(vz—uz)dv]duzg/rj——uzv] du
2 2 i
1 [ /64 1[64 4 ,4]°
= g/ (— = 4u2) du = g [—-u - gua]z
2
1 [64 4 5 64 4 ]} 1
= [ 2 s g o | =
81(3 3 3 3 2
&
2\ )
For vi gar lgs pa det neste eksemplet, viser vi frem et triks som av og til
pes & A er nyttig. Siden funksjonen
A/ 0
- i\r \j (x: y) . T(”}”)
i ' \
\h \ N il er injektiv, har den en omvendt funksjon T~! som vi kan finne (i hvert fall
‘,oi(‘\ /j{\b i prinsippet!) ved a lgse ligningen ovenfor for = og y:
\ /\- w
A 5(\ . (u,v) = T (z,y)
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cn
=]
[ud ]

Jacobi-determinanten til denne funksjonen er

du  Hu

1% O(u,v 9z dy

et (T ) =555 | g g
3 5 3_?,“

Fra omvendt funksjonsteorem 5.6.2 vet vi at Jacobi-matrisen til T2
den inverse til Jacobi-matrisen til T. Det samme ma gjelde for Jacobi-
determinantene (siden det(A~!) = (det A)~! ifglge korollar 4.9.15), og der-

med har vi
dx Oz du  fu -1 2 7
Oz,y) | ou o | _ | 0z By ¥ (d(u, U))
Ou,v) |ow | | v & s .
(u,v) % cgg g - oz, y)

Formelen for skifte av variable kan derfor ogsa skrives:

[ sy doy = [[ stetuovewn) |55

I noen tilfeller er denne formen enklere & bruke enn den opprinnelige slik
det neste eksemplet illustrerer. <

=y
dudv

Eksempel 2: Vi skal regne ut mtegralet ij dzrdy der A er omradet i

forste kvadrant avgrenset av kurvene y = m, = ; og linjene y = §, y = 2z.
Figur 4 viser omrédet.

Y4 y =2z

Hi— 8w s

Il

HL:: < <
I

Figur 4: Omradet A

For treningens skyld skal vi regne ut integralet pa to mater; forst skal vi
bruke “standardmetoden”, og sa skal vi bruke metoden vi nettopp presen-
terte med & regne ut 3-(5% istedenfor Jg_y% I begge tilfeller skal vi bruke
det samme variabelskiftet, si la oss finne det forst. Omformer vi litt pa
ligningene som beskriver omradet A, far vi betingelsene

1<zy<3 og SESZ

b | =

A\
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Vi innfgrer derfor nye variable

U =Ty og V=

8|

og ser at betingelsene ovenfor na blir til 1 < u < 3, % < v < 2. Det nye
integrasjonsomradet vi skal integrere u og v over, er derfor rektanglet

D=[1‘3]x[%?2]

Metode 1: For 4 komme videre, lgser vi ligningene u = zy og v = £ for x og
y. Fra den andre ligningen far vi y = vz, og setter vi dette inn i den forste,
ser vi at u = z(vz) som gir z = /% (husk at vi er i forste kvadrant og
derfor bare er interessert i positive z-verdier). Setter vi dette inn i ligningen
y = vz, fr vi y = Juv. Vi har altsa

u
r=4/— og y=vw

v

Vi kan na regne ut Jacobi-determinanten

or oz L., .48
8(5‘3,:{;) du Ou 2y/uv 2303 1 1 1
O(u,v) %g y VO o v dv 2w
u  Ou 2u 2.0

Dermed er vi klare til 4 skrive opp det nye integralet:

2 // 2 fa= ] e

Resten er enkelt:

-

| r3 2;1 33 1
//Q—UQ-dudv /1{/lgdu]du—/l 5 gdw_

'

\

_/Sidv_ oG g LN
T w2 T | 4], 442
Metode 2: Nar vi bruker denne metoden, skal vi regne ut Jacobi-determinanten

%%‘;%, sé vi kan derivere med en gang uten a lgse for = og y forst:

du  Su
d(u,v) | 5= By _‘ y *”"|_v+v_2:u_,2v
o(z,y) | o | 1| z'z =z
@y | & 2 o W
L
Dette gir g%l% = 2. Observerer vi at 2= 1, kan vi na sette rett inn i

integralet:

1 1 1
il d d . — — [ Ko —
//:4 xdy = //D 55 dudv = //D 507 dudv
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Resten av regningen er som ovenfor.

Vi ser at i dette eksemplet gir metode 2 kortere og enklere utregninger
enn metode 1. Det er flere grunner til dette. For det fgrste er det lettere
& derivere u og v med hensyn pa z og y enn omvendt, og for det andre er
det enkelt & uttrykke integranden og Jacobi-determinanten a(:,;g ved hjelp
av u og v uten fgrst & matte finne x og y uttrykt ved u og v. Er ikke disse
betingelsene oppfylt, er det ofte vel sa raskt & lgse integralet ved hjelp av

metode 1. &

Du har kanskje lurt pa sammenhengen mellom integrasjon i polarkoor-
dinater, som vi behandlet i seksjon 6.3, og teorien ovenfor. Den er svert
tett — vi kan tenke pa integrasjon i polarkoordinater som resultatet av et
variabelskifte der vi innfgrer nye variable r og 6 slik at

x =rcosf og y=rsind
Dette gir oss Jacobi-determinanten

o(z,y)

a(r,0)

cosf —rsind
sin@ rcosf

i——-rcoszﬁ-i-rsingﬁzr

Den ckstra faktoren r i polarintegrasjon er altsd Jacobi-determinanten til
variabelskiftet. Formelen for skifte av variable i dobbeltintegraler blir na til
den vanlige formelen for integrasjon i polarkoordinater:

/_/A f(z,y) dedy = //D f(rcos@,rsinf)r drdd

der D er omradet A beskrevet i polarkoordinater.

Bemerkning: Ser du ngye etter, vil du se at vi egentlig bare har lov til
& bruke teorem 6.7.1 pa polarkoordinater dersom origo tkke er med i inte-
grasjonsomradet — betingelsen om at det T # 0 er nemlig ikke oppiylt i
origo. Det er imidlertid ingen problemer med & bruke polarkoordinater pa
omréader som inneholder 0. Vil man begrunne dette, kan man fgrst fjerne en
liten sirkelskive B(0,€) fra integrasjonsomradet og s& se pé grenseverdien
nar € gar mot 0.

Vi tar med et eksempel der det er naturlig & bruke polarkoordinater.

Eksempel 3: Vi skal finne volumet til en kule med radius a. Ligningen
for en kuleflate med radius a og sentrum i origo er

$2+y2+z2=a2

Lgser vi for z, far vi

el o A e T

1(re)

?’_ffﬁ' e
[ 48

T8 |
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Halve volumet ligger de{mnd under funksjonsgrafen f(z,y) = v/a? — z? — y?

og over sirkelen
Sﬁ:}:,y) eR?: 22 +4° < a?}

V=2//\/32—:r2—y2 dzdy .
s

Dermed er

Skifter vi til polarkoordinater, far vi

a 2
V=2/ /\/az—rzrdf? dr
o Lo

‘\.

(huskﬁacobi-determinanten er r). Dette gir

a
V:4w/\/a2 —r2rdr
0

For & lgse dette integralet innferer vi en ny variabel u = a2 — r2. Da er

du = —2rdr, og vi far
N 1 1 a2 (V1,2  ow2.(.)
az—r2rd?':—§ \/ﬁdu=—§u —l—\.c———g(a —r°)¥ Qe )

Dermed er

V =dr —E(a2—r2)3/2 azéﬁas
3 4 o

[}

&

Bruk av polarkoordinater er sa vanlig at du fritt kan bruke formelen g(f"; =
r uten 4 matte begrunne den. Veer forgvrig oppmerksom pa at det ofte i{an
veere lurt & bruke polarkoordinater med et annet sentrum enn origo. @nsker
du f.eks. & integrere over en sirkel med sentrum i (a, b), er det som regel lurt
& innfere polarkoordinater med dette punktet som sentrum. Det betyr at du
setter

z=a+rcosd og y=~b-+rsind

Ogsa i dette tilfellet blir Jacobi-determinanten % i

*Bevis for skifte av variabel i dobbeltintegraler

Vi skal nd bevise teorem 6.7.1. Beviset er langt og vanskelig, og vi skal
stykke det opp i flere etapper. Ferst ser vi pa hvordan affinavbildninger
transformerer arealer. (Dersom du synes det er noe kjent ved dette, skyldes
det nok at lemmaet nedenfor bare er en presisering av setning 1.10.3.)



6.7. SKIFTE AV VARIABLE I DOBBELTINTEGRAL 579

Lemma 6.7.2 Anta at D C R? er en begrenset, Jordan-mdlbar mengde med
areal |D|. Dersom F(x) = Bx + b er en affinavbildning fra R? til R? med
matrise B, sa er bildet

A=F(D)={F(x) |x € D}

Jordan-mdlbart med areal |A| = |det(B)||D|. Tallverdien til determinanten
er altsd forstorrelsesfaktoren til affinavbildningen.

Beuis: Fra seksjon 2.9 vet vi at formelen gjelder nar D er et rektangel (strengt
tatt viste vi den bare nar D er et kvadrat, men beviset for rektangler er
akkurat det samme). For & vise at den gjelder for en generell, begrenset,
Jordan-méalbar mengde D, m4a vi tilnzerme D ved hjelp av rektangler. Her
er detaljene:

Siden D er Jordan-malbar, er funksjonen 1 integrerbar, og vi kan for
enhver ¢ > 0 finne en partisjon IT av et rektangél R som innholder D slik at

[ 3
o Tl e s O e
o~ PL< graenm
og &
D|—N(II) < ——
1Dl = NI < 335 5]

der @(II) er den gvre trappesummen til funksjonen 1p, og N(II) er den
nedre trappesummen. Siden

am=" 3. " [y
rektanglene R,‘-j

slik at R‘jj ﬂD#@

0g
NI = Y IRyl

rektanglene Ry

slik at Ry; CD
vil det samlede bildet av de forste rektanglene (de som inngér i summen til
@(I1)) under F gi en overdekning av F(D) med samlet areal | det(B)|O(II) <
|det B||D| + §, mens det samlede bildet av rektanglene i den andre sum-
men, vil gi en mengde som ligger inni F(D) med areal |det(B)|N(II) >
|det B||D| — §. Bildet F(D) ligger dermed klemt mellom to mengder der
den storste har areal mindre enn |det B||D| + §, og den minste har areal
stgrre enn |det B||D| — §. Det folger at A = F(D) er Jordan-malbar med
areal |A| = |det B||D)|. O

Bemerkning: Er man virkelig kritisk, vil man si at vi har jukset litt i be-
viset ovenfor — vi har nemlig brukt to arealbegreper om hverandre uten &
sjekke at de faktisk er sammenfallende. Det ene arealbegrepet er det ufor-
melle som vi har med oss fra skolen, og som forteller oss hvordan vi kan
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regne ut arealet til trekanter og parallellogrammer og lignende, mens det
andre arealbegrepet er det vi har innfert 1 dette kapitlet, og som bygger pa
dobbeltintegraler. Det er ikke vanskelig a vise at de to begrepene stemmer
overens, men det tar litt tid, og vi overlater utfordringen til leserne!

For vi for alvor gar lgs pa beviset for teoremet, trenger vi noen tekniske
hjelpemidler. Den neste setningen er et generelt resultat om lukkede mengder
som ogsa er nyttig i mange andre sammenhenger.

Setning 6.7.3 Anta at B og C er to disjunkte (dvs. at BNC = (), lukkede
mengder i R™, og at minst én av dem er begrenset. Da finnes det en d > 0
slik at |b—c| > 8 for allebe B ogce C.

Bevis: La oss si at det er B som er begrenset. Dersom resultatet ikke hol-
der, kan vi for hver n € N finne et par av elementer b, € B og ¢, € C
slik at |b,, — ¢n| < +. Siden B er lukket og begrenset, har {b,} en delfolge
{by,} som konvergerer mot et punkt b € B. Siden |bp, — cp, | — 0, vil
ogsd ¢, — b. Siden C er lukket, ma da b € C, og det er umulig siden
BNnC=0. O

I argumentene nedenfor er det ofte lurt a4 male storrelsen til en vektor
pa en litt annen mate enn vanlig. Dersom x = (z1, z2) er en vektor i R?, lar
vi |[x| = max{|z1], |z2|}. Et kvadrat med sentrum i x og sider € er na gitt
ved <

K(x,) = {y € B |ly —x| < )

Siden vi maler vektorer pa en litt uvanlig mate, er det naturlig ogsa & male
storrelsen til matriser pa en annen mate enn vanlig. Dersom A er matrisen

( o 412 ) lar vi
apy az )’
|A| = max{|ai1| + |a12], |a21] + |a22[}

(OBS: Selv om vi bruker den samme notasjonen, er dette ikke den samme
matrise-normen som vi brukte i setning 1.6.3). Her er et enkelt lemma om
sammenhengen mellom disse normene:

Lemma 6.7.4 For alle x € R? og alle 2 x 2-matriser A har vi

|Ax] < [Allx|

a11T1 + @122
AR = !
az1T1 + Q222

||AX|| e ma_x{|a113:1 + alg.ﬁt‘gl, ia21x1 + a22$2|}

Bewvis: Siden

er
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Videre er

la1121+a1222| < |aa |21 [+|aiz|lz2] < (lani|+lar2]) max{|z1], |22} < [A]lx]

og

|ag121+a0xs| < lagi||z1|+laze|lza| < (Jag|+]aze]) max{|z1], [zo[} < |Allx],

og folgelig er [Ax| < |A]|x] O
Grunnen til at vi innferer de nye normene, er at de egner seg utmerket

til 4 beskrive hva som skjer med kvadrater nar de transformeres ved hjelp av

en funksjon. Figur 5 viser problemstillingen — vi er interessert i storrelsen

til det minste kvadratet K’ (med sider parallelle med aksene) vi kan putte
bildet av det opprinnelige kvadratet K inn i.

S Kr

//\R

K
-

Figur 5: Avbildning av kvadrater

Setning 6.7.5 La K C R? vere et kvadrat med areal |K| og sentrum c.
Anta at S : K — R? er en deriverbar avbildning slik at |S'(z,y)| < C for
alle punkter (x,y) 4 det indre av K. Da er S(K) inneholdt i et kvadrat med
sentrum i S(c) og areal C?|K)|

Bevis: La ¢ = (zg,90) og la (x,y) veere et annet punkt i K. Ved middel-
verdisetningen for funksjoner av flere variable (se setning 3.2.3) finnes det
et punkt d i det indre av K slik at

S1(z,y) — S1(z0,%0)| = |VS1(d) - (z — 20,y — ¥o)|

Hvis s er halvparten av sidekanten i det opprinnelige integralet, er |z —zo| <
s og |y — yo| < 5. Dermed er

[S1(2,y) ~ S1(z0. 30)| = O%%(d)\ : %%(d)

)356'3

Tilsvarende resonnement for Sa gir [Sa(x,y) —S2(z0, y0)| < Cs, og resultatet
folger. m|
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Vi er na ferdige med de forste forberedelsene. De neste to resultatene gir
oss viktig informasjon om malbarhet. Husk at tillukningen N til en mengde
N C R? bestar av N pluss randen til N — med andre ord N = N UON.

Setning 6.7.6 La U vare en dpen, begrenset mengde i R? og anta at N er
en mengde med innhold 0 slik at tillukningen til N er inneholdt i U. Dersom
S : U — R? er en funksjon med kontinuerlige partiellderiverte, s har S(N)
innhold null.

Beuwis: Siden U er dpen, er mengden
U={acR?|a¢ U}

(den kalles komplementet til U) lukket. Ifglge setning 6.7.3 finnes det dermed
en & > 0 slik at avstanden fra ethvert punkt i N til det nasermeste punktet i
U¢ er minst 4. La K vere tillukningen til mengden

{x € R? : det finnes a € N slik at |x — a| < §/2}

Da er K en lukket og begrenset delmengde av U, og ifelge ekstremalverdi-
setningen finnes et tall M slik at tallverdien til de partiellderiverte til S er
mindre enn ¥ pa mengden K. Dermed er |8'(x)] < M for alle x € K.
Gitt en € > 0, kan vi finne en overdekning av N med samlet areal mindre
enn 37z slik at alle rektanglene i overdekningen ligger inni K. Vikan anta at
alle rektanglene i denne overdekningen er kvadrater. (For & se dette velger du
forst en overdekning som bestar av rektangler, sa utvider du hvert rektangel
grlite slik at alle hjorner har rasjonale koordinater, men det samlede arealet
fortsatt er mindre enn 47, og s observerer du at alle rektangler med rasjo-
nale hjgrner kan deles opp i et endelig antall kvadrater — det siste har noe
med fellesnevnere a gjore. Ser vi pa bildene av alle kvadratene i overdeknin-
gen, forteller forrige setning oss at hvert av dem ligger inni et nytt kvadrat
med areal maksimalt M? ganger arealet til det opprinnelige kvadratet. De
nye kvadratene overdekker dermed S(NN) og har et samlet areal mindre enn
Mz_%;; = ¢. Folgelig har S(V) innhold 0, og setningen er bevist. O

Det neste resultatet viser at injektive funksjoner med ikke-null Jacobi-
determinant bevarer malbarhet.

Setning 6.7.7 La U vare en dpen, begrenset mengde i R?, og anta at D er
en Jordan-mdlbar mengde med tillukning inneholdt i U. Anta at S : U — R?
er en injektiv funksjon med kontinuerlige partiellderiverte slik at det S'(x) #
0 for alle x € U. Da er S(D) Jordan-mdlbar.

Beuvis: Ifglge teorem 6.6.3 er en mengde Jordan-malbar hvis og bare hvis
randen har innhold 0. Dette betyr at randen N til D har innhold 0, og
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ifplge forrige setning har dermed S(IV) innhold 0. Dersom vi kan vise at
0S(D) C S(N), s ma S(D) veere mélbar og teoremet falger (de to mengdene
dS(D) og S(N)er faktisk like, men det har vi ikke bruk for).

Anta y € 9S(D). Siden detS # 0 pa U, forteller omvendt funksjons-
teorem 5.6.2 oss at S har en kontinuerlig omvendt funksjon S~ : S(U) — U
som er definert i en omegn om y. Siden y € 9S(D), kan vi na finne to folger
fra S(U) som konvergerer mot x — den ene, {yn}, bestar av punkter som
ligger i S(D), den andre, {2,}, bestar av punkter som ikke er med i S(D).
Siden S~! er kontinuerlig, vil S~1(y,) og S~!(zn) begge konvergere mot
x = S71(y). Den forste av disse folgene bestar av punkter som er med i D,
den andre av punkter som ikke er med i D. Fglgelig er x € N = dD. Siden
y = S(x), er dermed y € S(NNV), og setningen er bevist. O

Vi kan né for alvor tenke pa & bevise teoremet. Hovedideen i beviset er
at hvis K er et lite kvadrat med sentrum a, sd vil bildet T(K) ha areal
tilnsermet lik |det TV(a)||K|. For & gjennomfgre beviset trenger vi a vite
hvor god tilnzermelsen er. Dette skal vi gjore pa folgende indirekte mate. Vi
bruker fgrst den inverse lineseravbildningen B = T'(a)™! til 4 avbilde T(K)
tilbake til utgangspunktet — dvs. vi ser pa mengden BT(K). Siden B og
T nesten er inverser til hverandre i det omradet vi ser pa, er BT(K) og K
sveert like, og vi skal bruke setning 6.7.6 til & vise at BT (K) kan passes inn i
et kvadrat K’ som bare har litt storre areal enn K. Dermed er T'(a)(K’) en
mengde som inncholder T(K ), og som har et areal som bare er grlite grann
stgrre enn | det T/(a)||K|. Det neste lemmaet oppsummerer de regnetekniske
delene av dette resonnementet:

Lemma 6.7.8 La U vere en dpen mengde i R? og anta at T : U — R?
er en injektiv funksjon med kontinuerlige partiellderiverte slik at det T %0
pd hele U. Dersom K er et lukket kvadrat inni U, og B : R2 — R? er en
inverterbar matrise, sa er

2
)] < et B (sup BT ) K]
ue K

Bevis: La S veere den sammensatte funksjonen S(u) = BT(u). Daer 8'(u) =
BT'(u) og
C = sup |S'(u)| = sup | BT'(u)|
uckK uek

eksisterer siden K er lukket og begrenset, og de partiellderiverte til T er
kontinuerlige. Ifglge setning 6.7.5 er S(K) inneholdt i et kvadrat med areal
mindre enn C?|K| og ma derfor selv ha areal mindre enn C?|K| (vi vet fra
forrige setning at S(K) er Jordan-malbar og dermed har et areal). Siden
T(K) = B~}(S(K)), felger det fra lemma 6.7.2 at

IT(K)| = |det B™[|S(K)| < | det B|~'C*|K]|
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og dermed er lemmaect bevist. O

Vi trenger ogsa et lemma som viser at vi kan fa konstanten

C = sup |[BT'(u)]
ue i

ovenfor s neer 1 vi matte gnske dersom K er et tilstrekkelig lite kvadrat,
og B er T/(a)~! der a er sentrum i K:

Lemma 6.7.9 La U vere en dpen mengde i R? og anta at T : U — R? er
en injektiv funksjon med kontinuerlige partiellderiverte slik at det T # 0 pa
hele U. Anta at R er en lukket, begrenset delmengde av U. For enhver € > 0
finnes det da en 6 > 0 sk at

[T'(v) ' T'()] -1 <e

og
| | det T/ (v)| " | det T/ (u)| — 1| < €
for alle u,v € R slik at ju—v| < 4.
Bevis: Siden T’ er kontinuerlig pa R, er (T')"! det ogsa, og det folger at

funksjonene
f(u,v) = |T'(v)7'T'(u)]

og

g(u,v) = | det T'(v)] )| det T ()|
er kontinuerlige funksjoner pa mengden
Rx R={(u,v) € R*|u,v € R}

Siden R x R er lukket og begrenset, er f og g uniformt kontinuerlige ifglge
setning 6.1.4 (alias 5.3.2). Gitt € > 0, finnes det derfor en ¢ > 0 slik at

[f(u,v) — f(u', V)| <e og |g(u,v)—g(u,v)|<e

nar |(u,v) — (0, v')| < é. Velger vi u’ = v' = u, folger lemmact. O
Vi har na kommet til selve kjernen i argumentet vart:

Lemma 6.7.10 La U veere en dpen, begrenset mengde i R? og anta at T :
U — R? er en injektiv funksjon med kontinuerlige partiellderiverte slik at
det T' # 0 pd hele U. Hvis D C U er en lukket, Jordan-mdlbar mengde, sa
er

'T(D)| < /fD et T s, ] il

(de to uttrykkene er faktisk like, men vi ngyer oss med ulikheten forelgpig).
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Bevis: Velg et kvadrat R som inneholder tillukningen til D. For ethvert tall
n, lar vi II(® vaere den partisjonen av R som vi far ved & dele sidene til
R inn i 2" like store deler. Velg Ny sa stor at de delkvadratene R;; i [1(No)
som overlapper med D, ligger inni U (dette er mulig ifglge setning 6.7.3).
La K, veere unionen av alle (de lukkede) delkvadratene i II" som overlapper
med D. Da er K, en lukket, begrenset mengde, og dersom n > Ny, si ligger
K, inni Ky,. Observer at siden D er Jordan-malbar, er lim, .o | K| = |D|
(tenk gjennom dette — det er ikke helt opplagt!).

Gitt en € > 0, velger vi n sa stor at |K,| < |D|+ €. Ved eventuelt & velge
n enda storre, kan vi ifglge forrige lemma anta at hvis u og v ligger 1 samme
delkvadrat i K,,, sa er

NT'@) ' Tl - 1] <e

og
| |det T'(v)| ™| det T'(u)| — l<e

Anta at Sy, Sa, ..., Sm er delkvadratene som utgjer K, og la a; veere sentrum
i S;. Bruker vi lemma 6.7.8 med B = T(a;)}, far vi

IT(S:)| < |det T'(a:)|(1 + €)*|Si|

Summerer vi opp, har vi

T(D) < SOIT(S)] < (1+ €23 det T (a)]|Si
=1

i=1
Fra lemma 6.7.9 ser vi ogsa at for alle u € S, er
| det T'(u)| > (1 — €)| det T'(a)|

Dermed er
1
| det T'(a;)]]S:| = /f | det T'(a;)| dudv < - // | det T/ (u,v)| dudv
S, Y. Si

og kombinerer vi dette med resultatet ovenfor, far vi

62
IT(D)| < (11+_ e) fj; | det T/ (u, v)| dudv

(husk at K, = S1US2U...USp). Dersom C er supremum til | det T (u,v)|
pa K, (dette er en kontinuerlig funksjon over en lukket, begrenset mengde,
sa et supremum finnes), er

/f | det T'(u, v)| dudv < // | det T’ (u,v)| dudv + Ce
)Tl D
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(husk at vi har valgt n sa stor at |Ky,| < |D| + €). Totalt har vi dermed

(1+e)? Ce(1 + €)?
I —e 1

IT(D)| < /Dldet B

Siden € > 0 er vilkarlig, kan vi fa uttrykket pa heyre side av ulikheten s
ner [ [, |det T'(u,v)| dudv vi métte gnske ved & velge € liten nok. Det betyr
at
D)| < / | det T/ (u, v)| dudv
D

og beviset er fullfert. O

Vi er na gjennom det verste, og resten av beviset for teoremet bestar
bare i & f& bitene pa plass. Forst utvider vi lemmaet ovenfor fra mengder til
positive funksjoner.

Lemma 6.7.11 La U vere en dpen, begrenset mengde i R? og anta at T :
U — R? er en injektiv funksjon med kontinuerlige partiellderiverte slik at
det T/ # 0 pd hele U. Hvis D C U er en lukket, Jordan-malbar mengde, og
f:T(D) — R er en ikke-negativ, kontinuerlig funksjon, sd er

/:[I‘(D) f(z,y) dedy < /]D f(T(u,v))| det T'(u, v)| dudv

Bewis: Fra teorem 6.6.3, teorem 6.6.6 og setning 6.7.6 vet vi at de to funk-
sjonene er integrerbare over henholdsvis T(D) og D. La II vaere en partisjon
av et rektangel som inneholder T(D), og la

)= myl|Ryl
ij

vaere den nedre trappesummen til fp(p). Legg merke til at det bare er de
kvadratene som ligger inni D som bidrar til summen. Lar vi

Ss=T Ry,

vet vi fra forrige lemma at |R;;| < ffg | det T/ (u, v)| dudv. Dermed er

Z M // | det T’ (u, v)| dudv <

Ri;CD

//Ubu (u,v))| det T (u, v)| dudv < // f(T(u,v))|det T' (u,v)| dudv

Siden vi kan f& N(II) sd neer ffT(D) f(z,y) dedy vi matte gnske, sa er

// f(a:,y)dmdysf (T (w, v))| det T (u, v)| dudv
T(D) D
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og lemmaet er bevist. o

Forelgpig har vi bare bevist teoremet vért for positive funksjoner og med
ulikhet istedenfor likhet. Det kan se ut som vi fortsatt har en lang vei & gé,
men det viser seg at vi bare er et triks fra malet. La oss skrive opp teoremet
pa nytt for vi beviser det:

Teorem 6.7.12 (Skifte av variable i dobbeltintegral) La U vere en
apen, begrenset mengde iR? og anta at T : U — R? er en injektiv funksjon
med kontinuerlige partiellderiverte slik at det T' # 0 pd hele U. Huis D C U
er en lukket, Jordan-mdlbar mengde, og f : T(D) — R er en kontinuerlig
funksjon, sa er

/ / - / F(T(u, v))| det T (u, v)| dudv
T(D) D

Bevis: Anta forst at f er ikke-negativ. Fra lemmaet ovenfor vet vi at

//;‘{D) f(z,y) dzdy < /L f(T(u,v))|det T'(u, v)| dudv

For & fa den omvendte ulikheten bruker vi trikset vart. La E = T(D),
g(u,v) = f(T(u,v))|det T'(u,v)| og § = T-1. Da er forutsetningene i lem-
maet ovenfor oppfylt nar vi erstatter D, f og T med henholdsvis E, g og S
(sjekk dette!). Folgelig er

/ /;(E) giy) Gty < / /E,Q(S(x«r))l det S'(z, )| dudy

Setter vi inn de opprinnelige uttrykkene og bruker at
det T'(S(z,y)) det S'(z,y) = 1

(husk omvendt funksjonsteorem) og S(E) = D, omdannes ulikheten ovenfor

til
// f(T(u,v))| det T'(u,v)| dudv < f/ f(z,y) dedy
D T(D)

som er den omvendte ulikheten av den vi har fra fgr. Dermed er teoremet
bevist for ikke-negative funksjoner. For & utvide til generelle funksjoner oh-
serverer vi forst at dersom f er en funksjon som oppfyller betingelsene i
teoremet, si er f begrenset. Velger vi en tilstrekkelig stor, positiv konstant
C er da f(z,y) + C en ikke-negativ funksjon, og dermed er

// ( f(T(u,v)) + C‘)]detT’ u,v)| dudv = // ( z,y) + C) dxdy
T(D)
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Etter det vi allerede har vist (C er en positiv funksjon!), er

// C|det T (u,v)| dudv = / C dzdy
JD T(D)

og trekker vi dette fra ligningen ovenfor, far vi

//P(D) flz,y) dzdy = //D f(T(u,v))|det T'(u, v)| dudv

og teoremet er omsider bevist! O

Oppgaver til seksjon 6.7
1. Los dobbeltintegralene ved & bruke den angitte substitusjonen.

a) [[,2? dzdy der A er omradet avgrenset av linjene y =z, y =z +1,y = —a,
y=-z+2. Settu=y—x, v=y+=z

b) [[,x dzdy der A er parallellogrammet med hjorner (0,0), (3,0), (1,1), (4,1).
Settu=z -y, v=uy.

¢) [[,zy dzdy der A er omradet begrenset av linjeney = 5,y =3 +2,y =2z
ogy=2c—-2 Settu=y— %, v=y—2z.

2. Bruk MATLAB til 4 regne ut integralene i oppgave 1 uten a skifte variabel.
3. Los dobbcltintegralé\tl_._}red & bruke den angitte substitusjonen:

a) [[zydxdy der R er omradet avgrenset av linjene x + 2y = —1,
R

z+2y=3,z=y+ 1, z =y + 4. Bruk substitusjonen
u=zx+2y,v=c—yY

b) [[(z? —y?)e*¥daxdy der R er kvadratet med hjerner (0,0),
R
(—1,1),(1,1),(0,2). Sett u=z+y, v=o—y.
¢) [f(y*—yzx)dzdy der R er omradet avgrensct av linjene y =z,
R

y=2zogkurveney =2, y=1 Sett u=yzr,v=~¥
4. Bruk MATLAB til & regne ut integralene i oppgave 3 uten & skifte variabel.

5. Regn ut dobbeltintegralene.

a) [[, % drdy der A er omridet avgrenset av linjene y = x, y = x + 5,
y=—-x+20gy=—-zx+4

b) [[, 2y dzdy der A er omradet avgrenset av linjene y = z, y = 2z og kurvene

y:%—fvy=5‘

()

¢) [[,y dxdy der A er omradet avgrenset av linjene y = %, y = 2z og kurvene

i Wi 2
Y=zm ="
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d) [[,(3z—2y) dzdy der A er parallellogrammet utspent av vektorene (2,1) og
(1.3).

e) [[,z dxdy der A er omridet avgrenset av parablene y = 22, y =2 +4,

y=(z-1)2% y=(x—-1)*+4.
6. Bruk MATLAB til & regne ut integralene i oppgave 5 uten & skifte variabel.

7. La A veere parallellogrammet utspent av to vektorer ( g’ ) og ( ; ) som ikke

er parallelle, og la M vaere matrisen M = ( 3 ;

a) Vis at avbildningen ( i ) — T( z ) =M ( ’;' ) avbilder enhetskvadra-
tet K utspent av e; og ez pa A.

b) Vis at for alle kontinuerlige funksjoner f er

. 1 1
// f(z,y) dedy = det Mf / flau + cv, bu + dv) dudv
A o Jo

c) Regn ut [[, e2*~% dzdy der A er parallellogrammet utspent av ( __f ) og

1
3 )
8. I denne oppgaven skal vi arbeide med koordinatskiftet z = ucosv og y = 2usinv.

a) Beskriv linjen y = 2z i koordinatene u og v. La R veere omradet i forste
kvadrant av zy-planet som er begrenset av z-aksen, linjen y = 2z og ellipsen
. 2 )
z? + L = 1. Finn arealet av R.

;s 2 3 :
b) Finn arealet av flaten z = z° + %, (z,y) € R (der R er omradet beskrevet i
punkt a}).

9. R er omradet i planet avgrenset av linjeney =z, y =2z, y = —v-+1,y = —z+3.
Lag en skisse av R og regn ut dobbeltintegralet ffR dzdy.

10. I denne oppgaven skal vi se neermere pa en pastand fremsatt i beviset for setning
6.7.6. Anta at IT er en partisjon av rektanglet R = [a, b] x [c, d]:

=T <L < ... <Tp-) < Tn=0b

c=yp <N <...<Ym-1<Ymn=4d

der alle 2’ene og y'ene er rasjonale tall. Vis at det finnes en partisjon I1 som inne-
holder alle delepunktene x; og y; i II, men der alle delrektanglene R,J er kvadrater
av samme storrelse. (Hint: Del opp [a, b] og 1(, d] i delintervaller med lengde 3; der
N er fellesnevneren til alle brgkene g, T1, ..., Tn, Yos Y1 - - -+ Y-



— ke Ju"‘(

v e - A
~ g prle
. :'x \'\"‘" ' J‘L N ._‘ ) ) n ) . .
W, T A Wh o L — Aot t ) vilegy !Y‘" v
Q™ & : '
W (;. \
590 KAPITTEL 6. INTEGRASJON
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6.8 (yegentl@ integraler i planet

Hittil har vi alltid integrert over begrensede omrader i planet, men i mange
anvendelser er det viktig & kunne integrere over ubegrensede omrader, og vi
skal na se hvordan dette kan gjgres. Vi skal forst definere slike integraler for
ikke-negative funksjoner, og sa utvide til mer generelle funksjoner senere.
Litt notasjon for vi begynner: I denne seksjonen er

\ v (" : an{(ﬁ'?:y) eR{Dxl]ty| Srn} - {*H,!\-S X (.'4,1;5'1’\
det lukkede kvadratet med sentrum i origo og sidekant 2n.
= (Q " ) Definisjon 6.8.1 La A vere en delmengde av R? slik at ANK,, er Jordan-

mdlbar for alle n € N. Hvis f : A — R er en tkke-negativ, kontinuerlig
N funksjon, definerer vi
Wz

cY.COu J[ e deay = 3m [ 5o.0) deay

dersom denne grenseverdien eksisterer. I sd fall sier vi at det uegentlige in-
tegralet [[, f(z,y) dzdy konverger(@ motsatt fall sier vi at det divergerer.

o

La o0ss se pa et eksempel:
Eksempel 1: Vi skal integrere f(z,y) = 1—%5 over omradet
A=Rx[0,2] = {(z,y) eR*|0<y <2}

A er altsa en uendelig lang stripe med bredde 2. Legg merke til at nar n > 2,
sa er AN K, = [-n,n] x [0,2], og vi far

/L.f(:c,y) dedy = nli_‘ngol/_f; U: flx,y) dy] du

Setter vi inn funksjonsuttrykket og regner litt, ser vi at

n 2 2 n ;‘f. e n
Y 3 8 1
/_,,. [/0 1+ z? y] % ./;n |}+:@:4 i 3/_n1+$2 %
y=0

n 8 o
= §[a,rt::tam :z:] = —(arctann — arctan(—n)) — o wer ) P
3 o 3 3

der vi i siste overgang bruker at lim, .o arctann = 7 og lim, .« arctan(—n) =
—%. Dermed har vi vist at

2
Y 8w
dxdy = — &
//Rx[o,z} Lt P8
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I definisjonen ovenfor brukte vi kvadratene K, til & definere dobbeltin-
tegraler over uendelige omrader. Ofte er det mer behagelig & bruke omrader
av en annen type, for eksempel sirklene B(0,n)

o’

Setning 6.8.2 Anta at A er en delmengde av R? slik at AN B(0,n) er
Jordan-mdlbar for alle n. Hvis f : A — R er en kontinuerlig, ikke-negativ
funksjon, sa er

/ f(z,y) dedy = lim // flz,y) dzdy
A n—=00 J JANB(0,n)

(hvis integralet til venstre divergerer, er grenseverdien til hoyre lik oo )

Beuvis: Siden rette linjer og sirkelbuer har innhold null, vil mengdene AN K,
vaere Jordan-maélbare hvis og bare hvis mengdene AN B(0,n) er det, si det
er ingen problemer med mélbarheten. Siden

Kn/\/g C B(0,n) C K,

(lag en tegning!) og f er ikke-negativ, har vi

//An;cnmf(x’y) dedy < /;/:1“13(0,11) f(z,y) dzdy < /j,;m(n f(z,y) dedy

Dersom integralet konvergerer, gir bade det venstre og det hoyre uttrykket
mot [[, f(z,y) dzdy, og dermed ma uttrykket i midten ogsa gjgre det. Der-
som integralet divergerer, gar uttrykkene til venstre og hgyre mot oo, og da
méa uttrykket i midten ogsa gjore det. O

Det neste eksemplet viser en overraskende bruk av dobbeltintegraler.
2

Husk at vi hittil ikke er veert istand til & regne ut integralet [* e~Z dr
(som via normalfordelingen spiller en sentral rolle i sannsynlighetsregning og

2
statistikk) fordi funksjonen ¢~*F har en antiderivert som ikke kan uttrykkes
ved hjelp av de funksjonene vi kjenner.

22,2
2

Eksempel 2: Vi skal regne ut dobbeltintegralet [[p.e”

forskjellige méater. Lar vi
n o
< :/ e 2 dzx,
—TL
ser vi forst at

. n 7 2in
// e_'_zL drxdy = ] [/ E__;E" d.."".,] dy =
n —n LJ—n

dxdy pa to
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n 2 mn ;::2 n 7 i
=[ e-%[/ e_Tdm}dy=In/ e dy =1

Lar vi n ga mot uendelig, ser vi at

o0 22 22492
/ e” 2z dz = // e dxdy
—00 w2

(forutsatt at integralene konvergerer, men det skal vi vise om et gyeblikk).
La oss né se hva som skjer nar vi bruker sirklene B(0,n) til & regne ut
dobbeltintegralet. Da er det naturlig & bytte til polarkoordinater, og vi far

3:2 2 n 2 ?F\ T ?_2
// o dzdy = f [/ e_(g"r dﬁ} dr = 2wf re Z dr
B(0,n) o LJo 0

Na har det skjedd et lite under — det nye integralet er lett a regne ut ved
substitusjonen u = %&-. Vi far

YL2
1:2 !2 i '1"'2 = ?7.2
f/ T d:rdy:?*n'/ re 2 dr=2ﬂ/2 e tdu=2n(l—-e"7)
B(0,n) 0 0

Dette uttrykket gar mot 27 nar n gir mot uendelig, og fplgelig er

Ha2
f/ e~ drdy = 27
RQ

Kombinerer vi dette med utregningene ovenfor, ser vi at

o0 12
/ e 2 dr =27

—00

som ogsa kan skrives

1 Ol d
——— e_T o 1
\ 2T /—oo
Dette forklarer hvorfor v/2m dukker opp i normalfordelingen. &

Hittil har vi bare sett pd uegentlige integraler av ikke-negative funk-
sjoner. For & utvide til generelle funksjoner, observerer vi forst at enhver
funksjon f kan skrives som en differanse mellom to positive funksjoner; vi
har

f(x) = f+(2) = f-(=)

der
f(z) hvis f(z) >0
fe(z) =
0 ellers
—f(z) hvis f(z) <0
f-(x) =

0 ellers
Legg ogsd merke til at |f(z)| = f+(x) + f-(z).
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Definisjon 6.8.3 La A vere en delmengde av R? slik at AN K, er Jordan-
mdlbar for alle n € N, og anta at f : A — R er en begrenset, kontinuerlig
funksjon. Vi sier at integralet [[, f(z,y) dxdy konvergerer dersom begge
integralene [[, f+(z,y) dzdy og [[4 f-(z,y) dxdy konvergerer, og i sd fall
definerer vi

//Af(‘”’y) dxdy:f[ﬁf+(w=y) drdy—/Af_(x,y) dady

Bemerkning: Definisjonen ovenfor kan se litt tungvinn ut — hvorfor sier
vi ikke bare at integralet [[, f(z,y) dzdy konvergerer dersom grenseverdien
limp oo [[4ng, /(®:y) dzdy eksisterer slik vi gjorde for ikke-negative funk-
sjoner? Grunnen er rett og slett at vi da risikerer & fa integraler med ganske
rare egenskaper som er vanskelig & holde styr pa. Bruker vi definisjonen
ovenfor, gjelder de vanlige regnereglene for integraler fortsatt.

Legg forgvrig merke til at siden |f(z)| = fi(z) + f-(z) sd kan de to
kravene om at bade [[, fi(z,y) dzdy og [[, f-(z,y) dzdy skal konvergere,
reduseres til ett krav, nemlig at [[, |f(z,y)| dedy konvergerer. Legg ogsé
merke til at hvis vi vet at integralet [[, f(z,y) dzdy konvergerer, sé kan vi
regne det ut ved

//fztdldy—hm// flz,y) dedy
ANKn

I s fall har vi nemlig

~/fmwmm=/]ﬁmmmw—f f-(z,y) dady =

A A A

= lim // +(z,y) dzdy — lim // z,y) dedy =
n=ee JJANK, n=ee JJANKR

=gﬂjﬁwfhmw—ﬁwmnmw=gg[memwm@

Fra tcorien for funksjoner av én variabel vet vi at det ogsd finnes en
annen type uegentlige integraler — de hvor integranden gar mot uendelig.
Tilsvarende tilfeller finnes ogsa for dobbeltintegraler, men vi skal ikke grave
oss ned i denne teorien, men ngye oss med & se pa et eksempel.

Eksempel 3: Vi har lyst til & integrere funksjonen f(z, y) = {Tfﬁw p>0,
over sirkelen A = B(0,1). Siden f ikke er definert i origo, og f(z,y) neermer
seg uendelig nar (z,y) — 0, er det ikke opplagt hvordan vi skal gjgre dette.
En naturlig idé er & fjerne en liten sirkel rundt origo og forst integrere over
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omradet A, = {x € R? : € < |x| < 1}. Bytter vi til polarkoordinater, far vi
da (anta ferst at p # 1):

1 dd—l 2ﬁ1d9d-2 11d—
e A T Ca

(13 1 1 T 2-2p
_l—p[?‘z?’_z]c_lﬂ-p(l e h)

Lar vi e ga mot 0, ser vi at det siste uttrykket gar(mor yendelig hvis p > 1
og mot 1%;; hvis p < 1. I dette siste tilfellet er det rimelig & sette

1 g
—_— dzdy = —,
//A(:r“ryz)” L

mens vi i det forste sier at integralet divergerer. Gar vi tilbake til det utelatte
tilfellet p = 1, far vi

. 1 11 1
_— — - =92 ]_ ™ = — = —3
//( @i dxdy 2?1'[e - dr 71‘[ n?]e 27 lne — oo

som viser at integralet divergerer ogsa i dette tilfellet. &

Oppgaver til seksjon 6.8

1. Regn ut [f, e—a’ v’ dxdy der A er omradet i forste yi'adrant mellom x-aksen
og linjen y = z.

2 Avg‘*}r om integralet [[5. m;_'_—yz dxdy konvergerer eller divergerer.

3. Avg!@r om} egralet J[4 = dzdy konvergerer nar A er omradet i fjerde kvadrant
mellom y-akserﬁT;unksjonsgrafen y=Inz

4. A\rgi@r om integralet [, xy dzdy konvergerer nar A er omréadet i forste kvadrant
under funksjonsgrafen y = 1

T

5. Regn ut integralet [/, 1= dzdy der A er omradet i forste kvadrant som ligger
over funksjonsgrafen y = z2.

6. La A = {(x,y) € R} | 2> + y® > 1}. Avgjer for hvilke verdier av p integralet
IS4 W dxdy konvé%;erer, og regne ut verdien i disse tilfellene.

6.9 Trippelintegraler

Viskal na se hvordan vi kan integrere funksjoner av tre variable over omrader
i rommet. Teoretisk er ikke dette sa veldig forskjellig fra & integrere funk-
sjoner av to variable over omrader i planet, men i praksis blir det ofte litt



6.9. TRIPPELINTEGRALER 595

mer komplisert fordi geometrien er mindre oversiktlig. Vi skal derfor legge
hovedvekten pa praktisk utregning av integraler og hoppe over utledninger
som er nesten identiske med de to-dimensjonale.

La oss forst se hvordan vi kan integrere en funksjon f(z,y,z) over en
rektanguleer boks

R = [a1,a2] x [b1,b2] X [c1,¢2) =

:{(n:,y,z)eR3|a1 <z<aynb <y<h,a<Lz<Lel

Vi begynner med & lage en partisjon IT av R. En slik partisjon bestar rett
og slett av en partisjon av hvert av intervallene (a1, ag], [b1,b2], [e1, c2]:

A=< <r<...Tu_1 <Ip=A0ag
bi=yo<y1 <¥2 <. Yn-1<Ym=be
cp=z<21 << . . .a<yyg=0C
Partisjonen II deler R opp i mange mindre “delbokser”. Vi lar
Rijk = [®i-1,%:) X [Yj-1,95] ¥ [2k—1, 2]
veere den ijk-te delboksen, og lar
mijk = inf{f(z,y,2) | (z,y,2) € Riji}

Mijk T sup{f[:-':,? :Z) | (.’IJ,? ,Z) € R’i.?k}

veere henholdsvis infimum og supremum til funksjonen f over denne delbok-
sen. P4 vanlig méte definerer vi nd den nedre og den gvre trappesummen til
f med hensyn pa partisjonen IIL:

Tt T

l
N(II) = Z Z Z mijr| Rijkl

i=1 j=1 k=1
0g
n m I
D) =33 " M| Rijal
i=1 j=1 k=1
der

|Rijil = (xi — zi—1)(¥5 — ¥j—1)(2k — 2k-1)

er volumet til delboksen R;jg.
Nedre- og evreintegralet til f kan vi ogsé definere pa vanlig mate. Ned-
reintegralet er gitt ved

/// f(z,y, 2) dzdydz = sup{N(II) | II er en partisjon av R}
LI R

N\
[}

B = ( Il‘.;\h[(ltlp\“(éﬁ
(4~ ¢ \
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og evreintegralet ved

//f f(z,y,2) dedydz = inf{@(II) | II er en partisjon av R}
R

Dermed har vi kommet frem til definisjonen av trippelintegraler:

Definisjon 6.9.1 En begrenset funksjon f : R — R er integrerbar over R

o -_[_/iﬁf(x, y, 2) dedydz = Wﬁf(m ,2) dedydz

I sd fall definerer vi (trippel)integralet av f over R til d vere

///R flz,y, 2) dedydz = fﬂ_Rf(x,y,z) dzdydz = Wﬁf(:r,y,z} dzdydz

Som i det to-dimensjonale tilfellet har vi na to grunnleggende spgrsmal
— hvilke funksjoner er integrerbare, og hvordan regner vi ut integraler? Vi
begynner med det forste spgrsmalet.

Setning 6.9.2 Anta at R = [a1, a2 X [b1,b2] X [c1, 2] er en rektanguler boks
iR? og at f : R — R er en kontinuerlig funksjon. Da er f integrerbar over
R.

Bevis: Akkurat som beviset for teorem 6.1.5. O

La oss na se pa det neste spgrsmalet — hvordan vi regner ut trippel-
integraler. Akkurat som for dobbeltintegraler kan vi gjgre dette ved iterert
integrasjon, det vil si ved a regne ut flere enkeltintegraler etter hverandre.

Setning 6.9.3 Anta at R = [a1, a2] % [b1, bp] x [e1, ¢2] er en rektanguler boks
iR3 og at f : R — R er kontinuerlig. Da er

///Rf(a:,y,z) dxdydm/fA [fc::zf(:.r:,?,z) dz] dzdy =
LI el

der A = [a1,as] x [by,ba] er projeksjonen av R ned i xy-planet.

Setningen ovenfor gjelder ogsa for ikke-kontinuerlige, integrerbare funk-
sjoner dersom vi er litt forsiktigere med hvordan vi formulerer oss (sammen-
lign med setning 6.1.7). Rekkefolgen av de itererte integralene spiller ingen
rolle, sa vi kan ogsa regne ut trippelintegraler slik

[ ss) duuz= [ [ 0000 @] ]
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eller slik

[ o2 dadiz - /: [ 1@ o) ae]

(i alt er det scks muligheter og vi skriver ikke opp alle). Veer oppmerksom
pa at selv om resultatet blir det samme, kan det veere mye lettere & regne
ut trippelintegralet i én rekkefglge enn en annen.

La oss se pa et eksempel:

Eksempel 1: Vi skal regne ut [[[,(z + ye**) dzdydz, der R = [0,1] x
[1,3] %[0, 2]. Legg merke til hvordan vi integrerer med hensyn pa den aktuelle
variabelen som om alle andre variable var konstanter.

/.//n(m + o) dodydz = /02 {/13 [/01(56 + ye*?) da:] dy] dz =
[ o] LU G o] -

Ty | ¥ 2z e 2 2z 2z ] 4
:f {—+{—e ] dz=/(1+4e )dz=[z+2e ] = 2e &

o L2 2 ymid 0 0
Trippelintegraler i MATLAB: Trippelintegraler i MATLAB utfgres pa
samme mate som dobbeltintegraler, bortsett fra at vi ma bruke kommandoen
triplequad istedenfaf do ad) Vil vi for eksempel ha MATLAB til &
regne ut integralet i eksemplet ifor, skriver vi

>> triplequad(@(x,y,z) (x+y.*exp(2*z)),0,1,1,3,0,2)

Veer oppmerksom pa at MATLAB kan bruke lang tid pa & regne ut trippel-
integraler. Dersom én av integrasjonene cr enkel, kan det derfor veere greit
4 utfere den for hiand fer du kobler inn MATLAB.

Trippelintegraler over mer generelle omrader

Ofte gnsker vi & regne ut trippelintegraler over omrader som ikke er rektan-
gulaere bokser. Vi bruker da det samme trikset som for dobbeltintegraler;
vi putter omradet inni en tilstrekkelig stor rektangulaer boks og “nuller ut”
funksjonen utenfor det omradet vi er interessert i:

Definisjon 6.9.4 Anta at S er et begrenset omrdde i R3, og la R vere
en rektanguler boks som inneholder S i sitt indre. Hvis f : S — R er en
begrenset funksjon, sier vi at f er integrerbar over S dersom funksjonen

f(z,y,2) hvis (z,y,2) €S

fS("I:s Y, z) 3
0 ellers

=

cuo‘ s_‘*-tu -';\c\
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er integrerbar over R. I sa fall setter n

// g fz,y, 2) dedydz = // Rfs(o:,y,z) dzdydz

Integrerbarhet over begrensede omrader er mer komplisert enn integrer-
barhet over rekfangler siden vi ogsa ma ta hensyn til hvordan omradet ser
ut. Den neste setningen er nyttig i mange situasjoner.

Setning 6.9.5 Anta at A er en lukket, begrenset, Jordan-malbar mengde
i zy-planet, og at g,h : A — R er to kontinuerlige funksjoner shk at
g(z,y) < h(z,y) for alle (z,y) € A. La S vere omradet mellom de to
funksjonsgrafene, dvs.

S ={(z,y,2) eR?| (z,y) € A og g(z,y) < z < h(z,y)}

Da er enhver kontinuerlig funksjon f : S — R integrerbar over S, og

h(z,y)
///f;t:yw dxdydz—// {/ :ry_.z)dz] dxdy
9(z.y)

Legg merke til at nar vi bruker resultatet ovenfor, regner vi forst ut et
enkeltintegral fh(x’yJ f(z,y,2) dz og deretter et dobbeltintegral. Nar vi reg-
ner ut dobbeltlntegr&let har vi selvfglgelig lov til & bruke alle de triksene vi
kjenner — vi kan regne det ut som et iterert integral, men vi kan ogsa bytte
variable hvis det er lonnsomt. Her er et eksempel.

Eksempel 2: Beregn integralet

/_ f x dzdy dz

Z)

deré er omradet som ligger over zy-planet, men under flaten z = 4— 2 —y>.
igur 1 viser omradet S. Projcksjonen A av S ned i xy-planet

Figur 1: Paraboloiden z = 4 — 22 — y?
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er sirkelen om origo ‘mpc( radius 2. I dette tilfellet er den nedre avgrensningen
av omradet konstanten‘-iog den gvre funksjonen z = h(z,y) = 4 — 22 — 3%
Vi far dermed (legg merke til at vi i den forste integrasjonen far xz og ikke

22y integrerer med hensyn pa z og ikke z!)

2
4-al—y?
f;///a:dwdydz=// / rdz| dzdy
L
j/ [Iv} dxdy = // (4z — 23 —ly°z) dazdy X
2=0

By = x (F vt
Siden A er en sirkel, lgnner det seg & skifte til polarkoordinater. Vi far

al k) =
\ :}\

—

2 2
I :/ /(4rc059— 3 cos® 8 — 13 cos @ sin? 0)r dr | df ~ ~
0 -'*Y‘J“*‘,‘E?(rzgwuslﬁ'—rflé-'\v\c\ = =¥ (o3 U

2 2

=/ /47 cosf — r* cos® § — v cos Osin? B)dr | dO
9 L]r (,g;@-r U~S‘e

-

/(5—32 039— —2(' ;9—3—0200&:-9311‘1 9)059

0 37’3. ©

r3® — =&
Det forste og det siste av dlsse mtcgralene er greie, vi har

0
2

732 32 . 1%"
/ —cosfdf = |—sinfd| =0

‘-5 (5 U
0

0g
739 32 ., 1%
/ = cosfsin®0df = [—m sin® 9} =0
5 15 ”
0
Det midterste integralet skriver vi om \
T3 732
/gcosst?dﬁ-_—/~5—(1—51112€)c059d9 ‘
0 ] )
39 2w
= Ea;1x19—§—e,1n 0 = 0.
5 15 "

Altsaer I=0-0-0=0.
Nar svaret blir sa enkelt som dette, er det grunn til a stoppe opp og
tenke seg om. Kunne vi ha kommet frem pa en enklere mate? I dette tilfellet
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er svaret ja — pa grunn av symmetrien til integrasjonsomréadet er det klart
at bidraget fra positive og negative z-verdier vil oppveie hverandre. Det kan
veere lurt & se seg om ctter slike symmetrier for man begynner — ofte kan de
forenkle regnearbeidet betraktlig. O

Vi tar med et eksempel til.

Eksempel 3: Vi skal integrere funksjonen f (9.:‘-, y,z) = zy over omradet 1‘?/

som ligger under planet z = 2z + 4y og over pav‘tmloiden z =2 +y%. Figur
2 viser hvordan planet skjerer en skalk av paraboloiden

Figur 2: Planet z = 2z + 4y skjeerer gjennom paraboloiden z = 22+ 92

Vi ma forst finne ut hvor de to flatene skjaerer hverandre. Setter vi de to
z-verdiene lik hverandre, far vi

2%+ 9% =2z + 4y

For & finne ut hva slags kurve dette er, flytter vi forstegradsleddene over pa
den andre siden og fullfgrer kvadratene:

Py =4dye=sa? -2+ —dy=0< (z—-1)2+(y-2)*=5

Dette er ligningen til en sirkel med sentrum i (1,2) og radius /5. Innsiden
av denne sirkelen er altsi projeksjonen A av omraddt R ned i zy-planet. Vi

har dermed
2x+dy
/// zy dzdydz = // [/ Ty dz] dzdy
(VR A r24y?

Utferer vi den innerste integrasjonen, far vi

z=2x+4
I= // [xyz} drdy = // zy(2z + 4y — (22 + 9?)) dady
A z=x24y? A
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Det er fristende & gange ut parentesene, men la oss tenke litt fremover forst.
Neste trinn i utregningen er a integrere over sirkelskiven

A={(z,y) €eR*|(z—1)®+ (y - 2)* < V5}

Den enkleste méaten & gjore dette pa, er & bytte til polarkoordinater med
sentrum i (1,2), altsd & sette

z-—-1=rcosf og y—2=rsinf

Siden 2z + 4y — 22 —y2 =5 — (2 — 1)2 — (y — 2)? = 5 — r? (dette er samme
kvadratkompletteringen som ovenfor), ser vi at integralet nd kan skrives
(husk Jacobi-determinanten r):

VB 27
I=/ [/ (1+?"COSG)(2+rsin€)(5—-1‘2)r d@} dr
0 0
Ganger vi ut, gir dette
NG . 2
I= / (5—r%)r [/ (2 + rsind + 27 cos 6 + r’ sin 0 cos 6) dfi‘} dr-=
0 0
=27

V3 . r2
= / (5— r‘e)r [29 —rcosf + 2rsinf + — sin? 9} dr =
0 2 0=0

V5 V5
:471'/ (5 —r2)r dr:-’-l‘rr/ (5r — ) dr =
0 0

= 47 {Erz A ﬁ} v 20?“/3

= 50m —
0 3
Som vi ser, blir utregningene ganske lange og kompliserte selv om integran-
den og integrasjonsomradet i utgangspunktet ikke ser altfor kompliserte ut.
Dette er slett ikke uvanlig for trippelintegraler. &

Setning 6.9.5 gjelder selvfslgelig ogsd med variablene byttet om. @nsker
vi for eksempel & integrere over et omrade med formen

S ={(z,y,2) € R®| (y,2) € A og g(y,2) <z < h(y,2)}, %1““0 ik & 37 )

bruker vi formelen

I= ]/[’ f(z,y, z) dedydz = /j;l l:/g::) f(z,y,2) d;r:} dydz

Mer om trippelintegraler i MATLAB: Skal vi bruke MATLAB til &
integrere over omrader som ikke er rektangulere bokser, ma vi bruke det
samme trikset som vi brukte for dobbeltintegraler; vi méa “nulle ut” funksjo-
nen over de delene vi ikke er interessert i. @nsker vi for eksempel & integrere
funksjonen f(z,y,2) = %y + 22 over kulen med sentrum i origo og radius
1, skriver vi
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>> triplequad(@(x,y,z) ((x."2.%y+z."2) .*x(x."2+y. 2+z.72<=1)),-1,1,-1,1,-1,1)

Vi minner om at trippelintegraler tar tid (selv for MATLAB), og at det kan
hende du ma vente pa svaret noen minutter.

Oppgaver til seksjon 6.9

1. Beregn trippelintegralet:
a) fl‘f zyz dedydz nar A= [0,1] x [0,1] x [0,1]
b) f}!:f(::+yez)dxdydz nar A =[-1,1] x [0,1] x [1,2]
c) qf 2y cos(zy) dedydz  nar A = [1,2] x [x,27] x [0, 1]
A) [[(@+y+2)dudydz nar A=, 1] x [0,2] x [0,3]

e) [ff(,/y—3z)drdydz nar A=[2,3] x [0,1] x [-1,1]
A
2. Beregn trippelintegralet:
a) [[[(zy+z)dzdydz nir A={(z,y,2): 0<2<1,0<y <2,
A
0< 2<%y}

b) [ffzdzdydz nir A={(z,y,2):0<z<20<y< V7,
A

~y? < 2 < ay}
¢) [ff(z+y)z dedydz nér A= {(z,y,2): 0<y<4,0<2< /Y,
A
0<z<4}

d) [[[(3y® — 3z) dedydz nar A er omradet avgrenset av koordinatplanene
! og planet 3z + 2y —z =6

e) [[[=zy dzdydz nar A er pyramiden med hjorner i (0,0,0), (1,0,0)
! (0,1,0) og (0,0,1).

3. Bruk MATLAB til & regne ut integralene i oppgave 1 (det kan ta tid!).
4. Bruk MATLAB til & regne ut integralenc i oppgave 2 (det kan ta tid!).

5. Anta at R er en rektangulaer boks, og at f, g : R — R er kontinuerlige funksjoner.
Vis at

(i) [[[zkf(z) dedydz =k [[[, f(x) dzdydz for alle konstanter k
(it) [f[x(f(z)+ g(x)) dzdydz = [[[g f(x) dzdydz + [[[, g(x) dzdydz
(i) [[[p(f(x) — g(2)) dadydz = [[[, f(x) dzdydz — [[[g g(x) dzdydz
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6.10 Skifte av variable i trippelintegraler

Teorien for skifte av variable i trippelintegraler er nesten identisk med den
tilsvarende teorien for dobbeltintegraler, og vi gir derfor bare en rask gjen-
nomgang av de viktigste resultatene for vi gar lgs pd cksemplene. En be-
grenset delmengde A av R? kalles Jordan-mdlbar dersom integralet

f / /A .1 dodud

N
eksisterer - altsd hvis funksjonen 14 definert ved

_/1 1 hvis (z,y,2) € A
W Aale,y,2) =

0 ellers

er integrerbar. Vi kan né formulere teoremet for skifte av variabel pa akkurat
samme mate som for dobbeltintegraler.

Teorem 6.10.1 (Skifte av variabel i trippelintegral) La U vere en
dpen, begrenset mengde i R® og anta at T : U — R3 er en injektiv funksjon
med kontinuerlige partiellderiverte slik at det T' # 0 pa hele U. Hvis D C U
er en lukket, Jordan-mdlbar mengde, og f : T(D) — R er en kontinuerlig
funksjon, sa er

//frw) f(2y, 2) dodydz = ///D F(T(u, 0, w))| det T (u, v, w)| dudvdw

La oss forspke & forklare hva dette betyr. Vi tenker oss at vi starter med
et trippelintegral [[[, f(z,y,2) dzdydz der omradet A er komplisert & in-
tegrere over. Det finnes imidlertid et mye penere omrade D og en funksjon
T : D — A som avbilder hvert punkt (u,v,w) € D pa et korresponderende
punkt T(u,v,w) = (z(u,v,w), y(u,v,w), 2(u,v,w)) i A. Dersom avbildnin-
gen D “fyller ut” hele A, har vi likheten

///A f(z,y,z) dedydz =

0
= // L flz(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)) '8(u,v,w) dudvdw

der

Ml er tallverdien til Jacobi-determinanten

u,vw)
dr  dxr Oz
du Ov Ow
8(33', Y, 3) — | 8y Oy &
(:?(u,v,w) du dv w
9z 9z Oz
ou  Ov  Ow
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Vi kan altsa erstatte integralet over det kompliserte omradet A med et in-

tegral over det enklere omridet D, men prisen vi ma betale er 4 fa inn en

Jacobi-faktor % i integralet.

Eksempel 1: Vi skal integrere funksjonen f(z,y,2) = 42 —y + 2z over
parallclw A utspent av vektorene a = (1,0,-1), b = (0,1,2) og
=(2,3,1).

Siden parallellogrammeb ligger skjevt i forhold til aksene, blir det kom-
pliserte integrasj onc;grensér hvzs vi forsgker & integrere direkte. Vi skal derfor
prove & “rette opp” parallello rammo for vi integrerer. Ideen er & bruke en
funksjon T som avbilder boksen D utspent av enhetsvektorene e; = (1,0,0),
e; = (0,1,0) og e3 = (0,0,1) pa den opprinnelige boksen A. Dette er ikke
s vanskelig; vi bruker bare linezcravbildningen som avbilder e; pa a, ez pa
b og e3 pa ¢ (husk setning 1.9.4), dvs.

T(u,v,w) = (u+ 2w, v + 3w, —~u + 2v + w)

Vi har altsd ¢ = u+2w,y = v+3w, 2 = —u+2v+w, og Jacobi-determinanten
blir
o(z,y,%) L
o 01 3|=-3
W) | g g1

(vanligvis blir Jacobi-determinanten en funksjon av u,v,w, men siden av-
bildningen T er lineser, blir den et tall i dette tilfellet). Ifglge teoremet

ovenfor er na
I= f//(4m—y+2z) dzdydz =
A

:/[L(4(u+2w)-—(v+3w)+2(—u+2ﬁ+w))-|—-3

= /// (2u + 3v + 7’{1}) -3 dudvdw = /// (611', + 0y + 211{!) dudvdw
JD D

Det gjenstéar & integrere over D, men det er enkelt:

1l pl
I'= / {/ {/ (6u + 9v + 121w) dn} dv] dw =
o Lo LJo
1[ 1 u=1
= / l/ [(3u2 + uv + 21151;,!)] dv| dw =
Q 0 u=0

1r g1 1 9, v=1
= / [/ (24 9v + 21w) d'u} dw = / [3@ + v’ + 211;1:.,‘)} dw =
0 0 0 2 v=0

115 1 /10N
= / (---‘1 + 21w) dw = —Sw + —w? =18 L)
0 2 2 2 w=(0

dudvdw =

De vanligste koordinatsystemene a bytte til er sylinderkoordinater og
kulekoordinater. Vi skal na ta en grundig kikk pa disse.
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Integrasjon i sylinderkoordinater

Fra seksjon 3.7 kjenner vi sammenhengen mellom sylinderkoordinater og
vanlige (kartesiske) koordinater:

r=rcosf, y=rsinf og z=z
Dette gir Jacobi-determinanten
cosff —rsingd 0

=| sinf@ rcos@ 0 |=r
0 0 1

d(z,y, z)
d(r,8,z)

Jacobi-determinanten for sylinderkoordinater er altsd den samme som for
polarkoordinater i planet (dette er ingen tilfeldighet — sylinderkoordinater
er bare polarkoordinater med en ekstra koordinat som ikke endrer seg).
Formelen for skifte av variabel blir n4 seende slik ut

///4 Flwiz) dedyaas /ffD f(rcos6,rsin, 2)r drdfdz

der D er omradet beskrevet i sylinderkoordinater.

Ikke unaturlig egner sylinderkoordinater seg godt nar vi skal integrere
over et omrade som ligner en sylinder. Her er et eksempel.
Eksempel 2: Vi skal integrere funksjonen f(z,y,z) = 2%z over det omradet
A som ligger over zy-planet og inni bide sylinderen z? + y? = 1 og kulen
z? + y? + 2% = 4. Dette omradet ser ut som en staende sylinder avrundet av
en kuleflate p& toppen. Skifter vi variable til sylinderkoordinater, far vi

I = f// :1:'22 dj:dydz oo /// (TCOSQ)gz r drd@dz = ff/ ?"33(‘.0329 drdfdz
A D D

der D er omradet beskrevet i sylinderkoordinater. Det er ikke sa vanskelig &
finne denne beskrivelsen: Siden vi hele tiden skal befinne oss inni en sylinder
med radius 1, ma viha 0 < r <1 og 0 < 0 < 27, og siden vi ma holde oss
over zy-planet og innenfor kulen med radius 4, ma vi ha 0 < z < V4 — 172
(dette uttrykket far vi ved & lgse ligningen z2 + y? + 22 = 4 for z og bruke
at 22 + y? = r2.) Dermed har vi

2 1 ] .
- / / / r2cos? 8 dz | dr| df
0 0 0

Det gjenstar & utfere integrasjonene:

VAT

27 1 22 i
I = / / [r3— cos? 6‘] dr| df =
Jo 0 2 0
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1 7271t _ 1 /2 i
== / {[ r3(4 — r?) cos? 0 d’r] df = —/ cos” 6 [/ (4r® — ?*5)(13?“] df =
2Jo 0 2 Jo 0

lfhcoq?a - ldo—i/%cosiede
By T 6]y 12Jo '

Det gjenstaende integralet kan lgses pd mange mater. Vi velger & bruke

formelen cos26 = 2cos? @ — 1, som gir cos? § = 129228 Dermed er
5 2m 5 1 D 5
F=2 [ fpoondidh =2 0eoandg] =2
21 J, (14 cos26) 24[ 5 sin L = 2

I noen integraler lonner det seg & bruke sylinderkoordinater med sentrum
i et annet punkt enn origo. @nsker vi 4 ha sentrum i punktet (a,b, c), bruker
vi substitusjonen
r=a+rcosf, y=b+rsind og z=c+2z
Siden konstantene blir borte nar vi deriverer, er Jacobi-determinanten fort-
satt r.
Integrasjon i kulekoordinater

Fra seksjon 3.7 kjenner vi sammenhengen mellom kulekoordinater og vanlige
koordinater:

x = psingcosf, y=psingsind og z=pcose
Jacobi-determinanten blir dermed

singcosf pcospcosf —psingsind
singsinf pcosgsind psingcosf | = p’sing
cos ¢ —psing 0

O(z,y,2) _
a(p,¢,0)

der vi i det siste skrittet har brukt formelen cos? v+sin? v = 1 bade for v = 6
og for v = ¢. Legg merke til at siden 0 < ¢ < m, sa er Jacobi-determinanten
p? sin ¢ aldri negativ. Formelen for skifte av variabel blir dermed

///A f(w,y,2) dedydz =

= /// f(psin g cos B, psin ¢sin b, pcos ¢)p* sin ¢ dpdpdd
D

der D er omradet A beskrevet i kulekoordinater.
Kulekoordinater egner seg godt nar vi integrerer over et omrade som er
(delvis) begrenset av en kuleflate. Her er et eksempel:
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Eksempel 3: Vi skal integrere funksjonen f(z,y,z) = z over omridet R
som ligger inni bade kjeglen z = \/z2 + y? og kulen 22 L2 4 = 1.

Figur 1: Kjeglen z = /22 + y?

Figur 1 viser kjeglen — kuleflaten ville ligge over denne som et krumt lokk.

La oss prove a finne ut hvilke verdier av p, 6, og ¢ som svarer til punkter
i integrasjonsomradet. Siden kjegleflaten danner en vinkel pa 45° med z-
aksen, mé ¢ ga fra 0° til 45°, altsd fra O til § radianer. Radien p skal lgpe
fra origo til kuleskallet, altsd fra 0 til 1, mens 6 kan ha en hvilken som helst
verdi, og gar altsd fra 0 til 2. Integralet blir na

z 1 29
Iz// zd:cdydz:/4 [/ [/ pcosqﬁpgsincf)dt?] d,o} do =
R 0 0 0
oy 1 |
= / [/ [/ p° sin ¢ cos @ d@] d,o] do =
0 o LJo

T T [pt e
= 2 f { / p3 sin ¢ cos ¢ dp] de = 27 / [_ sin ¢ cos 4 do =
0 0 0 4 p=0

sin’ ¢]% (V2/2? _
2

ig _?T
2 2 8

_Tl— % 3 'd g
——2—/0 sin ¢ cos @ (,f)—§

0

La oss se pa et eksempel til:

Eksempel 4: Anta at A er et omrade i rommet. Tenk deg at P er et punkt
utenfor A, og at vi gnsker 4 regne ut den gjennomsnittlige avstanden fra
et punkt i A til P. Dersom P har koordinatene (a, b, c) er denne gjennom-
snittsavstanden gitt ved

%’11(75]//,4 V@ —aP + -0+ (z - 02 dadydz

der Vol(A) er volumet til A (tenk gjennom hvorfor vi mé dele med volumet!)

La oss bruke denne formelen pa en kule A med radius 1 og et punkt P
utenfor kulen. Vi gnsker altsa & finne gjennomsnittsavstanden fra et punkt
inni kulen til P.
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Vi begynner med & legge kulen i origo og P i punktet (0,0,a) der a > 1.
Siden kulen har volum %;5, er gjennomsnittsavstanden da gitt ved -;’E der [
3

er integralet

I=// Va2 4 y2? + (2 — a)? dedydz
A

og A er kulen. Bytter vi til kulekoordinater, far vi

/

Ganger vi ut parentesene og bruker var gamle venn sin?v + cos?v = 1 et
par ganger, sitter vi igjen med

1 T 2
I:/ [/ [/ V' p? — 2apcos ¢ + a2 pgsincbdﬂ} d(;b} dp
o Lo LJo

Siden integranden ikke inneholder 8, er den innerste integrasjonen enkel, og
vi far

3 2m
/ [ V (psin @ cos0)? + (psin¢sinf)2 + (pcos ¢ — a)? dﬁ'] p°sin ¢ dqb} dp
o LJo

1 T
Ix?w/ [/ \/p2—2apcosq5+a2p25m¢d¢] dp
o LJo

Det neste integralet er verre, men setter vi u = p? — 2apcos ¢ + a?, far vi
du = 2apsin ¢ d¢. Dermed er

/\/pQ—Qa,ocosqﬁ~|-a2 p*sin ¢ do = -ga/\/ﬁdu:%u%-i-(j:

14
e (p* — 2apcosd + a?)

Setter vi inn grensene, ser vi at

rali

+C

AT 281"
r=2r [ [ ~2apcosb+a?)?]|  dp=
‘?T/U 5 (p apcosf + a*) o P

2

1 7
=rf p[(p2+2ap+a2)%_(92_2ap+a2)
3a Jo

[

w 1 3 3
5 | e+ et - (-] do=
2 1

=) pllp+a)*—(a—0p)] dp

der vi i siste skritt har brukt at ((p — a)z)% = (a — p)? siden a > p. Ganger
vi ut parentesene inni integralet og forkorter, far vi

or [1 , o 2051"  4m(5a2 +1)
I=22 | (6a%0® + 20" dp==— |2a°p* + =—| =
30,/0( ERAII =g [P 5| 15a



6.10. SKIFTE AV VARIABLE I TRIPPELINTEGRALER 609

Gjennomsnittsavtanden er dermed -41; =0+ 5—1a Overbevis deg selv om at

3
det er rimelig at gjennomsnittsavstanden er litt stgrre enn avstanden a fra
P til sentrum 1 kulen. "

I noen integraler lgnner det seg a bruke kulekoordinater med sentrum i
et annet punkt enn origo. @nsker vi & ha sentrum i punktet (a,b, ¢), bruker
vi substitusjonen

r=—a+ psingcosld, y=>b+psingsind og z=c+pcosP
Siden konstantene blir borte nar vi deriverer, er Jacobi-determinanten fort-
satt p?sin@. Vi skal se flere eksempler pd bruk av kulekoordinater i neste
seksjon.
Integrasjon i R"

Det gar selviglgelig an & integrere funksjoner f(z1,z2,...,2,) med flere enn
tre variable. Disse integralene betegnes med

/---/f(wl,:rg,.‘.,;cﬂ)da:ld;cg...dacn
s

Den grunnleggende teorien er den samme, men det er vanskeligere 4 visuali-
sere omradene vi skal integrere over.

Ogsa n-dimensjonale integraler kan regnes ut ved iterasjon. Dersom om-
radet S er pa formen

S={(21, .., 2n-1) € A| g(z1,...,Zn1) S Tp S h(z1,..., Zn1)}

sd er (under rimelige betingelser)

/---/f(.-;:l,xg,...,mn)dm;d:rg...dxnz
S

h(zy,....tn-1)
:/u-/ / f($1,3;2,----,$n) d‘rﬂ. d$1d$2---d$n—l
A gz, ntn_1)

Formelen for skifte av variabel er ogsa den samme som fer:

Teorem 6.10.2 (Skifte av variable i R") La U vare en dpen, begrenset
mengde i R" og anta at T : U — R™ er en injektiv funksjon med kontinuer-
lige partiellderiverte slik at det TV # 0 pa hele U. Hvis D C U er en lukket,
Jordan-mdlbar mengde, og f : T(D) — R er en kontinuerlig funksjon, sa er

// g T TSR 8, oy S e
T(D)

:// f(T(uy,ug,. .. uy))| det T (ug, uz, . .., un)| durdus . . . duy
D
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Vi skal ikke komme naermere inn pa integrasjon i mer enn tre varible her
— skulle du stgte pa slike integraler i andre fag (og det er slett ikke utenke-
lig!), greier du deg som regel godt med formlene ovenfor og den intuisjonen
du har fra to og tre dimensjoner.

Oppgaver til seksjon 6.10

1. Bruk sylinderkoordinater til & beregne:

a) [[[z dzdydz nar A={(z,y.2): 2,y > 0o0gz* +y* <9,
! og0<z<2}

b) [[[zy dxdydz nir A= {(z,y,2): 2 +y* <1log
! 0<z<d—-xz—y

¢) [ffz/22 +y? dedydz nar A= {(z,y,2): 2>+ (y—1)*>10g
! 0<2<2}),

2. Bruk kulekoordinater til & beregne trippelintegralet:

a) [[[(z?+ y?)dzdydz nar A er kulen om origo med radius 1
A

b) [ffx dzdydz nar A= {(z,y,2): 2,y >0,z > j og
A
2?2+ 9%+ 22 <1}
) ffflda:dydz nérA:{(:::,?,z):z2£m2+;;251,3y2§:c2,.1:2(}}
A

3. Regn ut trippelintegralet.

a) [[[,# dzdydz der A er omradet over paraboloiden z = 22 +y* og under
kuleflaten o2 + y2 4 22 = 2.

b) [f[, = dzdydz der A= {(z,y,2) | 22+ % < 2z €4},
c) fffA e~ VTV +2? grdydz der A er kulen med sentrum i origo og radius 1.

d) [[f, v/z?+ y? dzdydz der A er omradet inni sylinderen x?+3? = 1, mellom
xy-planet og flaten z = (2% + y?)E.

e) [[f[,(z?+y?) dzdydz der A er omrédet begrenset av sylinderen z° -2z +y* =
1 og planene z = 0 og z = 2.

f) [f[4(x — 3y + 42) dzdydz der A er parallellepipedet utspent av vektorene
(la “130)a (21 O! 3) Og (0! 0!4)

ay by c1
4. La A vare parallellepipedet utspent av tre vektorer ( as ), ( b ) og ( € )

a3

som ikke ligger i samme plan, og la M veere matrisen M = | az by ¢
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z u u
a) Visat avbildningen { y | =T| v | =M/| v | avbilder enhetskuben
Z w w

K utspent av eq, es og ez pa A.

b) Vis at for alle kontinuerlige funksjoner f er

//Af(x‘yf-") dxdy =

1 p1 pl
= det M / / / Flajutbiv+eyw, asu+bav+cow, asu+bzv+caw) dudvdw
0 0 0]

2
¢) Regn ut ffA(Q:r —3z) dxdy der A er parallellogrammet utspent av | -1 |,
0
1 0
3 og | 1
1 0

5. La D veere omradet som bade ligger pa innsiden av kjeglen z = /z? + y* og pa
innsiden av kuleflaten z? + y® + 2% = 1. Beregn [[[, z dzdydz.

6. Regn ut
fj/ V2?2 + y? dzdydz
R

der R = {(z,y,2) € R? | 22 + y2 + 22 < 4}.

7. La A vere kulen med sentrum i origo og radius R, og anta at a > R. Vis at

R3
/f ! — drdydz = it
AVT2+y? + (2 - a)? 3a

Dette resultatet er viktig i fysikk der det kan brukes til 4 vise at gravitasjonskraften
fra en homogen kule er den samme som om all massen var samlet i sentrum.

8. En begrenset mengde A C R?® har innhold null dersom det for enhver ¢ > 0
finnes en endelig samling Ry, Ry, ..., R, av rektangulazre bokser med sider parallelle
med koordinataksene slik at A € Ry U Rp U ... U R, og summen av volumene til
Ry, Ry, ..., R, er mindre enn ¢. Vis at hvis K er en lukket, begrenset delmengde
av R* og f : K — R er kontinuerlig, sa har grafen til f innhold null.

6.11 Anvendelser av trippelintegraler

Vi skal na se pa noen praktiske anvendelser av trippelintegraler. Mange av
disse anvendelsene ligner pa de anvendelsene av enkelt- og dobbeltintegraler
som du kjenner fra tidligere.

La oss tenke oss at vi har et tredimensjonalt legeme som utgjer et omrade
S ¢ R3. Anta videre at dette legemet har en varierende tetthet beskrevet
ved en funksjon f(z,y,z) (dette betyr at en liten del av legemet rundt
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punktet (z,y,z) med volum V har masse tilnzermet lik f(z,y,2)V). Den
totale massen til dette legemet er da gitt ved trippelintegralet

M = ///L;f(x,y,z) dzdydz

Er tettheten konstant lik 1, er massen og volumet like, og vi far

Volum(S) = /// 1 drdydz
S

Eksempel 1: Vi skal finne volumet til omrédet S avgrenset at paraboloiden
2 = 2% + y? og planet z = 2z — 4y + 4. Lager du en figur, ser du at planet
ligger som et lokk over paraboloiden, og at volumet derfor er

2z —dy+4
V:///Idxdyfi._:// [/ 1dz}da:dy:
JJs JJA LS x2y?

= /f (22 — 4y +4 —2° — y?) dxdy
A

der A er projeksjonen av S ned i zy-planet. For a se hvilket omrade dette
er, finner vi skjeeringskurven mellom de to flatene:

P+t =20z —dy+de=2?-2r+1+ 0 +4y+d=4+1+4 =

e (z—-1)2+ (y+2)2 =32

A er altsa sirkelskiven i zy-planet med sentrum i (1, —2) og radius 3. For &
komme videre, bytter vi til polarkoordinater med sentrum i (1, -2), dvs. vi
setter

xr=1+rcosf og y=—2+rsinf

Jacobi-determinanten er r, og vi far

3 2m
V=f [/ (2(1+rcos€)—4(—2+r3in9)+
o LJo

+4—(1+rcosh)? — (—2+rsin9)2) r dﬂ] dr =

= /: [‘/0% (9r —r?) d&] dr=2% /:(Q'r— r3) dir =

o [ ) s
- 2 4], 2

(du far litt enklere regninger om du fullfgrer kvadratet i integranden for du
setter inn de nye koordinatene). &
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Bemerkning: I eksemplet ovenfor kunne vi like godt ha regnet ut volumet
ved hjelp av et dobbeltintegral. Det finnes imidlertid eksempler der det er
enklere & bruke trippelintegraler; det gjelder spesielt i tilfeller der vi ma
gjore et ekte tre-dimensjonalt variabelskifte.

La oss ogsa regne ut massen til et romlegeme.

Eksempel 2: Vi skal regne ut massen til den begrensede kjeglen z =
V2 + 92, 0 < z <1, nar tettheten er proporsjonal med avstanden til origo.

At tettheten er proporsjonal med avstanden til origo, betyr at den har
formen f(z,y,2) = ky/x?% + y2 + 22. Vi har dermed

M= /f/ kv/ 2?2 + y? + 22 dedydz
A

Det er mulig a lgse dette integralet bade med sylinderkoordinater og kule-
koordinater. Vi velger kulekoordinater som viser seg a gi de enkleste regnin-
gene. Vi ser at f(z,y,2) = kp, og vi vet at Jacobi-determinanten er p?sin ¢.

Dermed har vi
M= k/[/ 0% sin ¢ drpdedd
JJS

Grensene for ¢ og 8 er greie a finne. Siden sidekanten i kjeglen danner en
vinkel § med z-aksen, ma ¢ ga fra 0 til 7. Alle f-verdier er mulige, sa ¢ gar
fra 0 til 27. For a finne grensene til p ser vi pa figur 1 som viser et snitt
gjennom kjeglen (de tykke strekene er kjegleveggen). Enkel trigonometri pa

A B
|
¢/ _ A
1 4 cos @
O

Figur 1: Tverrsnitt gjennom kjeglen

trekanten OAB viser at |OB| = —L—. Dermed gér p fra 0 til .= og vi har

cosg”

N
M:k/1 l/ “"[/ pSSiIui)d@]dp} do
0 0 0

Integrasjonene blir na ganske greie:

1

i fawe 5 | T[pt | 17w
M = Qkﬂ‘f p’sing dp| dp = 2km —sing do =
o |Jo b L% ity
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_km 7 sing i = kr [ cos™3 ¢ i _kr 1 T
B R ) -3 Jo "6 |cosPd],
der vi i siste integrasjon har brukt substitusjonen u = cos ¢. Setter vi inn

grensene, far vi
kr 1 km
= 2 frosmitidaind | o=t (R0 4
6 ((ﬁ)"‘ ) g e *

2
Vi kan ogsa bruke trippelintegraler til & regne ut massemiddelpunktet

til et legeme. Dersom tettheten er f(z,y,z), er koordinatene (Z,y,Z) til
massemiddelpunktet gitt ved

[[fszf(x,y,2) dzdydz

8l
It

M
_ Jffsyf(z,y,2) dedydz
o M
o _ JJs=f(z.y 2) dedydz

B M

der M = [[[sf(z,y,2) dedydz er massen. Det tar mye tid & regne ut
et massemiddelpunkt siden det er 4 integraler man skal beregnes. Ofte er
det imidlertid mulig & slippe unna med faerre beregninger dersom man er litt
smart. @nsker man f.eks. & finne massemiddelpunktet til legemet i eksemplet
ovenfor, ser man at Z og § er 0 av symmetrigrunner. For & finne massemid-
delpunktet er det derfor nok & regne ut z. Dette er ikke sa vanskelig na som
vi vet hva grensene skal vacre (husk at z = pcos ¢):

I—-///zf:ry, drdydz =
_k;[ l:/“w [/Tpdcoscﬁsincf) df dp] do

Vi regner som ovenfor

I=2kﬂ'/ [/ ptcospsing dp| dp =
0 0 -

"

i = L

1 | p? ; Ford 2km [ sing
2k — Ccos Qs do = — e

fr/D [5 coaq‘)smgbL:D o] 5 J, cos'o

o%km [ cos3plT 2 [ 1 1% 2%knr
= A il L
5 [ -3 }0 15 [0053 q.‘)]o 5. V2
Dermed har vi

d¢ =

L_Feve-1) 4
kzav2-1) 5
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Oppgaver til seksjon 6.11

1. Bruk et trippelintegral til a4 regne ut volumet til en kule med radius R.

2. Finn volumet til det omradet som ligger under grafen z = ¢*¥ og over trekanten
med hjerner i (0,0,0), (1,0,0) og (%, %0)

3. Finn volumet av den delen av kulen z2+ 132+ 2% = R? som ligger over kjegleflaten

_ [z
= i

L]

4. Finn volumet til omradet som ligger inni bade sylinderen z? + 3? = 1 og kulen
P +yt+22=4
I

% s 2 2 2
5. Finn volumet til ellipsoiden %z + ¥ + %

e By Wy
u=ZSv=4%w=2

1 ved & innfgre nye variable

6. Finn massen til sylinderen 2% 4+ 32 < 1, 0 < z < 1, nar tettheten er f(x,y,2) =

1
(=T 4+yi+ze)"

7. Finn massemiddelpunktet til omradet
A={(z,y,2) | +y* S 254}
nar tettheten er 1.

8. Vis at massemiddelpunktet til en homogen pyramide med hjgrner i (0,0,0),
(a,0,0), (0,b,0) og (0,0,c) er (a,b,c).

9. La D vare det begrensede omradet i R® som er gitt ved ulikhetene 2?2 + % <
z < /2 —x? — y2. Finn volumet av D.

10. Finn volumet til omradet over zy-planet som ligger under kuleflaten 22 + y? +
22 =1 og over kjegleflaten 2?2 = 3x? + 3y°

11. h R er omréadet i rommet avgrenset av flatene z = 6 —22—y? og z = 22 —dz+y°.

a) Vis at integralet I = [[[, y dedydz er lik
/ ] (6y — 222y — 243 + 4zy) dzdy
s

der S = {(z,y) € R? | (z - 1) +4* < 4}.
b) Regn ut integralet i a).

¢) C er skjeringskurven mellom flatene z = 6 — 22 — y? og z = 22 — 4z + 3%, og
den er orientert mot klokken sett ovenfra. Vis at C' har parametriseringen

r(t) = (1 +2cost)i+2sintj+ (1 —4dcost)k

og regn ut kurveintegralet [, F-dr der F(z,y,2) = zi+yj+zk
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