AST2000 Del 2C forlesning 2 av 2
Interaktive forelesningsnotater

VIKTIG

Du mé bruke presentasjonsmodus/fullskjermsvisning for 3 lese denne,
men du skal ikke bruke frem /tilbake-knappene, KUN knappene som
dukker opp pa sliden for 3 ta deg videre! Ofte ma du laste filen ned til
maskinen din og apne den der for & fa til dette. Merk at noen knapper vil
apne nettskjema, videoer eller andre ressurser i internettbrowseren din.
Nar du gj@r det riktig, skal du kun se en side av gangen, og nar du trykker
pa knappene som dukker opp pa skjermen s3 skal disse ta deg frem/tilbake
i dokumentet. Du vil miste mye leringsutbytte hvis du ser flere slides av
gangen. Far du det ikke til, spgr foreleser/gruppelaerer!

Trykk denne knappen for a8 begynne




AST2000 Del 2C forlesning 2 av 2
Interaktive forelesningsnotater

Dette er en erstatning for forelesningen i emnet.

de fulle forelesningsnotatene . All

informasjonen du trenger, far du her. Du kommer til & fa mange
grublespgrsmal og diskusjonsoppgaver, det er meningen at disse skal gjgres
i grupper av minst 2, maks 4 studenter. Det er defor sterkt anbefalt at
dere sitter sammen i grupper nar dere gar gjennom disse interaktive
forelesningsnotatene, du vil fa betydelig mer utbytte av dem pa den
maten. En god ide kan vaere 3 bli enige om & treffes til den faste
forelesningstiden og bruke forelesningslokalet som kommer til 3 vaere
resevert til dette. Hvis du har kommentarer ris/ros til disse
forelesningsnotatene eller til emnet, trykk pa knappen som du
finner pa alle sider.



https://www.uio.no/studier/emner/matnat/astro/AST2000/h20/undervisningsmateriell/lecture_notes/part2c.pdf
https://nettskjema.no/a/171674

o HUSK at du far mer ut av de interaktive
forelesningsnotatene nar du gjgr de sammen med
noen. Diskusjonene med andre er sveaert viktige.

o Det er mange spgrsmal/grubliser underveis, sett dere
selv en tidsgrense, 1-2 minutter pa de korte, 4-5
minutter pa de lenger. Ha en alarm ved siden av,
ellers kommer dere til 3 bruke alt for langt tid. Har
dere ikke fatt det til etter 5 minutter, ga videre, se
svaret og laer!

o Er du i det minste tvil om noe, sa finnes det na en
@RS | napp, trykk det og still spgrsmal med en
gang mens du enda husker spgrsmalet!

Trykk denne knappen for &8 begynne


https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t

Velkommen til forelesning 2 av 2 i
del 2C! Vi skal na regne med
Schwarzschild -geometri. Fgrst skal

— vi tilbake til prinsippet for maksimal
aldring og se hvilke store

konsekvenser dette prinsippet har i
et krumt tidrom. Sa skal vi se pa en

° o—o ¢ i stakkar som faller inn i et sort hull og
sa skal vi se pa praktisk anvendelse
° Eol ° “av generell relativitetsteori: visst du
° % at den er helt ngdvendig for a fa
e | X GPS til a funke?
o
o
(]



http://www.eftaylor.com/exploringblackholes/

Do o s o o QIS G

Vi begynner som vanlig...

...med litt brainstorming. Som det er sveert viktig at du gjgr fgr du gar
videre.

Trykk her for & varme opp

Er du klar og har sendt inn skjemaet? .m


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
https://nettskjema.no/a/172649
https://nettskjema.no/a/172649

Do o s o o QIS G

Vi begynner som vanlig...

...med litt brainstorming. Som det er sveert viktig at du gjgr fgr du gar
videre.

Trykk her for & varme opp

Er du klar og har sendt inn skjemaet? m


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
https://nettskjema.no/a/172649
https://nettskjema.no/a/172649

Nytt tema:

Maksimal aldring

Dette temaet fortsetter frem til side 32 av 61.

Normalt kommer jeg bare frem til ca. side 41 i den fysiske
forelesningen og tar resten uka etter. Det anbefaler jeg at
du ogsa gjgr! Vi skal nd snakke om maksimal aldring og
ta en liten pause midtveis f@r neste tema.



o Y Pl Vaksimal aldring PPUUTTY

Vi begynner med den siste sida fra
forrige forelesning: Hvis du ikke
husker helt hva vi drev med
anbefales det sterkt a ta en titt pa
oppsummeringen i denne videoen
slik at du er klar for det som na
kommer... @EEED



https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
https://www.uio.no/studier/emner/matnat/astro/AST2000/h20/undervisningsmateriell/interaktive-forelesningsnotater/2c/videoer/video2c_4.mp4

e oY Rl aksimal aldring PPETETE

Husker du prinsippet om maksimal
aldring? | denne videoen fra del 2B far du
en oversikt over prinsippet og hvordan det
kan brukes til & vise Newtons 1.lov i et
inertialsystem med Lorentzgeometri. Hvis
du ikke husker helt hvordan det var, kikk
gjennom videoen na fgr du gar videre!

CEED



https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
https://www.uio.no/studier/emner/matnat/astro/AST2000/h20/undervisningsmateriell/interaktive-forelesningsnotater/2b/videoer/video2b_9.mp4

D e 6 side 4 o 61 QUMY G

Vi skal nd vise det som ble hoppet glatt over i videoen,
nemlig hvorfor den rette linja er den lengste veien i
tidrommet nar vi har Lorentzgeometri. Vi tar derfor en
kjapp tur tilbake til spesiell relativitetsteori siden vi
etterpa skal bruke den samme metoden pa generell
relativitetsteori og Schwarzschild -geometri.


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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Her ser vi en person som kaster en ball rett bortover x-aksen. Personen
befinner seg i et inertialsystem. Det virker altsd ingen krefter eller
gravitasjon i dette systemet. Vi har sa tatt ut en infinitesimal liten del av
veien som ballen fglger. Vi gjgr denne delen av veien er sa liten at vi fra
posisjon xi til xo kan anta at hastigheten er konstant lik v4. Og helt
tilsvarende for avstanden fra x til x3 der hastigheten er konstant lik vg i
hele intervallet. Merk at v4 og vg ikke ngdvendigvis er like, vi ma vaere
apne for muligheten for at ballen kan akselerere underveis.


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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Her ser vi tidromdiagram av situasjonen med tilhgrende mulige
verdenslinjer. Igjen sa ser vi altsd bare pa en infinitesimal liten del av
verdenslinja, to linjestykker som er infinitesimalt sma der ballen har
konstant hastighet (altsé rett linje i tidrommet). Vi ser 3 mulige
verdenslinjer integnet her av uendelig mange mulige verdenslinjer fra x;
til x3. Vi vet ikke hvilken av de uendelig mange verdenslinjene ballen
faktisk tar, det er det vi na skal bruke prinsippet om maksimal aldring til &

finne ut.(Dvs. vi vet det jo egentlig, men vi later som om vi ikke vet det for & kunne

utlede det!) Neste side


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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Bare et av disse utsagnene er riktig, trykk pa det riktige:

rgd sakker farten, grgnn gker farten
grgnn sakker farten, bla gker farten

grgnn sakker farten, rgd gker farten
bla sakker farten, rgd gker farten


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t

GEED ey Vaksimal aldring o)

Det ble vel ikke helt riktig? Husker du hvordan sammenhengen mellom
fart og helning pa linja er? Huvis ikke, ta en kikk nd pa
forelesningsnotatene for KEIMEIE! Husk at fart er endring i posisjon Ax delt
pa tidsintervall At. Prgv igjen!


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
https://www.uio.no/studier/emner/matnat/astro/AST2000/h20/undervisningsmateriell/lecture_notes/part2c.pdf
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t3

Det er helt riktig. Du har kontroll pa verdenslinjene og
kan fortsette!


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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Det vi ikke vet her er endringen i hastighet fra v4 til vg. Vi antar na at alle
posisjonene x1, x» og x3 er kjent. Vi antar ogsa at tidspunktene t; og t3 er kjent.
Det som er ukjent er tidspunktet som ballen er i posisjon x,. Hvis vi kan bruke
prinsippet om maksimal aldring til & fortelle oss tidspunktet t, ja da vet vi hele
verdenslinja fra x; til x3. Det gjgr at vi ogsa vil vite om objektet tok en rett linje i
tidrommet eller om det endret fart underveis. | figuren ser du de mulige
tidspunktene t, for de 3 linjene som er opptegnet. Vi ser at hvis prinsippet om
maksimal aldring gir oss tidspunktet t, som tilsvarer den bla linja, s& har vi vist at

ballen tar en rett linje med konstant fart i tidrommet.


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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Vi kaller nd avstanden fra xj til xo for Axyo og tidsintervallet mellom t; og
t) for Atyp. Tidromsintervallet fra punkt 1 til punkt 2 kaller vi As;s. Og
helt tilsvarende for punkt 2 til 3 som vi kaller Axo3, Atr3 og Asy3. Sett
opp et uttrykk for den totale egentiden A7i3 som ballen bruker fra
punkt 1 til punkt 3 uttrykt kun ved Axio, Atyr, Axos, Atrzllkke ga

videre fgr du har skrevet ned et forslag!


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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SO Ja, jeg fikk...


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
https://www.uio.no/studier/emner/matnat/astro/AST2000/h20/undervisningsmateriell/interaktive-forelesningsnotater/2c/videoer/video2c_5.mp4
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Hvis du ikke ser hvordan du kommer frem til dette, ta en kikk pa

denne videoen.



https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
https://www.uio.no/studier/emner/matnat/astro/AST2000/h20/undervisningsmateriell/interaktive-forelesningsnotater/2c/videoer/video2c_5.mp4
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Prinsippet om maksimal aldring sier oss av vi skal maksimalisere, altsd
finne maksimalpunktet for den totale egentiden Arys:

Aris = \JA, — Ady+\ A, — Ay

For & finne et ekstremalpunkt setter vi den deriverte lik null, men den
deriverte med hensyn pd hva? Jo det ma vel vaere med hensyn pa t, som
er var ukjente. Vi skal altsa finne den verdien for t, som gjgr A3

maksimal! MEEEN.....


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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Dris = /A, — Dy + (A — Ay

...det blir enklere a regne hvis vi isteden deriverer med hensyn pa At;s,
altsa at vi prgver a finne den verdien for At;; som maksimaliserer A7y3.
Atyp er jo ogsa en ukjent stgrrelse her siden t; er ukjent, og det er det samme
hvilken ukjent stgrrelse vi bruker. Men kan du se hvordan vi kan skrive Aty3 som
jo inngér i uttrykket var over uttrykt ved Atj; og Aty3? (den siste er jo en kjent
stdrrelse). Og hvis du gjgr det, kan du na derivere og sette lik 07 Prgv selv fgrst

fgr du gar videre... Neste side


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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Fikk du. CERERIES


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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Fikk du. CERERIES

Aty Atys _0
VAL, — AxF,  /At3; — Ax3
?7?7? Huvis du ikke fikk det til skal du snart se hvordan, men fgrst, kan du se
hvorfor du kan skrive dette som:

Aty _ A
AT12 AT23
(Hint: Hva er egentiden A7 og hvordan kan du skrive den uttrykt med At og

Ax?)



https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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Hvis du ikke klarte & komme frem selv, se pa

denne videoen.


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
https://www.uio.no/studier/emner/matnat/astro/AST2000/h20/undervisningsmateriell/interaktive-forelesningsnotater/2c/videoer/video2c_6.mp4
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Men hva star det egentlig her??? La oss ekstrapolere litt: Sett at du na
utvider verdenslinja med ett linjestykke til, et rett linje fra punkt 3 til
punkt 4. Hvis vi nd gjentok denne utledningen fra punkt 2 til punkt 4 s
vil vi jo ngdvendigvis helt tilsvarende finne:

Aty Atz

ATz AT

Og slik fortsetter det utover verdenslinja. Det sier oss vel at vi har en
bevart stgrrelse langs bevegelsen til ballen? Et uttrykk som generelt er

bevart gjennom hele ballens bevegelse? Hvilket??? Neste side


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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Vi har jo funnet at
Atz Atz Atz

AT1o N ATitr3 a ATz,

dermed ser vi at stgrrelsen At/AT er bevart, enig? Men tenk pa spesiell
relativitetsteori, hvordan kan vi skrive en slik stgrrelse uttrykt med ballens
hastighet? Tenk f.eks. at ballen er et tog, at t er tiden malt fra bakken og

BRNPOUNI DG GERN!!I! Jeg ser det!!!


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t

(R T YOS Rl Vlaksimal aldring T

Er ikke At/AT bare forholdet mellom tiden i labsystemet og tiden i toget

(ballen)??? Var ikke den

At

a7

777 Altsd vi har utledet at v er en bevart stgrrelse!!l Men hvis « er bevart
sa betyr det at v er bevart siden v = 1/4/1 — v2Il Er ikke dette det vi
ventet? Altsa at vi har utledet at v er den samme for alle
linjestykker, altsa konstant v gjennom hele verdenslinja, Newtons
fadrste lov! Men har vi utledet noe mer... hvilken annen stgrrelse avhenger

Vel |\ cstc side


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t

D s eTEtEE Vaksimal aldring 0

Er ikke relativistisk energi gitt ved
E=my

777 Har vi utledet at energi per masse er en bevart stgrrelse? Altsd E/m
er bevart? Kan se slik ut...

Kan altsd veere at prinsippet om maksimal aldring er det bakenforliggende
prinsippet som sier oss hvorfor energi er en bevart stgrrelse? (Merk at
det er et punkt vi har hoppet over: vi har funnet ekstremalpunktet
til A713 men vi har ikke vist at dette er et maksimalpunkt! Det kan
du gjgre ved a dobbeltderivere. Den gvelsen kan du gjgre selv hvis

du gnsker, men tro meg, det er et maksimalpunkt!)


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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Du skal na helt pa egenhand fa gjgre denne utledningen en gang til! Men
nad skal du anta at t, er kjent men x, er ukjent. Du skal altsa
maksimalisere egentiden A7y3 en gang til men nd med hensyn pad x» eller
da Axio. Vi skal se at vi da fir et noe annet men minst like interessant

resultat! Neste side


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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Du far litt hjelp med denne figuren her. Men na star du pé egne ben!
Merk at dere pa prosjekt skal gjgre en slik utledning for et nytt tilfelle, og
dette kan komme pa eksamen, sa det er viktig a fa prgvd seg alene en
gang. Og det vil hjelp pa forstaelsen for det som kommer, s3 dette er et
godt gyeblikk 3 gjgre det pa. Nar du har gjort hele utledningen og funnet
et st@rrelse som er bevart pd samme mate som vi fant at v er bevart i

forrige utledning, kan du bla om.


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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Fikk du at v+ er en bevart stgrrelse? Huvis ikke, se gjennom utledningen i
denne videoen!. Men vi vet jo at relativistisk bevegelsesmengde er gitt ved

p = myv

Har prinsippet om maksimal aldring her gitt oss bevaring av bevegelsesmengde?
Eller det vil si, bevaring av bevegelsesmengde per masse p/m? Det er litt
fristende & dra denne konklusjonen. Altsd at prinsippet om maksimal aldring er et
overliggende prinsipp som gir opphav til bevaring av energi og bevegelsesmengde.

La oss se nar vi setter pa gravitasjon... Neste side


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
https://www.uio.no/studier/emner/matnat/astro/AST2000/h20/undervisningsmateriell/interaktive-forelesningsnotater/2c/videoer/video2c_7.mp4

Forrige side

MEN fgrst litt kaffe. Og etter kaffen, en tur ut, ta med deg ball. Kast
den bortover og oppover og lim gjerne fast en klokke for & méle hvor
mye ballen eldes. Og for & forberede deg pa det neste: kast ballen
rett oppover og se om den fortsetter med konstant hastighet eller om
den akselereres pd noen mate. Og hvis det siste skjer kan du jo
filosofere litt rundt hvorfor den akselereres? lkke ga videre fgr du er
helt klar i hodet igjen!

Jeg er klar til 3 fortsette...



-
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Her ser vi situasjonen med gravitasjon. Skallobservatgren kaster en ball rett oppover i
tyngdefeltet. Ballen gar altsa oppover i r-retning og passerer punktene ri, r» og r3 pa
sin vei. Akkurat som for tilfellet med spesiell relativitetsteori sa legger vi r og r» sa
nar hverandre at ballen har konstant hastighet mellom disse to punktene. Helt
tilsvarende mellom r, og r;. Men farta v4 mellom r; og r, trenger ikke a vaere den
samme som farta vg mellom r, og r;. Vi skal ogsa se at vi trenger & definere avstanden
ra som er midlet av avstanden mellom r; og r2, altsa i praksis midtpunktet mellom de
to. Helt tilsvarende er rg midtpunktet mellom r, og r3. Vi skal nd bruke prinsippet om

maksimal aldring til & finne ballens rette verdenslinje...


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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Men stopp en hal! Husker du at prinsippet om maksimal aldring kun
gjelder legemer som er i fri flyt? Alts3 legemer som det ikke
virker noen krefter pa!!! VEL, i generell relativitetsteori er ikke
gravitasjonen regnet som en kraft! Som vi skal se s3 er det
krumningen av tidrommet som gir seg utslag i noe som ser ut som en
kraft. Men ifglge relativitetsteorien sd er det ingen kraft. Dermed
er et legeme under gravitasjonspavirkning enda i fri flyt. Og det er
geometrien til tidrommet kombinert med prinsippet om maksimal
aldring som gir opphav til akselrasjon, ikke noen kraft!


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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Her ser vi igjen 3 mulige verdenslinjer, eller retter sagt det bittelille utsnittet av
mulige verdenslinjer til ballen mellom hgyde r; til r3 fra tidspunkt t; til t3 der det
har konstant hastighet (rett linje) fra ry til r» og en (mulig) annen konstant
hastighet fra ry til r;. Her beveger ballen seg over flere skall sa vi kan ikke anta
lokalt inertialsystem for hele reisen. Dermed ma vi bruke Schwarzschild -geometri.
Kan du sette opp et uttrykk for den totale egentida slik som du gjorde tidligere?

Ikke bla om fgr du har et forslag. Neste side


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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e Ser du nd hvorfor vi trenger ra og rg? Hvis
t < ikke se se denne videoen for utledning og

forklaringer. Vi skal nd bruke prinsippet

om maksimal aldring pa denne egentiden
. 77"3 ' A713 og finne hvilket tidspunkt t,, og
dermed hvilken verdenslinje, som
maksimaliserer egentida.


https://nettskjema.no/a/171674
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https://www.uio.no/studier/emner/matnat/astro/AST2000/h20/undervisningsmateriell/interaktive-forelesningsnotater/2c/videoer/video2c_8.mp4
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Hvis du som fgr deriverer dette med hensyn
pa Atio, setter dette lik 0 og setter inn for

ts egentidene ATi2 og Ao akkurat som fgr
far du da:
( — %) At ( ) Ai‘23
AT - AT23

Hvis ikke, se denne videoen for detaljer.
Ser du ogsa her, pd samme mate som for
eksemplene med Lorentzgeometri, at vi har
funnet en stgrrelse som er bevart langs

o T verdenslina? Hva er denne stgrrelsen?

rL| T2 3
TA B


https://nettskjema.no/a/171674
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AR T YISl Vlaksimal aldring T
N

1

r2

;]

T3

Fikk du at stgrrelsen
1 2M\ At
r ) At
er en stgrrelse som er bevart langs (ved
ekstrapolasjon) hele bevegelsen til ballen?

Men hva i allverden sier dette oss for
noe? | denne videoen skriver vi om og

tolker uttrykket. Neste side
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\EEe oY el Vlaksimal aldring T
N

t3

ty

| videoen ser vi at uttrykket som er bevart

&

T T2
’

Vo

B

L 2M) At
r AT

kan skrives som

2M
1- 22
r

1

V1-v3

der vg, er farta malt av en skallobservatgr
som er pa akkurat det skallet som ballen
er i et gitt gyeblikk. Vi ser at denne
stgrrelsen forteller oss at ballen sakker
farten sin nar den er pa vei oppover i
tyngdefeltet: Hvis dette skal vaere en bevart
stgrrelse, og hvis r gker (ballen beveger seg
oppover), ja da ma vs, minke for & bevare
denne stgrrelsen! Ser du det?

Men hva i allverden er dette for en
stgrrelse? Som vi sd i del 2B sa er et typisk
triks for a tolke relativistiske stgrrelser & ga
til grensen med lave hastigheter og i dette
tilfellet ogsa svake gravitasjonsfelt. Ved
svake gravitasjonsfelt, altsd langt fra sorte
hull bgr vi fa tilbake noe Newtonsk. |
denne videoen rekkeutvikler vi og tolker

uttrykket. QUSSIRSRIISS
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D o o side 30 v o1 ) EUCMINCIEIIIY NN

| videoen sa vi at den bevarte stgrrelsen var tilsvarer total energi per
masse til ballen, hvileenergi, kinetisk energi og potensiell
gravitasjonsenergi i et og samme uttrykk:

E_ [_2M 1 1, M

—_— 14 v - —
m ro./1— Vs2h 2 r
der tilnaermelsen gjelder for lave hastigheter v << 1 og svake

gravitasjonsfelt r >> M, det vi kaller for den klassiske grensen.
Ganger vi opp med m og bruker Sl-enheter ser vi at vi far

1 M
E ~ mc®>+ =mv® — G—m

p
i den klassiske grensen.
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I o o side 31 »v o1 QUCHSIMEICIULY CHNED

Vi har altsa

...med masse m i tyngdefeltet til en kulesymmetrisk massefordeling med
masse M i en koordinatavstand r (husk hvordan dette males) fra sentrum

E_(;_2M)\ At
m r AT

der At/Ar er forholdet mellom et egentidsintervall A7 malt pa klokka
som star fast pd objektet og At som er det tilsvarende tidsintervallet for
langt-vekkobservatgren. Dette kan skrives ut ved hjelp av lokal
skallhastighet vg;, for legemet som

E_ [, 2M_ 1
m_ r /17‘/82}]
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Nytt tema:

Falling, falling...

Dette temaet fortsetter frem til side 41 av 61.

En god strekk pa beina nd sa du ikke faller i sgvn! Ti spensthopp
samt stupe krake 10 ganger pa gulvet (begynner & bli litt vatt ute).

Er tankene klare?



G s errEEE elling, falling... )
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Vi er tilbake til den fritt fallende observatgren. Hun begynner 3 falle radialt
innover mot det sorte hullet fra en veldig stor avstand r — oo og med null
hastighet v = 0. Etterhvert vil gravitasjonen fra det sorte hullet akselerere henne
innover mot hullet. La oss prgve a finne et uttrykk for hastigheten hennes som
funksjon av tida. Aller f@rst: Hva er totalenergien E som hun starter med?
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Forrige side [y ETEEENITD Falling, falling... [ PADLET )
Det ble galt. Ga et par sider
tilbake og se pa uttrykket for
energi i tyngdefeltet. Hva blir
dette nar r er veldig stor og
hastigheten er 07
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L LT alling falling. L
Det ble riktig. Vi begynner med

energi E = m i grensen r — 00 og
v =0. =X
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@D e s 3 o 61 QRMUCRCIILT GIENED

For & komme frem til en hastighet v for det
fallende legemet/osbervatgren skal vi fglge
oppgave 2C.4. Merk at vi fgrst prgver a
finne hastigheten v = dr/dt til det fallende
legemet malt av langt-vekkobservatgren.
Deretter konverterer vi dette uttrykket til
hastighet v, malt av en lokal
skallobservatgr. Pa den maten kan vi
sammenlikne den hastigheten til legemet
som funksjon av tiden sett av de to
forskjellige observatgrene. Det er sterkt
anbefalt at du prgver deg pa denne
oppgaven. Sett deg en kort tidsgrense i
tilfelle du blir stdende fast og bruk
videoen pa neste side til & hjelpe deg kun
til de delene der du sitter fast. Dette er
en meget god eksempeloppgave for a
lere & regne med uttrykket for energi.
(MERK at det i den fgrste oppgaven stir
“information above”, det er det samme som
star pa de 3 foregdende sidene!)

1. Use the relativistic conservation law for en-

ergy and the information above to find a re-
lation between the time intervals dt and dr.

. Use the the relation you found above to-

gether with a well-known relation between
proper time and the space time interval ds
(as well as an appropriate expression for this
interval) to show that

dr\* _(,_2M\*2M
dt) r 7

. Show that the velocity of the falling object as

a function of the distance r from the central
mass is given by

( 2M > 2M
v=—(1-— .
r r

. Use the transformation equations for time

and radial distance between the far-away ob-
server and shell observer to show that the
velocity of the falling object, as observed by
the shell observer at distance r (at the mo-
ment when the object passes the shell), is
given by

o _draa __ [2M
shell = ——— = —
dtshen r
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\EE e TR e, [2lling, falling [0

Fikk du det til? | denne videoen
far du hjelp til utledningene.
Nar du har forstatt hvordan vi
kommer frem til uttrykkene skal vi
begynne 3 tolke dem. La oss
begynne med hastigheten v malt
av langt-vekkobservatgren. Kan du
forenkle dette uttrykket for store
avstander r? Kan du finne et
annet forenklet uttrykk for disse
uttrykkene nar r — 2M?

1. Use the relativistic conservation law for en-

ergy and the information above to find a re-
lation between the time intervals dt and dr.

. Use the the relation you found above to-

gether with a well-known relation between
proper time and the space time interval ds
(as well as an appropriate expression for this
interval) to show that

ar\* _ (2o
dt) r r

. Show that the velocity of the falling object as

a function of the distance r from the central
mass is given by

( 2M > 2M
v=—|1- .
r r

. Use the transformation equations for time

and radial distance between the far-away ob-
server and shell observer to show that the
velocity of the falling object, as observed by
the shell observer at distance r (at the mo-
ment when the object passes the shell), is

given by
drghen [2M
Ve = ——ell /22
T r
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\EE TR, [alling, falling [0

Kan du forklare hvorfor

2M
r

V= —

nar avstanden r er veldig stor, dvs.

vi er langt vekk fra tyngdefeltet?
Ser du at dette er likt uttrykket
som skallobservatgren maler,
hvorfor ma det veere slik? Og kan
du forklare hvorfor

2M

va—(1-22

r

ndr r er naer (men utenfor) 2M?

1. Use the relativistic conservation law for en-

ergy and the information above to find a re-
lation between the time intervals dt and dr.

. Use the the relation you found above to-

gether with a well-known relation between
proper time and the space time interval ds
(as well as an appropriate expression for this
interval) to show that

ar\* _ (2o
dt) r r

. Show that the velocity of the falling object as

a function of the distance r from the central
mass is given by

( 2M > 2M
v=—|1- .
r r

. Use the transformation equations for time

and radial distance between the far-away ob-
server and shell observer to show that the
velocity of the falling object, as observed by
the shell observer at distance r (at the mo-
ment when the object passes the shell), is

given by
drepen [2M
Dol = i — 2
T r
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YR, 2 ling, falling. [ -0 )

Du kan fa bruk for formlene til
hgyre for & svare pa disse

spgrsmalene: Formler du trenger:

o Hva skjer med hastigheten ndr |
legemet enda er langt ute men M
faller innover? Q@ker eller VR —y/ T
minker hastigheten?

L. nar avstanden r er veldig stor
e Og hva skjer nar legemet

og
narmer seg
hendelsehorisonten, gker eller ° oM
minker hastigheten ettersom VR — <1 — T)

det faller innover?

o Huvilken hastighet far det rett nar r er nar (men utenfor)
pa hendelsehorisonten?

Minner igjen om at dette er Neste side

hastighet v = dt/dt malt av
langt-vekkobservatgren!
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\EE TR, [alling, falling [

La oss na se pa hastigheten vy, malt av skallobservatgren pa det
skallet r der ballen passerer pa et gitt gyeblikk.:

[2M
Vsh = —\/ —
p

Dette uttrykket gjelder for hele fallet fra start til slutt. Hvilken
hastighet vil skallobservatgrer pa skall veldig naer hendelsehorisonten
male at legemet har i det det farer forbi?

| denne videoen far du svar pa spgrsmalene fra de foregdende

sidene...


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
https://www.uio.no/studier/emner/matnat/astro/AST2000/h20/undervisningsmateriell/interaktive-forelesningsnotater/2c/videoer/video2c_12.mp4

LY e ailing, falling [0 2
Vi avslutter var studie av det fritt
fallende legemet for denne gang
ved a se pa hva som skjer pa
innsiden av hendelsehorisonten.
Denne videoen tar for seg litt av
hva som skjer der. =D
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D e 6 side 40 2 61 GRMUHRELL G

Oppsummert har vi at:

@ Langt-vekkobservatgren vill aldri se at legemet faller innenfor
eventhorisonten. Han vil se at det sakte min sikkert stopper opp pa
eventhorisonten (vi skal se senere at lyset ogsa blir kraftig
rgdforskgvet, s& han vil til slutt ikke lenger se legemet).

@ Skallobservatgrer naermere og narmere eventhorisonten vil se stadig
gkende fart pd legemet og den vil for skallobservatgrene naermest
eventhorisonten narme seg lysfarta.

@ Den fritt fallende observatgren selv merker ingenting nar hun n3 gar
gjennom eventhorisonten, det skjer ikke noe spesielt der for den som
faller inn (bortsett fra at gravitasjon etterhvert blir veldig sterkt men
det har ikke noe & gjgre med selve hendelsehorisonten, denne effekten
kan begynne lenge fgr r = 2M). Og i forhold til seg selv har hun
alltid hastighet 0.

Som vi ser, tre helt forskjellige hendelseforlgp for 3 forskjellige

observatgrer! Neste side
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Nytt tema:

GPS

Siste tema i denne forelesningen!

| den fysiske forelesningen rekker jeg normalt sdvidt a
begynne pa dette temaet, kanskje 5-6 sider til. Hvis du er
litt sliten nd, bgr du ogsa vente med resten til neste uke.
Er du derimot frisk og opplagt er det ingenting i veien for
a fortsette etter en skikkelig pause.




Do esid 41 o oGRS R

tsatl s Tsaty tsatg ) -Tsatz tsat37 xsat;;

GPS-systemet bestar av 24 satelitter som gar i bane rundt jorden i en
hgyde av omkring 20 000km og med omlgpstid pa 12 timer. Satelittenes
posisjon er beregnet veldig ngyaktig til ethvert tidspunkt. Satelittene har
klokke ombord og sender kontinuerlig ut signaler med beskjed om ngyaktig
fra hvilken posisjon Xsa¢ ; og i hvilket tidspunkt ts, ; dette signalet ble
sendt ut fra satelitt i. Mobilen eller GPS-mottageren din tar imot disse
signalene fra 3 (egentlig 4 men det er en annen historie) av disse
satelittene. GPS-mottakeren din har ogsd en klokke. Tiden t pd mobilen
kombinert med posisjonene Xsat 1, Xsat,2, Xsat,3. Og tidene tear 1, tsat,2 tsat,3
som den mottar fra 3 satelitter er nok til & beregne din posisjon x.


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t

@D e e side 12 v o1 ) TR G

tsatl , xsatl tsatza Tsatq tsatga -Tsatg

IWQ&EJ? WO \ ~
AN / /}\m\lm
N //CAtQ -7
At\ / - -
C 1\\\ // PP CAtg
T
N~
z,t

Her har du 3 ukjente som er de 3 komponentene av
posisjonsvektoren din x. Kan du skrive opp 3 likninger for
a Igse disse? Dvs. de 3 likningene som GPS-mottakeren
Igser for & finne din posisjon? Merk at du ikke skal lgse
likningene, kun skrive de opp!. Bruk gjerne Sl-enheter
na isteden for relativistiske enheter.
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Forrige side GPS :]

tsatl , L saty

i
\
AN

Fikk du det til??? Trenger du et hint?
Neida, fikk det til jeg! Gjerne et hint ja!


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t

Forrige side GPS [ PADLET ]

tsat3 9 xsatg

By

Fikk du det til??? Trenger du et hint?
Neida, fikk det til jeg! Gjerne et hint ja!

Strekning er lik fart ganger tid. Hvor lang tid bruker hver
av signalene fra satelitten frem til GPS-mottakeren? Det

er 3 slike signaler! (NSTRAFJEE AEE!


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t

Do e side 44 ov o1 GO D

|f - fsat1| = C(t - tsatl) = CAtl:

|f - fsat2| - C(t - tsat?) = CAtQ:

|f — fsat3| = C(t — tsatS) = CAt3.
Fikk du disse likningene? Her er At; tiden det tar for hver
av de 3 signalene 3 ga fra satelitt og frem til mottaker. Vi
skal ikke Igse disse likningene i sin helhet her, men jeg vi

prgve d overbevise deg om at svaret, f.eks. for
x-komponenten kommer til & inneholde flere ledd av typen

x = et eller annet ganger cAt; + ...

hgres det sannsynlig ut?
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Do o side 45 ov oGRS CHD

Hvis du er enig i det, sd la oss som eksempel bare anta for
enkelhetsskyld til fgrste orden at

X ~ cAt

(Igsningen kommer til & ha mange ledd av denne typen til
fgrste orden) Her er jo Aty tiden det tar fra signalet ble
sendt ut fra satelitt 1 til det blir mottatt pa
GPS-mottakeren, altsa

Atl =t—- tsat,l

Huvis tidsintervallet At; blir malt feil med kun 1
mikrosekund (10’6 sekunder, hvor stor blir feilen i

posisjon?? ( )¢ )

( ) )
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G epeaEGe GPS [ )
Her var du litt rask, prgv igjen,
dette far du til!
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@D © o side 4 »v 61 (KR RN
Nettopp! Hele 300 meter feil
med bare et mikrosekund
bom pa tiden. Da ma
tidsmalingen veere veldig ngyaktig
for at du skal fa meningsfull
posisjon med GPS. Men ser du et
problem her???

( )
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D e e side 47 2 o1 TS CREED

Vi jordboere og satelittene er vel begge skallobservatgrer
i hvert sitt skall? Vi gar rundt med omkring fast avstand r
til jordas sentrum, samme gj@r satelittene men med en
annen r. Dermed gar satelittklokkene med en annen
hastighet enn vare klokker!. Hvordan var nd dette
igjen, gar satelittklokkene fortere eller saktere enn vare

PSS I [ror jeg husker...
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CIETD e o side 48 ov oG CHD

Var det ikke slik at tiden gar saktere nede i et tyngdefelt? Altsa at tiden var gar
saktere enn klokkene i satelitten? Vi hadde:

Aty = (1 — @)At

Men hvor mye saktere gar klokkene vare? Blir det stgrrelseorden
mikrosekund? Isafall kan det ha stor effekt pa posisjonsmalinger med GPS. Men
det er en ting til: Satelittene har en ganske hgy hastighet i forhold til oss, da
kommer ogsa spesiell relativitetsteori inn! Men hvilken vei virker den? Gar
klokkene vare fortere eller saktere enn satelittens klokker pd grunn av spesiell

relativitet? Jeg har tenkt og vet svaret!
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CIETD e o side 48 ov oG CHD

Var det ikke slik at tiden gar saktere nede i et tyngdefelt? Altsa at tiden var gar
saktere enn klokkene i satelitten? Vi hadde:

Aty = (1 — @)At

Men hvor mye saktere gar klokkene vare? Blir det stgrrelseorden
mikrosekund? Isafall kan det ha stor effekt pa posisjonsmalinger med GPS. Men
det er en ting til: Satelittene har en ganske hgy hastighet i forhold til oss, da
kommer ogsa spesiell relativitetsteori inn! Men hvilken vei virker den? Gar
klokkene vare fortere eller saktere enn satelittens klokker pd grunn av spesiell

relativitet? Jeg har tenkt og vet svaret!

Var det ikke slik at At = yA7? Der t er lab-tida, altsa tida var mens 7 er
egentida til satelitten (toget)? Husk at 7 er en forstgrrelsefaktor. Vi husker at vi
ser alt i saktefilm i toget slik at tiden mellom to tikk pa klokka i toget tok lenger
tid pd vare klokker, At > Ar. Altsa at vare klokker gar raskere enn
satelittklokkene!. Denne er ngyaktig motsatt av den generell-relativistiske effekten
der vare klokker gér fortere enn satelittklokkene pd grunn av tyngdefeltet. De to
effektene motvirker altsa hverandre, men nuller de hverandre ut?? Det m3

vi sjekke na! Neste side
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Do e side 49 ov o1 EEERD D

Vi skal se at Schwarzschild -geometrien inneholder b3ade generell og
spesiell relativitetsteori sammen slik at ogsa effektene av hastighet er
med. For 3 finne hvor mye fortere eller saktere vare klokker gar i
forhold til satelittklokkene, trenger vi 3 finne forskjellen mellom et
tidsintervall A7y, pa en satelittklokke, f.eks. to tikk pa
satelittklokken, og hvor lang tid ATy, det gar pd vare klokker
mellom disse to tikkene. Er denne forskjellen s3 stor at den kan
medfgre at vi beregner gale reisetider til signalene og dermed gale
posisjoner med GPS? Merk at vi her skal bruke egentid A7 for bade
satelittene og oss selv. Altsa tid malt pa klokker som star fast pa
satelittene og andre som star fast pd oss. Men begge disse

egentidene tikker med forskjellig hastighet.


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t

CIETD e o side 50 ov o1 (G CHD

Har du lagt merke til at vi egentlig skal transformere tidsintervall
mellom to skallobservatgrer? Gitt at det tar et tidsintervall A7y,
mellom to tikk pa klokka til satelitten, s3 vil vi finne hvor lang tid
ATiq det tar pd var klokke mellom de to tikkene. Vi har oss selv
som er skallobservatgrene pd jorda med fast avstands-koordinat rig.q
og med en tangensialhastighet (pa grunn av jordas rotasjon) pa vy jora
langs skallet vart. Satelittene er ogsa skallobservatgrer som er fast pd
skallet i avstand r,,; og med en tangensialhastighet langs skallet sitt
SOm er Vy ¢ gitt av banehastigheten.Men vi har sa langt bare
utledet transformasjonen av et tidsintervall At for
langt-vekkobservatgren til et skalltidsintervall At for et gitt
skall! Vi har ikke utledet denne transformasjonen mellom to
skall som er det vi trenger her!. Men vi har egentlig det vi trenger

for & gjgre denne transformasjonen, ser du det?? Neste side
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L O B[ side 51 av 61 _IKEIRRN GRIRNRID

Her bgr du prgve a se om du finner
en Igsning. Dette kan vare en
typisk oppgave... @ifimpEEED
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L O B[ side 51 av 61 _IKEIRRN GRIRNRID

Her bgr du prgve a se om du finner
en Igsning. Dette kan vare en
typisk oppgave... @ifimpEEED

Det fikk du pa forrige side, selv om
det ikke star eksplisitt at det er et
hint...  Jeg har tenkt og tenkt...


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t

Do 6sid 52 v oGRS CEEEED

Prinsippet er som fglger:

@ La oss ta f.eks. to tikk pa (egentids-)klokka til satelitten. Vi kaller
tidsintervallet mellom disse for A7g,t.

@ Vi vet dermed at vi kan regne dette om til et tidsintervall At for
langt-vekkobservatgren. For langt-vekkobservatgren tar det altsd et
tidsintervall At mellom de to tikkene pa satelittklokka.

@ Men vi kan igjen regne om et tidsintervall for langt-vekkobservatgren
til et tidsintervall pa vart skall. Altsd vi kan finne ut hvor lang tid det
tar pa vare (egentids-)klokker ATj,q for et tidsintervall At pa
langt-vekk-klokka.

@ Men siden tidsintervallet At pa langt-vekk-klokka tilsvarer
tidsintervallet A7zt mellom to tikk pa satelittklokka, s& har vi altsa
funnet tidsintervallet A7j,,q malt av oss mellom de to tikkene pa
satelittklokka

Vi trenger altsd & finne noen uttrykk for A7y, og ATjorq, begge uttrykt
ved det felles langt-vekk-tidsintervallet At. Kan du se hvordan vi kan

finne et slikt uttrykk? Absolutt, dette kan jeg!


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t

CIEED o 6 side 53 v o1 EIEY CHEEED

La oss begynne med Arg,t, kan du finne et uttrykk for denne som ogsa

inneholder At?
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Do i 53 v oG CHEEEED

La oss begynne med Arg,t, kan du finne et uttrykk for denne som ogsa

inneholder At?

Et egettidsintervall mellom to eventer er vel lik tidromsintervallet mellom

Siden vi n3 skal ga fra et skall til et annet s3 kan vi ikke anta lokalt
inertialsystem, da ma vi bruke full Schwarzschild -geometri:

2M Ar2,
Ar? sat — = As® = <1 - r) At? - ( _ i) - satAd)sat
r

der As og At altsd er tidroms- og langt-vekktidsintervall mellom de to

tikkene pa satelittklokka.
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Do i 53 v oG CHEEEED

La oss begynne med Arg,t, kan du finne et uttrykk for denne som ogsa

inneholder At?

Et egettidsintervall mellom to eventer er vel lik tidromsintervallet mellom

Siden vi n3 skal ga fra et skall til et annet s3 kan vi ikke anta lokalt
inertialsystem, da ma vi bruke full Schwarzschild -geometri:

2M Ar2,
Ar? sat — = As® = <1 - r) At? - ( _ i) - satAd)sat
r

der As og At altsd er tidroms- og langt-vekktidsintervall mellom de to

tikkene pa satelittklokka.

Men satelitten endrer vel ikke r-poisjon? Den er jo fast pa et skall, sa
vi far vel Argyy = 0 som gir

2M
AT sat — (1 - r> At2 - satA¢sat


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t

@ ®(_side 54 av 61 GPS -

Vi hadde altsa

oM
AT2, = (1 - ) At? — 2 NP>

S sat
Isat

Men vi har en Aggat her! Hadde det ikke vaert bedre 3 fa inn
satelitthastigheten vy 441 ? Hvordan kan du gjgre det?

Jeg har tenkt og har et forslag...
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@ ®(_side 54 av 61 GPS -

Vi hadde altsa

2M
AT2at = (1 - ) Atz - rs2atA¢§at

s
Isat

Men vi har en Aggat her! Hadde det ikke vaert bedre 3 fa inn
satelitthastigheten vy 441 ? Hvordan kan du gjgre det?

Jeg har tenkt og har et forslag...

Vi vet jo fra celestmekanikk at tangensialhastighet er gitt ved
vy = r¢ = rA¢/At, ikke sant? Omskrevet har vi da rA¢ = vpAt. Insatt
gir det oss

2M
A2, = At? (1 - — vg,m>

Isat
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https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t

CIETD e o side 55 ov oG CHD

Vi kan bruke ngyaktig samme tankegang for oss selv som skallobservatgrer
og komme frem til ngyakti samme uttrykk:

2M
Aszord = At2 <1 - - V¢25,j0rd>
Hord

Sammen med uttrykket for satelitten fra forrige side

oM
A2, = At? (1 - - vi,sat>

Isat

kan vi na finne forholdet A’Tjord/ATsat som sier oss forholdet mellom et
tidsintervall pa satelittklokke og var egen klokke. Vi deler rett og slett de
to likningen pad hverandre og tar kvadratroten:

_2M 2

A7-jOI'd _ Ford V¢7j0rd
= —2M _ 2

ATsat Isat ¢,sat

Legg merke til at tidsintervallet At blir forkortet vekk siden vi ser pd det
samme tidsintervallet (for langt-vekkobservatgren) i begge tilfeller.
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D o o e 5% v o1 QEE G
Pent lite uttrykk, hva?

).
ATiwd |17 o — Yrjord
ATgat \ 1-2M _ 2

I'sat Qb,S&t

Hvis vi lar tyngdefeltet her bli veldig svakt, si M — 0 og vi lar oss selv sta
i 10 Vg iora = 0, ser du hva vi far da? Star det ikke da egentlig her at

At = yA7? Slik ser vi at den spesielle relativitetsteorien er innebakt i
Schwarzschild -geometrien, nar tyngdefeltet er lite far vi tilbake Lorentz.
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CIEETD e o side 57 av oG CHED

_2M 2

ATjOI‘d _ Ford V¢7j0rd
- 2M 2

ATsat 1- Feat V¢7sat

La oss prgve & sette inn tall: Vi kjenner avstanden til jordas overflate

riord =~ 6000 km og satelittene gar i en hgyde av 20 000 km som betyr

rsat =~ 26000 km. Det holder med omtrentlige tall her, vi skal jo kun gjgre
et overslag for & finne stgrrelseorden. Et punkt p3 jordoverflaten snurrer en
gang rundt i Igpet av omkring 24 timer, altsa er

Vg jord = 2 % 6000/(24 x 3600) km/s og satelittene bruker 12 timer pa en
runde, altsd vy ¢ = 27 X 26000/(12 x 3600) km/s. Vi fant pa forrige
forelesning at jordas masse i meter er M = 4.45 mm. Husk at
hastighetene ma deles pa lyshastigheten for a fa relativistiske

enhetert. Sett inn disse tallene i telleren og
nevneren av brgken hver for seg! Huvilke
ta” flkk dU?Det er svaert viktig at du faktisk gjgr dette, du

kommer til § oppdage noe! Neste side
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@D @ o side 58 ov o1 ) ETED G

Fikk du noe alla 0.99999999 og kanskje til
slutt noen andre siffer? For bade telleren
og nevneren? Fikk du ikke det, har du
gjort noe galt, du skal fa det!.Men dele
to slike tall pa hverandre? Og deretter ta
kvadratroten??? Her er det duket for
store numeriske feil!!!
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D e o side 59 ov o1 G CHNED

2M 2

ATiora T Tora  Vojord
ATy —2M _ 2
sat 1 Isat Vd)asat

Dette skjer selvfglgelig fordi bdde 2M/r og v? er mye mindre enn 1
bade i teller og nevner. Vi har altsd 1 og trekker fra noen bittesma
tall. Dette vil alltid skje nar du bruker relativitetsteori pa
“hverdagen”, altsa lave hastigheter og svake

gravitasjonsfelt.Hva gj¢r vi da??? ForSIag til

|¢sning? Jeg tror jeg vet det...
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CIEED o 6 side 60 av o1 ETEY GRS

1_2M 2

ATiora Fora  Véjord
- 2M _ 2
ATsat 1 - Isat Vd):sat

Jaaaa, altsd hvis 2M/r og v? er sma stgrrelser, hvorfor ikke
rekkeutvikle i disse? Da skulle vi ende opp med polynomer som vi
fint kan regne uten numeriske problemer. Dette pleier & vaere
Igsningen!. Men hvordan vil du ga frem for a rekkeutvikle her?

Tjaaaaaa...


https://nettskjema.no/a/171674
https://uio.padlet.org/fkhansen/9izkv0g8nc99ys5t
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CITTTD o e side 60 av 61 )G CRENNEID

1_ 2M 2

ATiora Ford  Vg,jord
- _aM _ 2
ATsat 1 Isat Vd):sat

Jaaaa, altsd hvis 2M/r og v? er sma stgrrelser, hvorfor ikke
rekkeutvikle i disse? Da skulle vi ende opp med polynomer som vi
fint kan regne uten numeriske problemer. Dette pleier & vaere
Igsningen!. Men hvordan vil du ga frem for a rekkeutvikle her?

| denne videoen far du hjelp...
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CIETD e o side 61 av o1 (GRS CHD

Vi far altsa:

ATiord M M 1
= jord ~1 =+ ( — > =+ E(Vé,sat — Vc%,jord)

ATgat Isat lord

Her har vi altsd et uttrykk for hvor mye fortere en klokke gar enn den
andre. Anta at klokka i GPS-satelittene ble synkronisert med jord-klokker i
det gyeblikk satelittene begynte & bli operasjonelle. Et dggn, ngyaktig 24
timer senere, malt pa satelittklokkene, hvor mye har klokkene pa jorda
gatt? Huvis vi setter A7y, = 24 timer s ser vi at det fgrste leddet etter
1-tallet, det leddet som korrigere for relativistiske effekter fra tyngdefeltet
gir oss -49 mikrosekunder mens det andre leddet som avhenger av
hastighet og dermed kommer fra spesiell relativitetsteori gir oss +7
mikrosekunder. Totalt er det da en forskjell mellom GPS-klokker og
jordklokker pa 42 mikrosekunder! Huvis vi igjen ser pé Igsningen av
likningene for & finne din posisjon s3 gir dette en posisjonsfeil av
stgrrelseorden Ax = ¢ x 42us ~ 13km!!l. Etter et ddggn ville
GPS-systemet vaert ubruklig hvis det ikke tar hensyn til relativistiske
korreksjoner, bade fra generell og spesiell relativitetsteori!
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@ ® Du er ferdig med forelesning 2 av 2 i del 2C.. Du bgr na:

Du bgr kjenne til de 3 observatgrene som brukes i et Schwarzschild -tidrom. Du
bgr vite hvordan disse maler avstander og tidsintervaller mellom eventer og hvilke
koordianter de bruker.

Du bgr kjenne til betingelsene for & kunne bruke antakelsen om lokalt
inertialsystem og hva det innebaerer.

@ Du bgr kunne bruke uttrykket for As i Schwarzschild -geometri.

@ Du bgr kunne bruke prinsippet om maksimal aldring til & utlede energi og

bevegelsemengdebevaring i Lorentz- og i Schwarzschild -geometri.

Du bgr kjenne til og kunne bruke uttrykket for total relativistisk energi i
Schwarzschild -geometri. Du bgr ogsd kjenne de to formene uttrykket kan skrives
pa og kunne utlede det ene fra det andre.

Du bgr kjenne til hvordan forskjellige observatgrer opplever at noe faller inn mot et
sort hull.

Du bgr kunne utlede hvordan man finner hvor fort klokker tikker for en
skallobservatgr i forhold til langt-vekkobservatgren og i forhold til en annen
skallobservatgr. Spesielt bgr du kunne bruke dette til & vise hvorfor man trenger a
ta i bruk relativistiske korreksjoner ndr man bruker GPS.

Flott hvis du nd kan klikke pa smilefjesene over og fortelle hva du synes om dette
interaktive forelesningsnotatet. Hva var bra og ngyaktig hva kan forbedres? All ris og
ros mottaes med takk!
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