UNIVERSITETET I OSLO

Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Eksamen i: FYS-MEK 1110
Eksamensdag: 3 juni 2015
Tid for eksamen: 14:30 — 18:30 (4 timer)
Oppgavesettet er pa 5 sider
Vedlegg: Formelark
Tillatte hjelpemidler:
@grim og Lian: Starrelser og enheter i fysikk og teknikk eller
Angell, Lian, @grim: Fysiske stgrrelser og enheter: Navn og symboler
Rottmann: Matematisk formelsamling
Elektronisk kalkulator av godkjent type.

Kontroller at oppgavesettet er komplett far du begynner a besvare spgrsmalene.
Husk & forklare hvordan du lgser problemene og begrunn svarene dine.

Oppgave 1 (8 poeng)

To planeter med henholdsvis masse m og 2m beveger seg i sirkuleere baner rundt en stjerne
med masse M i avstand R og 2R. Kraften som virker fra stjernen pa planetene er gitt ved
Newtons gravitasjonslov:
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Massen til stjernen er mye starre enn massen til planetene: M > m. Du kan anta at stjernen er
i ro og kraften mellom de to planetene kan neglisjeres.

a. Finn banehastigheten til planetene. Hvilken planet har stgrre banehastighet? (4 poeng)

Planeten beveger seg pa en sirkelbane og gravitasjon er arsak til
sentripetalakselerasjon:
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Jo mindre avstand fra stjernen jo starre er farten.
b. Finn spinnet til planetene rundt stjernen. Hvilken planet har stgrre spinn? (4 poeng)

Hastigheten er vinkelrett pa posisjonsvektor:
|T| = |¥ x m¥| = rmv = mVGMr
Planeten med stgrre avstand har ogsa sterre masse og derfor starre spinn.



Oppgave 2 (5 poeng)

Du studerer bevegelsen til et gyroskop i auditoriet pa
Blindern og du maler at presesjonsbevegelsen har en
vinkelhastighet pa Q = 0.3 rad/s. Hvis du tar det samme
gyroskopet til manen, der tyngdeakselerasjonen er en

sjettedel sammenlignet med den pa jorden, g, = %gE, og du

setter opp forsgket pa identisk mate, hvilken vinkelhastighet
vil du male for presesjonsbevegelsen? Forklar!

Vi antar at gyroskopet roterer med vinkelhastighet w. “[rJ " brecession
Spinnet til gyroskopet er | = Iw. Gravitasjonskraften
G = mg angriper i massesenteret i avstand d fra stettepunktet og gir et kraftmoment i
horisontal retning som endrer spinnaksen. Som resultat far vi en presesjonsbevegelse. Pa
manen er gravitasjonskraften bare en sjettedel, og dermed er ogsa kraftmomentet bare en
sjettedel. Endringen i spinnaksen er derfor seks ganger mindre, som betyr at
presesjonsbevegelse har seks ganger mindre vinkelhastighet:
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Oppgave 3 (8 poeng)
Et stupebrett med lengde L er festet i den ene enden »=§' M
og stgttet nedenfra i et punkt som ligger i en avstand

éL fra den fastspente enden (se figur). Brettet er stivt

og har masse m. En person med masse M star pa den I ,‘ m
frie enden av brettet.

5
')

a. Tegn et frilegeme diagram for stupebrettet og
navngi alle kreftene. (3 poeng)

Kontaktkrefter:

Fy: kraft fra stigen pa stupebrettet

132: kraft fra stgttepunktet pa stupebrettet
17"1: kraft fra personen pa stupebrettet

Langtrekkende kraft: gravitasjon G
b. Finn kraften som virker pa stettepunktet og kraften pa den fastspente enden av brettet.
Skriv kreftene som funksjon av massene m og M og tyngdeakselerasjonen g.

(5 poeng)

B

N

Gravitasjonskraft: G = mg
Kraft fra personen: N; = Mg
Nettokraftmoment om venstre enden:

NL L MgL =0
23 ng gL =

Ny = g +3Mg = 3 (T+M)
2 =5Mmg 9=2935
Nettokraft i vertical retning:
N, —N,—mg—Mg=0
1
N1=N2—mg—Mg=§mg+2Mg
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Oppgave 4 (17 poeng)

I denne oppgaven skal vi studere et atom pa en atomer overflate. Vi beskriver
vekselvirkningen mellom atomet og overflaten ved den potensielle energien til atomet som
funksjon av posisjonen x langs overflaten:

U(x) = U, (1 — cos (%))

Atomet har massen m og beveger seg kun langs x aksen. Du kan neglisjere alle andre krefter.

a. Finn et uttrykk for kraften som virker pa atomet. (3 poeng)

dUu 21 - (2mx
= —E = —x—OUOSHl(x—O)
b. Visatndr x < x, kan bevegelsesligningen tiln@rmet skrives som:
d?x 5
E = —w"X

og finn w. Beskriv bevegelsen til atomet i1 dette grensetilfelle. (5 poeng)

Det ble kunngjort under eksamen at det var en skrivefeil i oppgaveteksten og at
ligningen er:

d*x "
proiai
For smé ¢ kan vi rekkeutvikle sin(¢) = ¢ + 0(¢3) = ¢
d?x F U (27:)2 ,
—=a=—=—-——(—) x=—-wx
dt? m m \x,
hvor
2 U,
w=— |—
Xo | M

Denne ligningen beskriver en harmonisk oscillator. Atomet vil vibrere omkring med
en periodetid T = Zf Amplituden i oscillasjonen er avhengig av initialbetingelsene.

Tilnermingen gjelder kun for sma utslag.

c. Atomet starter i posisjonen x = 0 med hastigheten v,. Hvor stor méd vyvare for at
atomet skal né posisjonen x = 4x,? Skisser bevegelsen x(t) og v(t) til atomet i dette
tilfellet. (4 poeng)

Atomet beveger seg i et potensial og er ikke pavirket av noen ikke-konservative

krefter. Den totale mekaniske energien til atomet er derfor bevart. For at atomet skal

na en avstand x = 4x, ma den ha tilstrekkelig total energi til & komme ut av

potensialbrennen omkring x = 0. Den maksimale potensielle energien er U = 2U,,.

Den initielle kinetiske energien ma derfor vaere storre enn dette:
E=Ky+Uy=K; +U;

hvor

1 5
K0+U0=§mv0+0
0g
L
K1+U1 =—m171 +2U0

2
Den minste kinetiske energien som skal til finner vi ved & sette v; = 0 slik at atomet
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akkurat kommer forbi ”toppen i energilandskapet”.

Emvg = 2U,

L

Vo = m

d. For 4 lose bevegelsesligningene for atomet i det generelle tilfellet har du utviklet et
program som finner posisjonen og hastigheten til atomet numerisk ved hjelp av Eulers
metode. Du gjor en simulering med realistiske parametere og initialbetingelsene x = 0
og v = v, ved tiden t = 0 og far resultatet 1 figuren nedenfor. Er resultatet fornuftig?
Forklar! (5 poeng)

Forst svinger atomet i et
potensialminimum, men =
etterpa klarer atomet &
komme over toppen i
potensialet og bevege seg 0 5 , 10 15
langs overflaten. Fordi °

atomet kun er pavirket av
kraften som er
konservativ, skal den
totale energien vare
bevart. Det er klart fra 2 : :
figuren at energien i iy
simuleringen ikke er

bevart. For eksempel ser vi at den maksimale hastigheten ved x = 0 gker med tiden.
Fenomenet vi observerer er derfor ikke en fysisk effekt, men et resultat av at Eulers
metode ikke er egnet til 4 lose dette problemet. Vi ville fatt bedre resultater ved for
eksempel 4 bruke Euler-Cromer metoden. Hensikten med denne oppgaven er at du
skal bruke din fysiske innsikt om energibevaring til & vurdere et resultat.

Oppgave 5 (26 poeng)

Et mal pa en skytebane bestdr av en tynn kvadratisk metallskive som henger ned vertikalt fra
et hengsel. Skiven kan rotere fritt uten friksjon om en horisontal akse langs sin egvre kant.
Skiven har masse M og kantene har lengde d. Treghetsmomentet til skiven om rotasjonsaksen

erl = iM d?. En blykule med masse m = % treffer skiven midt i blinken med hastighet v,.

Prosjektilet fester seg midt pad skiven og prosjektil og skive beveger seg som ett etter
kollisjonen. Du kan anta at kulen har ingen utstrekning.

\
o
N v



a. Vis at treghetsmomentet til hele systemet som bestar av skiven og prosjektilet kan
skrives som:

Iior = —md?
tot 4m

(3 poeng)

Treghetsmomentet til hele systemet er:
2

1 —1Md2+ <d> = d2(1+1>—5 da?
tot =3 m2) T 2) ~ 4™
b. Diskuter hvilke av folgende storrelser er bevart under kollisjonen mellom prosjektilet

og skiven: mekanisk energi, bevegelsesmengde, spinn. Begrunn svarene dine!
(5 poeng)
Prosjektilet og skiven beveger seg som ett etter en fullstendig uelastisk kollisjon.
Energi er derfor ikke bevart. Under kollisjonen oppstar en ytre kraft fra hengselen pa
skiven som ogsa har en horisontal komponent. Siden den ytre nettokraften er ikke null
er bevegelsesmengde ikke bevart. Kraft i hengselen har ingen kraftarm og gir ingen
kraftmoment. Gravitasjonskraft er parallell med kraftarm og gir ingen kraftmoment
heller. Siden nettokraftmomentet er null er spinn bevart.

c. Vis at vinkelhastigheten til skiven etter kollisjonen med prosjektilet er:

_ 2
“T5q
(4 poeng)
Vi bruker bevaring av spinn om hengselet:
mvog =lw = Z‘mdzw
2 v,
©=57

d. Hvilken hoyde h over likevektsposisjonen ndr massesenteret til skiven for den
begynner 4 svinge ned igjen? (4 poeng)

Etter kollisjonen svinger skiven opp. Siden hengselet er friksjonsfritt kan vi bruker
energibevaring:

1
Elwz = (M +m)gh

8 5d
1§
40 g
e. Hvor stor mé hastigheten til prosjektilet vaere for at skiven gjor en full rotasjon?
(3 poeng)

1 v

d=——

40 g

vy = +/40dg

I resten av oppgaven bruker vi et gummiprosjektil i stedet for en blykule. Gummiprosjektilet
har samme masse m = % og treffer skiven ogsé 1 sentrum, men den spretter tilbake med

hastighet v, etter en elastisk kollisjon med skiven.



f. Vis at hastighet til prosjektilet umiddelbart etter kollisjonen er

3
171 = __vo

5
(5 points)
Vi bruker igjen spinnbevaring. Ver oppmerksom at vi méler hastighet v; i samme
retning som v,. Vi ma ogsa bruke treghetsmomentet til skiven alene.
mvoz =lw +mv1§
d 1
m(vy — vy) i §Md2w =md?w
dw == (vg —
w 2 (v — v1)

Kollisjonen er elastisk og energien er bevart:

1 1 1
Emvg = Elwz +Em1712
mws — vi) = md?w?

(vo —v)(Wo +vy) = %(Vo —v;)?

1
(o +v1) = 4 (vo —v1)

3 5

ZUO = _ZU]_
3

v = _EUO

g. Finn vinkelhastigheten til skiven umiddelbart etter kollisjonen. Hvilken kule gir en
storre hayde h? (3 poeng)

Vi bruker resultatet fra f:
1 ( N 3 ) 4
“ =24\ T5") 75y
Sammenlignet med oppgave c. er vinkelhastighet dobbelt sa stor. Skiven vil svinge
opp til en sterre hayde med gummiprosjektilet.

Oppgave 6 (30 poeng)

. . . o o
En sylinder som roterer om sin symmetriakse settes ned pa —
en horisontal flate. Sylinderen har masse m, radius R, og m

treghetsmomentet er | = %mRZ. I begynnelsen sklir

/R \
sylinderen, og den dynamiske friksjonskoeffisienten {\ g /
mellom sylinderen og overflaten er u,. Tyngdens AV J
akselerasjon er g. Vi velger x-aksen horisontal langs flaten — L >

som vist 1 figuren. Sylinderen settes ned ved tidspunkt
t = 01 posisjon x(0) = x, = 0. Initialhastigheten er v(0) = v, = 0, og i begynnelsen er
vinkelhastigheten @, = —wgk, som betyr at sylinderen roterer med klokken. Du kan se bort
fra luftmotstanden.

a. Tegn et frilegeme diagram for sylinderen og uttrykk alle krefter ved hjelp av m, g, og
p. (4 poeng)

gravitasjon: G = -mgj



normalkraft: N

friksjonskraft: f

Newtons andre lov 1 y retning:
N+G=0 = ﬁ:mw

Sa lenge hjulet glir mot underlaget er det

dynamisk friksjon: f = ,u|17|i = umg1

b. Finn posisjonen til sylinderen som funksjon av tiden fram til det eyeblikket da
sylinderen begynner & rulle uten a skli. (4 poeng)

Newtons andre lov i x retning: f = umgi = md,
konstant akselerasjon i x retning: a, = ug

v(t) — v = fot a,dt = v(t) = ugt
x(t) —xg = fot vdt = x(t) = %,ugt2
Det gjelder bare sa lenge sylinderen glir siden vi har brukt en dynamisk friksjonskraft.

c. Finn vinkelhastigheten til sylinderen som funksjon av tiden fram til det ayeblikket da
sylinderen begynner a rulle uten a skli. (5 poeng)

Kraftmoment fra friksjonskraften: 7 = —Rj x fi = umgRk

Kraftmomentet bremser rotasjonsbevegelsen til hjulet. Vi bruker spinnsatsen: 7 = Ia
, _MmgR P 2umgR P 2ug P
a = = =

I mR? R
Vi finner vinkelhastigheten ved integrasjon:

t
2 ~
w(t) —wy = j&dt = %tk
’ 2
@(t) = —wok + %‘gtl}

d. Vis at sylinderen begynner a rulle uten a skli ved tiden t = %. (4 poeng)

Hjulet ruller nar: v = —wR. Vi setter inn resultatene fra b) og c):
pgt = woR — 2ugt
_ woR
3ug

I resten av oppgaven betrakter vi en enkel modell for
en lekebil. Bilen bestér av to identiske hjul som er
festet ssmmen med en masselgs stang som vist 1
figuren. Hvert hjul har masse m, radius R, og

treghetsmoment [ = %mRZ. Hjulene roterer uten

friksjon om festene i stangen. Til & begynne med gis

det bakerste hjul A en vinkelhastighet W, = —wgk.
Hjul B pé fremre enden starter i ro. Bilen settes ned
pa en horisontal flate og slippes fri. Vi antar at 1 begynnelsen vil det bakerste hjul A skli mot
underlaget, mens det fremre hjul B vil rulle uten & skli. De dynamiske og statiske
friksjonskoeffisienter er henholdsvis p; og us.

e. Tegn et frilegemediagram separat for begge hjulene og navngi alle kreftene. (3 poeng)
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G: gravitasjon

N: Normalkraft fra bakken

F: Kontaktkraft fra stangen

fq: dynamisk friksjonskraft (hjul sklir)

fs: statisk friksjonskraft (hjul ruller)

Vis at den statiske friksjonskraften mellom hjul B og underlaget er relatert til
akselerasjonen som:

fs ==ma

(5 poeng)
Kraftmoment pa hjul B: bare friksjonskraften gir et kraftmoment:
T=—-Rjx (—f;l) = —Rf;k
Spinnsats:
T=—-Rf.k=1Ia
Hjul B fér en vinkelakselerasjon i negativ z retning, dvs. med klokken.
Vi vet at hjul B ruller uten a skli. Rullebetingelse: v = —Rw = a = —Ra
a
Rfs =1—=
Js R
1 1
fs = Rz@=37ma
Vis at akselerasjonen til bilen etter at den er satt ned pa flaten er:

2
a=cug

(5 poeng)

Siden de to hjul er festet sammen med en stang er akselerasjonen i x retning den
samme for begge hjul: ay = ag = a
Newtons andre lov for hjul A: = usmg — F
Newtons andre lov for hjul B: = F — f;
Vi tar summen og vi setter inn:
1
Zma = pgmg — fs = pamg —5ma
2



Oppgave 7 (6 poeng)

Romskipet Enterprise er forfulgt av et fiendtlig Klingon Bird-of-Prey romskip. En observater
pa jorden (i system S) maéler at hastigheten til Enterprise er vy = 0.4 c i retning bort fra
jorden og hastigheten til Klingon skipet er vy = 0.5 ¢ 1 samme retning. Hva er hastigheten
vg' til Klingon skipet som Captain Kirk maler fra Enterprise (i system S')?

Relativhastighet mellom system S og S": u = vy

Det sakes hastighet vy’ til Klingon skipet i system S’. Vi bruker Lotrentz transformasjon:
Ax' Ax—uAt  F-u Vi — Vg 0.1c 0195

_[ ] = = = = . C

At At—GAx  1-28 1-Zyvy 1-05-04

Cc

Vg =

ok ok ok

Dette er siste ark i oppgavesettet. Lykke til med oppgavene!



Formelark FYS-MEK 1110

> 5> dp > S ar
ZF=ma=d—f,hvorp=mv=m—oga=—=—

Konstantd: ¥ =%, +dt, 7 =71+ ¥t+3dt? v:i—vi=2d-(F—1,)
Konstanta: w = wy+ at, 8 =0y + wyt + %atz, w? — w3 =2a(6 — 0y)
Baneakselerasjon: a= d—ﬁﬁT + v—zﬁN

dt p
Rotasjon: V=@ XT, Ad=aX7+wX(wx7)
Galilei transformasjon: # = R +7#/, #=V +%'
Fjeerkraft: F(x) = —k(x — x,), Iuftmotstand: FE, = —k® eller F, = —Dv®
Statisk friksjon: |F;| < ugN,  dynamisk friksjon: |Fyl = ugN

Arbeid: W,z = ffﬁ -dr¥ = Kz — K,, kinetisk energi: K = %mv2
Potensiell energi for gravitasjon: U =mgy, for fjeerkraft: U = %k(x —x0)?
Konservativ kraft: F=-VUu@®

Impuls:f= fttol Fdt = Ap = p(ty) — p(to)

am

Rakettligningen: Fext 45 o = md

Massesenter: R =—Y,m¥; = if fdm, M=Y;m;=[_ dm
. M l (A MM ’ l l M

Kraftmoment: 7 =7 x F, spinn: L=7xp

. 5 _dL .
Spinnsats: T=0 stive legemer: L, = [,w,, T, =1,
I . 1
Kinetisk energi: K = Elwz, treghetsmoment: [=Y;mp? = Jyy PPdm

Parallellakseteoremet: I = I, + Md?

Rullebetingelse: V =—wR

. . - rd da) - — - — — -
Fiktive krefter: @' = Y F®™' — mA — m—X 7' =2mw X V' —mw X (0 X7")

Gravitasjon:  F(?) = —G mi;nz i, U@)= —G@
Spenning og tayning: 0y, = Z—" = EATx = E€yy, Ayy = —v%
X



Lorentz transformasjon:

Relativistisk: m = ym,,



