UNIVERSITETET T OSLO

Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Lgsningsforslag ACL & JB.

(Siste oppdatering 30.mai, kommentar til oppgave 5: prosjektilet setter seg fast i dgra, og dgra og
prosjektilet vil s& bevege seg som ett legeme som vist i figuren.)
Sensorveiledning i rgd tekst.

Skriftlig eksamen i FYS-MEK1110 Mekanikk, var 2023

Dato: Tirsdag 30. mai 2023, kl 15:00-19:00 (4 timer)

Oppgavesettet er pa: 4 sider (formelark bakerst pa side 5).

Tillatte hjelpemidler: Jgrim og Lian: “Stgrrelser og enheter i fysikk og teknikk” eller
Angell, Lian, Qgrim: “Fysiske stgrrelser og enheter: Navn og symboler”

Rottmann: “Matematisk formelsamling”.

Elektronisk kalkulator av godkjent type.

Kontroller at oppgavesettet er komplett for du begynner d svare pa sporsmdlene.
Husk at alle svar ma begrunnes!
Alle deloppgaver teller likt. Lykke til!

Sensorveiledning: Alle (del-)oppgaver teller likt og gis max. 5 poeng.

Oppgave 1  To biler kolliderer
En liten sportsbil pa 1000 kg kjgrer med ukjent hastighet v4 fra vest til gst. En politibil pa
1500 kg kjorer med hastighet vy = 15 m/s fra sgr til nord. I et kryss krasjer bilene og henger
sammen etter kollisjonen. Sportsbilsjafgren pastar at han ikke kjgrte over fartsgrensen pa 50
km/h = 13.9 m/s. Politibetjenten, som har tatt FYS-MEK1110, ser pa bremsesporene og maler
at bilene beveget seg med vinkelen 6 = 48° i nordgstlig retning etter krasjet. Pa grunn av dette
pagriper politibetjenten sportsbilsjaferen. Hvor fort kjgrte sportsbilsjafgren?

0=48°

m,= 1000 kg

mp= 1500 kg

VB=15I’I‘L/S



Lgsning: Identisk med “Test deg selv’-oppgave T3 ukesett 8. Det virker ingen netto ytre krefter
i horisontal retning, derfor er bevegelsesmengde bevart. Bevaring av bevegelsesmengde gjelder
separat i z-retning (retningen til sportsbilen)

mava = (ma + mpg)vsind
og y-retning (retningen til politibilen)

mpup = (Mma + mp)vcosb.
Deler vi likningene pa hverandre far vi

mata _ tan 0

mpvUB

som gir

m
= —BUB tanf = 25 m/s.
ma

Sensorveiledning: For a fa full uttelling bor det veere begrunnet hvorfor bevegelsesmengde er
bevart (uelastisk kollisjon og/eller bare indre krefter som spiller en rolle). Det trekkes 1p om
bevaring av bevegelsesmengde ikke er begrunnet, men resten er riktig.

Oppgave 2  En kloss, en fjeer, og en loop

En liten kloss med masse m dyttes inn en fjeer som folger Hookes lov, og som har likevekts-
lengden [, og fjeerkonstant k. Nar klossen dyttes inn i fjeeren blir den komprimert til en lengde
[, og lengden z er lengden som fjeeren blir komprimert, slik at x = [y — [, se figur. Klossen er
ikke festet Hkkefestet i fjeeren, og nar systemet slippes fri beveger klossen seg uten friksjon og
uten luftmotstand pa en horisontal flate.

(a) Vis at farten v til klossen rett etter at den har mistet kontakt med fjeeren er gitt ved

k
Vo = —X.
m



Lgsning: Siden det kun er konservative krefter som gjor et arbeid pa klossen, er mekanisk
energi bevart, slik at potensiell energi fra fjeeren gar over til kinetisk energi til klossen:

1 1 [k
§kx2 = imvg = v = e

Sensorveiledning: For a fa full uttelling ma bevaring av mekanisk energi veere begrunnet.
Det trekkes 1p om det ikke er gjort. Det trekkes minst 2p om bevegelsesligning for konstant
akselerasjon er brukt (a er ikke konstant).

Etter a ha sklidd et lite stykke pa den horisontale flaten, gar klossen gjennom en loop med
radius R. Vi antar at det ikke er noe friksjon i loopen heller. Tegn et frilegemediagram for
klossen nar den befinner seg i det hgyeste punktet av loopen. Husk & navngi alle krefter.

Lgsning: Vi har normalkraft N fra kontakten med loopen, og tyngdekraft G.

2|
-
D

Sensorveiledning: For a fa full uttelling ma kreftene veere navngitt. Det trekkes 2p hvis
krefter ikke er navngitt. Det gis kun 1p om det kun er gravitasjon som er riktig. Hvis
fiktive krefter er introdusert, ma summen av dem bli null for a fa full uttelling.

Finn et uttrykk for farten vy til klossen i det hgyeste punktet av loopen.

Lgsning: Vi bruker igjen at mekanisk energi er bevart:

1 1
§mv§ = §mv% +mg2R = v? = v} — 4gR

Setter inn for vy som vi fant i forrige deloppgave og far:
| k
vy =/ —2? — 4gR.
m

Sensorveiledning: Det trekkes 1p om uttrykket for vy ikke er satt inn. Det trekkes
ogsa 1p om hgyden 2R ikke er satt inn. Det trekkes opp til 2p for feil nar det tas roten
(varianter av vy — \/4gR og lignende).



(d) Hvor stor ma farten v; minst vaere for at klossen klarer & komme seg gjennom loopen
uten a falle ned?

Lgsning: Vi har betingelsen at normalkraften ma veere stgrre enn null for at klossen
fortsatt skal veere i kontakt med banen. Bade tyngdekraft og normalkraft er rettet ned-
over. Kreftene er arsak til sentripetalakselerasjonen som holder klossen pa sirkelbanen. Vi

bruker Newtons andre lov: )
Uy

-mg—N=—-m—

g R

Betingelsen for at blokken holder kontakt er at N > 0

2
N:m%—mg>0:>v1>\/Rg.

Sensorveiledning: Varianter hvor N er med i uttrykket men alt er riktig og med riktig
argumentasjon gis full pott.

(e) Hva ma lengden x veere for at klossen klarer & komme seg gjennom loopen?

Lgsning: Vi bruker resultatene fra deloppgave c) og d) og far:

[k
Eﬁ —49gR = +/Ryg

Kvadrerer pa begge sider og lgser for x:

k
—2? —4gR = Ryg
m

:L’2:5Rg%:>x:\/5}%$

Sensorveiledning: Det trekkes ikke for eventuelle folgefeil fra c)- og d)-oppgavene.

Oppgave 3  En satellitt i bane

En satellitt beveger seg i en sirkelbane rundt Jorda. Du diskuterer med fire venner om gravita-
sjonskraften fra Jorda gjgr et arbeid pa satellitten i lgpet av en periode. Du far fglgende svar:
Venn 1: “Gravitasjonskraften fra Jorda gjgr et positivt arbeid pa satellitten.”

Venn 2: “Gravitasjonskraften fra Jorda gjor et negativt arbeid pa satellitten.”

Venn 3: “Gravitasjonskraften fra Jorda gjor et positivt arbeid i en del av banen, og et negativt
arbeid i resten av banen.”

Venn 4: “Gravitasjonskraften fra Jorda gjor null arbeid pa satellitten under hele bevegelsen.”

(a) Hvilken av vennene har rett? Begrunn svaret!
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Lgsning: Venn 4 har rett. Gravitasjonskraften peker hele tiden inn mot sentrum av
sirkelen, og star derfor normalt pa hastighetsvektor (som alltid er tangentiell til banen) i
et hvert punkt. Arbeidet er derfor null alle steder pa sirkelbanen.

Sensorveiledning: Bruk av arbeid-energiteoremet (K0 = K7) med gode forklaringer gir
ogsa full pott. Ingen begrunnelse men riktig valg av venn gir ingen uttelling.

Dersom satellitten gikk i en elliptisk bane, er det da flere av vennenes svar som er riktig?
I sa fall, hvorfor?

Lgsning;: I dette tilfellet har Venn 3 rett. Gravitasjon er en konservativ kraft, og mekanisk
energi er bevart. Men den potensielle energien forandrer seg ettersom satellittens avstand
r fra brennpunktet i ellipsen ikke lenger er konstant:
., mM
U<T) = =7 )

r

hvor ~ er gravitasjonskonstanten, m er satellittmassen og M er massen til Jorda. Dermed
vil ogsa den kinetiske energien forandre seg (gker nar potensiell energi minker og omvendt).
Dermed gjor gravitasjonskraften et positivt arbeid i en del av banen, og et negativt arbeid
i resten av banen. Hvis vi ser pa en hel periode, er summen av arbeidet gravitasjonen gjor
lik null. T et gitt punkt pa banen vil satellitten ha samme fart, og dermed K; — Ky = 0.

Sensorveiledning: Gode forklaringer hvor Venn 1 og 2 gis delvis rett gis ogsa mye
uttelling. Ingen begrunnelse men riktig valg av venn gir ingen uttelling.

Skissér en kode som beregner hastigheten og posisjonen til satellitten. Koden skal kunne
beskrive bade sirkelbane og elliptiske baner. Koden skal ogsa beregne arbeidet som gra-
vitasjonskraften gjor for hvert steg i lgkka for a teste pastandene til vennene dine. Du
trenger ikke & skrive en fullt kjgrende kode, det er tilstrekkelig a ta med initialbetingelse-
ne, og sette opp selve lpkka med en numerisk integrasjonsmetode for & beregne hastighet,
posisjon, og arbeidet gravitasjonen gjgr.

Lgsning: Her ma vi passe pa at vi regner ut akselerasjonen riktig i alle stegene. Dvs. vi
ma bruke Newtons gravitasjonslov:

- mM 1

r2 o’

her er v gravitasjonskonstanten, m massen til satellitten og M massen til sola. Tyngde-
kraft er den eneste kraften som virker, sa akselerasjonen til satellitten blir etter Newtons
2. lov: .

Fo M

a= )
m rZ oy

Posisjonsvektor 7 har i prinsippet bade en x, y, z-komponent, og starthastigheten vil avgjs-
re hva slags bane (sirkelbane eller ellipsebane) som satellitten vil fa. Siden gravitasjon er
en konservativ kraft som kun avhenger av posisjon, kan vi integrere opp Wy = ff ﬁg -dr
for a finne arbeidet. For a teste pastandene kan vi sjekke hvor mye arbeid vi far etter en
periode, dvs. nar startposisjon er lik slut%posisjon.



r|0, :| = r0 # Startposisjonen til satellitten

t[0] =0
v[0, :] = v0
al0, ] =0
W[0] = 0

for i in range (0,n—1):

r_norm = np.linalg.norm(r[i, :|)

ali, :] = —gammaxM«r|[i, :]/r norm**3

v[i+l, | = v[i, ] + a[i, :]*xdt

# Fuler—Cromer

r[i+1, ] = i, ] + v[i+l, :]*dt

# Arbeid

W[i+1] += np.dot (mxali, :],(r[i+1, :]—r[i, :]))
if r[i+l, ;] = |0, :]:

print ("Arbeid_gjort_av_gravitasjon_=_", W[i+1])
tli+1] = t[i] + dt

Sensorveiledning: Det gis 1p for a sette opp fornuftige initialbetingelser, 1p for riktig
akselerasjon, 1p for riktig behandling av posisjonsvektor, 1p for den numeriske metoden
(Euler, Euler-Cromer, ...), og 1p for & beregne arbeidet.

Oppgave 4 En stang

En stang med lengde L og masse m er festet i veggen. Stangen er festet i et hengsel pa veggen i
den ene enden og et tau i den andre enden som vist i figuren. Vinkelen mellom tauet og stangen
er 6.

(a) Tegn et frilegemediagram for stangen. Husk a navngi alle krefter.

Lgsning: Vi har tyngdekraft G , tauspenning f, og en kontaktkraft F fra hengselet.



Sensorveiledning: Det trekkes 2p om kreftene ikke er navngitt. Urimelige lengder pa
kreftene trekkes med 1p.

Finn sterrelsen pa tauspenningen (snordraget) uttrykt ved massen m, vinkelen 6 og
tyngdeakselerasjonen g.

Lgsning: Siden stangen er i ro, har vi likevekt og summen av alle krefter og kraftmoment
ma veere null. Newtons 2. lov i horisontal (z-)retning:

EF,—Tcost =0

[ vertikal (y-)retning:
Fy+Tsin —G=0

Sa ser vi pa kraftmoment om hengselet. Da er det kun tauspenning og gravitasjon som
gir et kraftmoment, siden kraftarmen er null for kraften F'. Summen av kraftmomentene
ma vaere null, sa vi far:

LT sinf — gG =0.

Med G = myg far vi da at
myg

T = )
2sinf

Sensorveiledning: Sma regnefeil til slutt i utregningen trekkes kun 1p.

Finn den vertikale og den horisontale komponenten til kraften fra hengselet pa stangen,
og bestem ogsa storrelsen (absoluttverdien) til denne kraften.

Lgsning: Vi bruker resultatet fra forrige oppgave og setter inn i N2L-ligningene vi satte
opp:

mg P mg

= cosf = .
2sin 6 2tan 6

mg . g

F, =G — 0 =—>
v sin 0 St 2



Absoluttverdien:

2 2 o [mgcost ’ mg\?  /mg\? cosf\” o mg \?
r _Fx—i_Fy_( 281n6> +(7> _<7> ((sin@) +1>_<2sin9> =1

Kraften fra hengselet har samme stgrrelse som tauspenningen.

Sensorveiledning: Det gis 2p for hver av de to komponentene og 1p for absoluttverdien.

Oppgave 5  Et prosjektil og en dgr (12 poeng)

Et prosjektil med masse m skytes med fart vy vinkelrett pa en dor (se figur). Dgren har masse
M = 3m og bredde d, og den kan rotere fritt uten friksjon om en vertikal akse som gar gjennom
hengslene. Prosjektilet treffer dgren akkurat i sentrum og stanses' der. Treghetsmomentet til
dgren for en rotasjon om aksen gjennom hengslene er I = %M d?.

sett ovenfra

o

Vo

w

(a) Diskuter hvilke av folgende stgrrelser er bevart under kollisjonen mellom prosjektilet og
dgren: mekanisk energi, bevegelsesmengde, spinn. Husk & begrunne svarene dine!

Lgsning: Prosjektilet fester seg i dgren, og prosjektil pluss dgr beveger seg som ett le-
geme etter kollisjonen. Kollisjonen er derfor fullstendig uelastisk og mekanisk energi er
ikke bevart. Det virker ytre krefter fra hengslene pa dgren under kollisjonen og derfor er
bevegelsesmengden ikke bevart. Kreftene fra hengslene gir ingen kraftmoment om rota-
sjonsaksen (som gar gjennom hengslene), og det er heller ingen andre ytre krefter som
gir noe kraftmoment om rotasjonsaksen. Derfor er spinnet om rotasjonsaksen gjennom
hengslene bevart.

Sensorveiledning: For a fa full pott ma alle stgrrelsene begrunnes skikkelig.

IDvs. setter seg fast i deren og dgr + prosjektil beveger seg som ett legeme etterpa.

8



(b)

Vis at treghetsmomentet til dgren om aksen gjennom hengslet med prosjektilet sittende
fast i sentrum er 5

I = Zmdz

Lgsning: Her bruker vi superposisjonsprinsippet, altsa at vi legger sammen treghetsmo-
mentene om rotasjonsaksen for dgra og for prosjektilet hver for seg og summerer. For
dgra har vi fatt oppgitt at treghetsmomentet om rotasjonsaksen gjennom hengselet er
I = %Md? Sa vet vi at kula har satt seg fast i dgra i en avstand d/2. Vi kan regne at
prosjektilet er som en punktpartikkel, og definisjonen pa treghetsmomentet om en rota-
sjonsakse z er I, = Y, m;p?, hvor p; er avstanden til massebit m; fra rotasjonsaksen. Her
har vi kun én massebit og vi far:

1

d 2
prosj — T (5) .

Vi legger sammen de to treghetsmomentene og far:

1 d\> 3md®> wmd® 5
ftot:”fpmsj:gMd”m(ﬁ) =3t =g

Sensorveiledning: Det trekkes 1p om det er skrevet at parallellakseteoremet er brukt.

Finn vinkelfarten w til dgren etter kollisjonen. Uttrykk vinkelfarten som funksjon av far-
ten til prosjektilet vy og bredden pa dgren d.

Lgsning: Spinnet rett for prosjektilet treffer dera er gitt ved prosjektilets spinn [=7x D.
Prosjektilet treffer i en avstand r = d/2, og bevegelsesmengden (som star normalt pa 7)
for kollisjonen er mwj. Sa vi far at stgrrelsen til det totale spinnet rett fgr kollisjonen for
systemet dor + prosjektil er

Ly = 5Mo-
Etter kollisjonen beveger prosjektil + dgr seg som ett legeme, og begynner & rotere om
rotasjonsaksen gjennom hengslene. Vi far da:

Letter - [totw .

Setter disse lik hverandre og far:
d

5 2
3™V = Zmd%u =>w= 5%0

Sensorveiledning: Dersom det i a)-oppgaven er (feil) argumentert for at mekanisk energi
er bevart og det brukes for a finne vinkelfarten, regnes det som folgefeil og det gis full
pott her i denne oppgaven. 9



Oppgave 6  Partikkeldannelse

Et pion (en partikkel sammensatt av to kvarker) blir dannet i en kollisjon mellom hgyenergetiske
protoner i en partikkelakselerator. Etter at pionet er dannet, beveger pionet seg med en konstant
hastighet v som er neer lysets hastighet ¢ for det henfaller. I et referansesystem som fglger pionet
(hvor pionet er i ro) har pionet en levetid 7. En observategr i laboratoriet méler henfallet i en
avstand d fra kollisjonspunktet. Vi har to hendelser:

Hendelse 1: pionet blir dannet.

Hendelse 2: pionet henfaller (“dgr”, blir omdannet til andre partikler).

(a) Hva er pionets levetid malt i laboratoriesystemet?

Lgsning: 1 laboratoriesystemet S beveger pionet seg med hastighet v og levetiden er
lenger pa grunn av tidsdilatasjon: At = yAty = 7, hvor Aty = 7 er egentiden.

(b) Finn et uttrykk for hastigheten v til pionet som funksjon av avstanden d og konstantene
T og .

Lgsning: I laboratoriesystemet S beveger pionet seg en strekning d mellom hendelse 1
og 2 og bruker en tidsperiode At = ~7 for denne strekningen. Hastigheten blir dermed:

d d d v?
== — = — 1__
Aty T c?
c
d> d
02(7'2+—2):d2:>v:
¢ 24 &

Sensorveiledning: Ved mindre regnefeil trekkes 1-2p. Det gis 2p for a sette opp riktig
utgangspunkt.

Eksamenssett slutt.
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