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y(x, t) = A cos(kx − ωt) ���

�� ����� ���� �� ���� ���� ����������� �� ������������� �����
	� �� ���������
!" 	� �"����������

����	� �� ���� �������� ���������� �� ����� �	� ��� ��������� �������"
���� � ��� 	� �	�� ����� �� 	## ��� �� ������� �	� ��� $��� 
��������	�"
#	������ � ��� ����	� ��� ��������� ������ � �� ��������������� ������ �����"
�������	�#	������ ����	� ��� ��������� ������ �	� 
����%	� �� #	���%	���

��� ����� �������� ��������� �� �� ���������� ����� �� ��� ����� 	��� ��
�� ����� ���������� �� ���� �	 
��������	�#	�������

y(x, t) = A1 cos(k1x − ω1t) + A2 cos(k2x − ω2t)

&�� �������� ���������� ��� �� ���

cos a + cos b = 2 cos(
a − b

2
) cos(

a + b

2
)

'�� �� �������� ����� �����%	��� 
	� ��� ����� 
	� �#��������
����� �� A1 =
A2 = A� 
�� ���

y(x, t) = 2A cos(kx − ωt) cos(
Δk

2
x − Δω

2
t) �(�

��	� k = (k1 + k2)/2 	� Δk = k1 − k2 	� ����������� 
	� ω� ��� ����� �� ���

����� �� �� �%���	������������ �� �� �	 ������������ �� ������� �� ���� 	�
��� ����� �� ��)������� ����	� ����
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	������ �� ����� �	� ��� �������� ����������� � ��� 	� �	�� ���
��� ��� ������� ����� ��������������� ����� �	� 	��� �%����� 
	� ��� �����������
�������

��� �� ��������� � 
	���� ��	���� �� ����� ������� ��� ��� � ���� �� #�
������������� *������ ���� �	� *��� �� ��� �� ��������� ������� � 
	�������� ���
��������������� ����	� ��� ����� �� ������%	�� +������ � ����� �	����� �� ���
������ �� ������ ,�����"#�	���� ��	� ��� ��� 
���� ��	���� ������ �	����
���� �������� ��� ��� ������

�� ������ 	�� �� �� �� �%���� ����� #�	������� ��� 
������� #���������

�� k2 = (5/4)k1 	� ω2 = (5/4)ω1

(� k2 = (5/4)k1 	� ω2 = (4/4)ω1

-� k2 = (5/4)k1 	� ω2 = (6/4)ω1

. ������� ( ������ ��� �� #�	���� �� �	 ������� �� ��� 
������� ω 	� ���"
������ vf = ω/k� ����� ����������� ������ �� 
��������
�������� ��� �����

(



������ �� 
	���������������� �	� ��� 
��������� Δω/2 	� ����������� vg =
(Δω/2)/(Δk/2) = (Δω)/(Δk)� ����� ����� ����������� ������ �� 
����������
�
�������� /��������� 
	� ��������� ��� ����
������� ����� � ��� �� ��� 
�� 
��
�� �� ����� �� ��#�� f(kx−ωt) ��� f �� �� ��������� 
����%	�� 
	�#������ ���
��� �� ��������� ��� ω/k�

�� ��� �� �� � ���
���� � 	���
	�� ��� 
�������������� 	� ���##������������
� �� ��������� ��� � ���
���� ( �� ���##������������ ������ ��� 
�����������"
��� 	� � ���
���� - �� ���##������������ ������ ��� 
���������������

,�� ��� �� ��� 
������ ����	���� � �� ��� ���������� �� #�������� �����
	���
	�0 . ���
���� � ��� �� �� �� �	�	��	������ ����� ��� ������
�������
ω1 ��� ����� ��������� �
������������� �	� �� �	�	��	������ ����� ���
������
������� ω2� '�� �� ����� 
	�#������ ��� �%���	� �� ������ ��� �����"
����������� 
	� �	�	��	������� ������ �� �������� 
	� ���� ������������ ��
���������� ���� �� �� ������ �� ����"���#������� . ����� ������ �� 
������������
	� ���##���������� ���� ��	��� ����	� �� ��������� ������%	��� ��� ������
���� � ������� ( 
	� ����� ���
������ ��� ��� �	��������� ���������� ������ ���
������� ���� 
	�� �	� 	���������������� ��� ��� �� �� ������ �� ��� � *��� � ���

	������ ��� �	� ����� ��� ������ ���� �	� �	� ����� ������� � 
	���

. ���
���� ( 	���
	�� ��	� ���##������������ �� ������ ��� 
�����������"
���� ������ ����� ��� �� ����������� ��� �� �	�	��	������ ����� ����� ���

��������� ��� ������� . ���
���� - 	���
	� ���� ����������� 
	� �� �	�	��	"
������ ����� ��� 
���������� . ����� ���
����� �%����� ��� �� ����������� ���
�	�	��	������� ������ ������ ��� ��� 
��������� � ��� �������� 
�������"
	������ �� ���������� ,����� �	� ��� �� ���� �������# ������ �� 

�����
��
�������

'�� ���##������������ �� 
	���%����� 
�� 
��������������� ��� 	���������"
������ ������ ��� �� ����� ��������� ��� ������������	##���� ��� ����� ��
�������	##��� ������� � 
	��	�� ��� 	���������������� ��� �	���� *�� 
���
����	� �� ������� ��� ��� ��������� ������ ,����� #�	������� ������� � ����"
��� �� ����� �	������ 	� �%���� ��� 
	� �� ��� ������ ���������� �� ��� �����
	���
	��

-
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. *��� --��1 � � ���	�� �� ��� �%������ ��	���� ����������������� ��������
��� ������������ 
	� ������ ��� 
	� ����� ��#�� ������ �� ��� �� �� ���������"
�������� ���� ��� 
��������� ���� ������������� ������� ����� ������ ��� ���
�� ������ �����	 

��������� �� ��� ���� �� ������� �	� ����� ��	���� ���"
���
��������� ω �������� �	� 
����%	� �� ����������� k� �� ��� �� �����������
���� 
��������������� ��� �� �	�	��	������ ����� �� ���� ����

v =
ω

k

����� ����

ω = vk

����	� ����������� v �� ��������� �� ����������� ������ 
������� 	� ���
������ � �������� ��� ������ ��� �� ����� �	� ����� ω �	� 
����%	� �� k � ��
�� ���� ���%�� �� ������ ����� ������������ ω(k) 
	� 

�����������	�������

	� ��� �������� ������� &	� ���#������ ������ ��� �� ����� � �� ω ������ k
������� � �� �� ���� ���%�� ���� �	� ���� � *��� (�

�� ��� ����������%��� ��	���� 
���" 	� ���##������������ �	���� ��� �

	��	�� ��� ����� �������� . *��� - �� ����� ���������� 
	� �	���� ���#���%	��

��� ��� ����� ���� � ��*���� ���##���������� u ��� ����������

u =
∂ω

∂k
�-�

����� ��� ���� ��� 
� �� ������ 
���##�� � �� ����� ����	� ��� ������
������ $��� ������ ��� �	
�� 
���������� . #������ �� ��� ���� �� ���� �������
�� ��� ��� �� �������#���� � ��� ��������� � ��� #����� 
	��� ��� �%����
���� ������ 
��������� �	� ������ �������� � � ���������� . ���� 
��� 
� �� �
��� ��������� �� ��������������� 
	� ������ ω(k) ���� ������ ��� ��� �����
	�
��� 
������������������ ��� �������� ��� ���

��� �� �� ��� ����� ��� ��������� �� ���#���%	�������%	��� ω(k) 
	� � ��"
����� ���##������������� �%�� ��� ������� 
	� 	�� � ������ ������������ �������

2
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	� ���##������������� �� ���� �%��� ����� $��� ������ � ����� �	������ 3����

���� ��� �� *��� �� ������� 
	� ��	���� ���##������������ �������� ���
������������������ �� ��� �� �������#���� � 
������� �	 ����%���� �����%	����

v(ω) =
c0

n(ω)
=

ω

k

4���� 
������

k =
ω

v(ω)
=

ωn(ω)

c0

,�� ���� 

������"����������� 
����� ���

1

u
=

dk

dω
=

n(ω)

c0
+

ω

c0
(
dn

dω
)

1

u
=

n(ω)

c0
(1 +

ω

n
(
dn

dω
))

u = v(ω)
1

1 + ω
n
( dn

dω
)

5



ω

k

(k, ω)

0
0

Δω

Δk

ω

ω1

2

k k1 2

(k , ω )1 1

(k  , ω )2 2

&���� -� �� ���"�� ������	
�����
�� �� ����
�� ��������
���� �� ����������
��
��� �� 
�"���� 
 �����	
 �
	 �� ����� ��� ���
� ��
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�����������	������
#�������
������ �� �
�� ��
 ��
��
�����		�� �
	 
�� ����� 	
���� ��� ��
�� ���
�

��� �� ���
�� ��		�� �������� ��� ������ �
	 ������ �� ��
�� ���������
$���������
������ �� �
�� ��
 ��
��
�����		�� �� ���
��� %����� ��� 	�� Δk
�� ��� ��		 ��� ��� �� ����������
������ �	
� 	
� 
�� 
��
����� �
	 �������

��� �	���� ���#���%	� �� dn
dω

> 0 ������� ����� ��� �� u < v� ��� ��
���##������������ �� ������ ��� 
���������������

6� ������ �	��	�� ����	���� 
	�������� � ����� ����������� . '�7�	�� #��"
�������	���� 
	� ��� �
8	�#��8���� �	��� 	
 ������� ��� �������� �� ��� 
	������
��� �� #��������� ���� ������� �%���	� ����� ��� � ��
�� ���� �����������"
������ ��� �	����� #������%	�� ,����� �� �������������� � ����� ��� ���
	� �
�� #���	�� ������ �	� �� ������ ���� #� ��	����� �� ������	���� ����� #��"
�������	���� ��������� ���� ��� ���#���������� ,�� ��� ��� ���� ����
�������������� � �� ��������������� �	�	��	������ ������ ,�� �� �� ��

��������� � ������ �	� ��� ��� �%���%���� 
	� � ����� ���� ���������������
����� ��������� �� �� ����� ���##�������������

��� ��� ���������� ����� �	� ��� � ����� ��� � ���� �������������� ��� ��� #�
����� ����� #� �9::"������ 	� ����������� �� �;::"������� &	�8���� ��� ���

����� �	� �%���	�
���� ���#���������� ��� ��� � �;5:� 	� ���������� ����� ��
�������������� ��� ������ � ����� ��� � ��
�� �	� �	� ������� ������	������ 
	�
���� ����� ����� ���������� ���� �� ��	� 	##�����	���� �	� ��� ����� ��	��
������ �� ���������� <� ����� ����#������ ����� ������ �� $���� 
������� ����"
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����� �	�������� ���� �	�� 
�� '�7�	�� #���������	���� 
	� ���� 6��#���������
�� =�	��� >	��� ��	������#������#��������� � �;:�� 	� �� ������ ��� &������
� �;�;� �	� 
���� ��� ��������� �� <	���	�� ��� ����� ������� �� �� ���#�"
������ �%���	�
��� �� 3���	� ����� ����� ����� 	��������� 
�������� 	� ��
������	������ 
	� ��� �� �� ����� ����������� ��� #���������	������� �� ���

����� ���� 	� 
3���	� $���� �3���	 �#	� #� �������� #� ?���#���� ����	�
�� ��� �����

� �����	 � ����

+����� � ���� �� �� ����� �	�#������ 
��	������ 	� �� ��� ���� ������
���� #� 	���$���� � ���� ����� . ���� ����������� 	� ������ *���� ��� ����� ��
���
� �	� 
	������ � ������ �� ������ �� 	��� �� �������������� ������� ��� �����
����������� &	� �� #����� �� ����� ������� �%��	##�������� ���
��� �
����	����

	�8�� #� �������� ���� 	� ����� ���������
���� '�� �� �	�� �	� ������ � �� 
% �
������� 	## 	� ���� �� ��� �%��	##�������� ���
��� ��� 
% ����
���� &	� ������
� ���� �� ��� �	 ���������� ������� ������ ��������%	� 	� 	���$����#�������

����	� ��� ���� ��� ������ ��� ��������%	� 	� 	���$����#������� 	� ���
�	�� 
�� ����	������ ����� 	� �� ����� ������ ��� ������� �	�#������������ ���
������� ��� ��� ����� �� 
�������������� ��� �� 	���$�������� #� ���� �� ����
����

v(k) = [
g

k
+

Tk

ρ
] tanh(kh) �2�

4�� �� k �	� ������ ������������ g �������� ���������%	�� T 	���$����#�����"
���� ρ �������������� 	� h �� ������ #� �������

������������ �� �	�#������� ��� ��� ��� �������� �	�� � ����
����� 
	�
� 
� ������� �������� 6� ��#� 
	�������� 
�� �� ����	� �� �� ������� g/k
����� Tk/ρ �� ��������� ������ ��� ��� ����� ���� �� �� ��� �� �	�� 
�� ���
�� �������� ��� ����� ��#� 
	�������� 	##��� �� ����	� ���������� 
	�
���������#���	�����"
����%	��� ����� �� � � ���� ����� ��� ������ ��� ��

&	� � ���%��� ��	����� ��� �� ��������%	� ����� 	���$����#������ �	� ��
��� �	��������� �%��	##�������� ���
��� 
	� ������������ ��� �� ����� ��
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�	 ������� ��� ��������� 
	� � ��������%��� ����������������

g

k
=

Tk

ρ

λc =
2π

kc
= 2π

√
T

gρ

��	� �������� c ���� 
	� 
��������� +����������� �	� ������ ��� �� �� �	 �������
�� ��� ���������� ������ �� 
	� ��� 
�������� ������������� &	� λ � λc ��� k � kc

	� g/k � Tk/ρ� �	� �	� ������ ��� �� �� ��� �� ��������%	�������� ������
����	� �����	� λ � λc� ��� 	���$����#�������� �	������� 	� �� 
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	���� 	� t0 �� ����#������ �� �����#����� ����� ��� ��������� �����
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������������� 
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	������ ��� �� ���� ������ ��� ��� ��������� �����#������ ��� �� ����
������� �����#���� �	� ���� � *��� 1� �� ��� ��� �� 8	�����
����%	� �	�
��� �� ����������� � ��� ��� Δt 	� ���� ����
	�� �� ��%����� �� ����	� ��
���� �	�������� �� ����� ������ ��� �%��# �� ����� 	� 8	�����
����%	��� 	���
���� ����������� �� ���������� �� ��� ��� � ���� 
��� � �� �������� � ������ ���
�� 
������� ��� �����
��������� �����
	� Δt� ,�� �� �� ������ �� ��� �����
����� 	� 8	�����
����%	���� 	� �� �� �� ����� ����� ����� �� �� �� 
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��� ��� ��� 	##��������� 8	�����
����%	���
� ����#������� �� ����������� Δt�

tid

a)

b)

Δt

f1 f2

&���� 1� �� �
�����	�� ��
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� ��	���� �� ���"
����� ��� ����#������ �� Δt �#	���%	� ������� ��� ��������� ��������� ����
� *��� 1�� ����	� �� ������ 
��������� ����	� ����� �	� ��� �� ����� ��	���
�� ����� ������ ����
	� Δt� ��� ��������� ��������� ����	� ����� 
�������"
�	�#	������ ��� �� ���� ���	����� 	�� ��� ������������ ��� �� ��� � ��� ������
���� �� �� �� ����� �� ��� *���� 
��������	�#	������ �	� ������ ��� �� �	
8	������������ �	� �� ������ ��� � *��� 1�

@� 	�� �� ����� 	## ������ #���	������� �����
	� Δt� �� *���� ����	� ��
�������� 
���������� 
	� �� �	 �	�#	������� 
	� f1 	� f2� 	� ������ �����"
������� 
	� n1 	� n2�

f1Δt = n1

f2Δt = n2 = n1 + 1

E����� �� 
	���%����� ����	� 
���������� 
	� Δf = f2 − f1 
������

(f1 + Δf)Δt = n1 + 1

=������ �� ��� 
����� �� ����� ���������� 
�� ��� ������ 
�� ���

f1 + Δf)Δt − f1Δt = (n1 + 1) − n1

ΔtΔf = 1 ��:�

�� ������������ ��� �� �� ����� ����� �� �� 
	���%��� ����	� f1 	� f2
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��������� �	� ������ ����
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��� 
	���%���� /������ ��� �� 
	� ���������� ����� ����� �� ������� � ���������
����� 	� �� 
�� ���

ΔtΔf ≥ 1 ����
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������� �	� �� ������
��� ������
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�	� �� ������� ��� �	���� ������� #� 	��������������� � ���������� �� ����
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��� ��������� 
�����#������ �� *���� � 
�������������� �� 	��� ������ � *������
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	� ��� ��������� 	��������������� ��

ΔtΔf ≈ 1.3 ��(�

��� ����������� ���������� �� ��� ��� �	���� 
��� ��� ��� ����� ������
���
���

���������� ��� �� �� ������ �����%	� �	� ������ 	## � ����� �����
����� �� 
�������� ,������ ��� ��� �������� �����%	��� ��� � �� �� ���� ��
������� �����%�� � ��	���� �� ������ �������� � ��� ���� �� ����	##�������
Δt�� �� �� �� 
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ΔtΔ(hf) ≈ 1.3
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A� �	���� �� ����� ������ ��� <���8�� ������� 
	� ������ ��� �� 
	�	��
E = hf � 
�� ���

ΔtΔE ≈ 1.3 · h

�� ��� ���� �� ����� ��������� �������� �� 	���������������� 
	��� 	�
��� ��� ����� �� ��� ��� 
� ���� ���� ������ �	������ ��� ��- 
	� ����� 
	����
��� ��� ���������� E	�������� �������� 	��� �� ��	���� �� ��*����� ����"
��� #� �� �����#����� /������ ��� �� �� ��� �� �� � � ���������� ����	�
������������	����� 	� 4���������� �����#���������%	� 
	� ��� 	� �������

�� ��� �	��� ������ 	��� *��� �����#���������%	��� ��# ��� 	� #	���%	��
�� ��� ������ 
�� ��+�	����"�����%	����

p =
h

λ

p =
h

2π

2π

λ

p = h̄k

����� ��� �� �������	��� ����

E = hν = h̄ω

'�� �� �� ������ ��������� 
	� �� ������

y(x, t) = A sin(kx − ωt)

��� �� �� ������ ����� �	��

y(x, t) = A sin(
xp

h̄
− tE

h̄
)

�� ��� �� ���������� ����	� #���� xp 	� tE� 	� ����� ��� ����������
��� �� �� ������ ��� �� ��������� �� ������ ����� �� �������� ������ ��	����
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	� ΔtΔE 	��� �� �%���� 
	�
ΔxΔp�

ΔxΔp ≈ 1.3 · h ��-�

��� �� ��� �����
	������ �� p �� ����������������� � x"��������

��� ��� � �� #� ��� #���� � �� �� ����� �	������� ��� 4���������� �����#"
���������%	� � ����� ���������� 4���	���� ���� ��������� +	��� 4��������� 	�
6������� ��� $��� 4���������� �����#����
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	������ � ����
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���� �������� ������ � ���� ����������� ��� #����������� &	��� �� �� #� ����"
�������� � ����������

+�����������	����� ����� #� �� ������������ �������� �� �� ������� ��� �
��� ��������������� ������������ �� �������� ����� C8��M��������������� %	
�� �� ����� ������������� �	� �� ������ #� ��+�	����"�����%	���� ��� ����� ��
������������ ��� �������� ������ � ����� �������������� #� �����
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