Kapittel 11

Interferens - Diffraksjon

[Deler av den matematiske formalismen i kapitlet er delvis
kopi av et kompendium som Arne Dahlback skrev i 2006.
Mange figurer er forelgpig “lant” fra andre. Skal tegne dis-
se om selv ved neste korsvei. Copyright 2009 for kapitlet som
sddan: A.I Vistnes.)

11.1 Innledning*

Nar to eller flere bglger virker sammen, kan
man observere en rekke spennende fenome-
ner. [ dette kapitlet skal vi fgrst og fremst
diskutere interferens og diffraksjon. Histor-
isk sett kan man kanskje si at ordet “interfe-
rens” fgrst og fremst ble brukt nar to separa-
te bglger samvirket, mens ordet “diffraksjon”
oftest ble brukt nar noen deler av en bglge
samvirket med andre deler av samme bglge.
Det er nzermest umulig a holde disse to be-
grepene fra hverandre i alle situasjoner, sa
du vil iblant oppleve en ikke helt logisk bruk
av ordene.

Uansett navngiving, diffraksjon og interfer-
ens er noen av de mest bglge-spesifikke feno-
menene vi kjenner til. Thomas Young’s dob-
beltspalt representerer en av de mest omtal-
te eksperimentene i fysikken den dag i dag,
og interferens er den viktigste grunnen til at
man ikke kunne overse lysets bglgenatur for
hundre ar siden da Einstein med flere fant

holdepunkter for at lyset ogsa iblant synes &
oppfere seg som partikler.

Interferens og diffraksjon er kansje mest
kjent som fenomener knyttet til lys, men vi
finner de samme seertrekkene stort sett for
alle typer bglger. Vi kan vise effekten pa
vannbglger, pa lydbglger og til en viss ut-
strekning ogsa ved bglger pa en streng. Sta-
ende bolger kan med velvilje forstas som et
interferensfenomen.

Basis for all interferens og diffraksjon er su-
PETrposisjonsprinsippet:

Responsen pa to eller flere samtidige stimuli
vil ved en gitt tid og sted en veere lik summen
av responsen systemet wville hatt pa hver av
stimuliene enkeltvis.

Superposisjon innebaerer med andre ord ad-
ditivitet, matematisk uttrykt:

F(x1+xot+...4x,) = F(x1)+F(22)+... 4+ F(x,)

Dette innebaerer at F' er en lineser avbild-
ning, eller med andre ord: F' ma veere en li-
neger funksjon!

I fysikken kjenner vi til at mange fenomen-
er oppforer seg tilnsermet linezert. De mest
slitte eksemplene er antakelig Ohm’s lov for
resistans og Hooke’s lov for stekking av en
fjeer. Sa lenge “utslagene” er sma, gjelder (til-
neermet) en lineser sammenheng. Men vi vet



at denne lovmessigheten ikke gir en god be-
skrivelse for stgrre “utslag”. Da ma “hgyere
ordens ledd” trekkes inn (uttrykket kan for-
stas med referanse til en Taylor-utvikling).

Vi nevner dette for & minne om at superposi-
sjonsprinsippet IKKE gjelder i enhver sam-
menheng. Vi har allerede poengtert dette da
vi pratet om dispersjon. I et dispersivt me-
dium vil vi ikke kunne fa en ren superpo-
sisjon dersom bglger av ulike bglgelengder
summeres. Likevel er det fascinerende a se
at fenomener sa som interferens og diffrak-
sjon kan observeres i sveert mange sammen-
henger. Vi skal ga gjennom en matematisk
beskrivelse av tre basis-situasjoner:

e Interferens fra en dobbeltspalt,

e Interferens fra et gitter (mange parallel-
le spalter), og

e Diffraksjon fra en enkeltspalt.

Ut fra disse eksemplene skal vi beskrive noen
av de fenomenene vi ofte observerer i praksis.

11.2 Interferens fra

dobbeltspalt™

en

I 1801, da Thomas Young gjennomfgrte sitt
bergmte dobbeltspalt-eksperiment, var det
Newtons partikkelmodell for lys som radde
grunnen. Partikkelmodellen passet fint med
at lysstraler syntes a ga i rette baner og ble
reflektert fra speil slik de gjor. Og Newtons
rgde, gronne og bla partikler (for & si det litt
enkelt) var et utmerket utgangspunkt for &
forklare additiv fargeblanding.

Dersom Newtons lyspartikler gar gjennom to
smale, parallelle spalter, skulle man forvente
at man ville se to striper pa en skjerm plas-

sert bak spaltene. Men hva var det Young
observerte? Han sa flere parallelle striper!
Dette var det nsermest umulig & forklare ut
fra Newtons partikkelmodell. Young, og sid-
en Fresnel og andre, kunne imidlertid noksa
lett forklare dette fenomenet, og vi skal se
pa matematikken straks.

En detalj ma likevel inn aller forst: I den
videre beskrivelsen av interferens og diffrak-
sjon benytter vi oss av Huygens prinsipp som
sier at:

Ethvert punkt i en bolge kan sees pd som
en kilde til en ny bolge, sakalt elementcer-
bolge, som brer seq ut i alle retninger. Nar
vt skal folge en bolgebevegelse, kan vi ta ut-
gangspunkt i f.eks. en balgefront og konst-
ruere alle tenkelige elementerbolger. Gar vi
én bolgelengde langs disse elementerbslgene,
vil omhyllingskurven til alle sekundcerbglge-
ne beskrivve neste balgefront.

Fresnel justerte litt pa tankegangen ved a si
at dersom man skal finne bglgeamplituden et
sted i rommet (ogsa et godt stykke vekk fra
en opprinnelig belgefront), kan vi summere
opp alle tenkelige bglger bare vi tar hensyn
til amplitude og fase (og hvorvidt noe kom-
mer i veien for bplgen eller ikke).

b

Figur 11.1: I Huygens prinsipp tenker man at
ethvert punkt pa en balgefront er kilde til ele-
menterbolger. Figur tatt fra Wikipedia, Huy-
gen’s principle, 2.april 2009



Huygen levde fra 1629 til 1695 og Fresnel
fra 1788 til 1827, og man kan undres over
om sa gammelt tankegods kan veere aktuelt
i dag etter at vi har fatt pa bordet Maxwells
ligninger, relativitetsteori og kvantefysikk.
Merkelig nok er Huygens-Fresnels prinsipp
fortsatt anvendelig og det er det beerende
prinsippet i kvanteelektrodynamikk (QED)
som er den mest ngyaktige teorien som fin-
nes overhodet i verden i dag. Riktignok bru-
ker man litt andre ord pa hva man gjgr der
enn Huygen og Fresnel gjorde, men matema-
tisk sett er hovedidéen ekvivalent. I kvante-
elektrodynamikken sier man at man ma folge
alle mulige veier som en bolge (eller partik-
kel som ogsa beerer med seg faseinformasjon)
kan gé fra en kilde til det stedet bglgen (eller
sannsynlighetstettheten) skal evalueres. Med
andre ord, Huygens-Fresnels prinsipp er sli-
testerkt.

Sa tilbake til interferens fra en dobbeltspalt.
Spalten antar man er smal (ofte 1-1000 gan-
ger bolgelengden), men “uendelig” bred slik
at vi kan betrakte hele problemet som to-
dimensjonalt.
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Figur 11.2: FEksperimentelt oppsett wved
Youngs dobbeltspaltforsok. Figuren er tatt fra
Young and Freedman: University Physics.

Vi antar at lys kommer inn med bglgefront
parallellt med spaltene slik at lyset starter
med identisk fase fra hver av spaltene. Vi
tenker oss videre at hver av spaltene sender
ut elementaerbglger, og av grunner nettopp
nevnt, kan vi betrakte disse bglgene som sy-
linderformede med spalten som sylinderak-
se. I et snitt vinkelrett pa spalten far vi da
en rent todimensjonal beskrivelse (se figur
11.2).

Vi har med lys a gjore, det vil si en elektro-
magnetisk bglge. Bglgen er transversal og
beskrives av et elektrisk og magnetisk felt
som hver har hver sin retning i rommet. Vi
antar at vi betrakter interferensfenomenet sa
langt unna spaltene at vi kan se bort fra for-
skjell i retningen i rommet for elektrisk felt
som stammer fra spalt 1 sammenlignet feltet
som stammer fra spalt 2. Vi ngyer oss derfor
med a addere elektrisk felt som skalarer ut
fra korrekt intensitet og fase.

Vi gnsker a finne elektrisk felt et sted pa
skjermen i en retning som danner vinkelen 6
med normalvektoren midt mellom spaltene
(se figur 11.2). Bidragene fra de to spaltene
er da:

E1 (9) = El,g(’f’l, ‘9) COS(k’Tl — wt — ¢)

EQ(H) = EQ’O(TQ, ‘9) COS(k'TQ —wt — ¢)

Siden skjermen hvor spaltene er og skjerm-
en der vi fanger opp bildet er sveert langt
fra hverandre sammenlignet med avstanden
mellom spaltene, kan vi anta at amplitudene
er identiske, dvs:

E1,0(7“1>9) = EQ,O(TZae) = Ey(r,0)
Den lille forskjellen i 1 og ro spiller altsa

liten rolle for amplituden siden vi da sam-
menligner forskjellen med selve avstanden.



Den totale amplituden i retning 0 er da (ifpl-
ge superposisjonsprinsippet):

Vi har:

Y

Ei0t(0) = Eo(r,0)(cos(kry—wt—¢)+cos(kry—wbg ¢))

Vi bruker sa en generell relasjon for cosinus:

cos(a) + cos(b) = 2 cos(a —2i_ ) cos(a ; b)
og far:
Etot(e) = ZEO(T', 9) .
(cos(k’r1 e wt — @) cos(k:rr‘1 _ 762))

Superposisjon skjer alltid “pa amplitudeni-
va” (det vil si en reell fysisk storrelse, ikke
en abstrakt stgrrelse sa som energi og in-
tensitet). Nar vi madaler storrelsen, skjer det
likevel ofte i form av intensitet. Nar vi be-
trakter lys pa en skjerm med gynene vare,
er lysintensiteten vi fornemmer proporsjonal
med intensiteten i bglgen. Intensiteten for
en plan elektromagnetisk bglge er gitt ut fra
Poyntings vektor, men skalarverdien er ogsa
gitt ved:
I = cED = 4ceE?

hvor ¢ er lyshastigheten, E elektrisk felt, D
elektrisk flukstetthet (elektrisk forskyvning)
og € er elektrisk permittivitet. Da fglger:

I(0) = ceEy(0)

= dceE3 (r,0) -

1+ 7o

ENASY

(cos?(k — wt — ¢) cos?(k

Dette er en sakalt momentan intensitet som
varierer med tiden innenfor en periode. Vi er
mest interessert i tidsmidlet intensitet. Det
forste cosinus?-leddet varierer med tiden, og
tidsmidlet av cos? er 1/2. Folgelig:

r — T2

1(0) = 2ceE3(r, ) cos®(k )

M — 19 =Ar =dsinf

hvor d er avstanden mellom spaltene. Da fgl-
ger:

dsin

1(6) = 2ceE3(r,6) cos?( m)  (11.1)
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Figur 11.3: Stiper pa skjermen ved Youngs
dobbeltspaltforspk. Figuren er tatt fra Young
and Freedman: University Physics.

Vi ser at vi far maksimal intensitet nar 0 =
0. Minima far vi nar:

dsin 6
A

7= (2n+ 1)%



n er her et naturlig tall (inklusiv null). Det
vil si minima far vi nar:
1

) A
sm@ = E(TL—F 5)

Maksima far vi omtrent nar:
n

sinf = —

d
Bruker ordet “omtrent” siden det eksakte ut-
trykket for maksima ogsa avhenger av hvor-

dan EZ(r,0) varierer med 6.

Vi kan merke oss at vanligvis, i alle fall for
lys, er avstanden mellom spaltene stor i for-
hold til bglgelengden. Det vil si at vinkelen
mellom to minima (eller mellom to maksi-
ma) vanligvis er ganske liten. Det betyr at
vi 1 prinsippet kan fa et interferensmgnster
som bestar av sveert mange parallelle lyse
striper pa skjermen med mgrke partier mel-
lom. Det blir altsa ikke bare to striper slik
en partikkelmodell for lys ville gitt.

Hvor mange striper far vi egentlig? Vel, det
avhenger av EZ(r, ). Dersom vi bruker Huy-
gens prinsipp og bare bruker én elementzer-
bglge, skulle denne ha samme intensitet i alle
retninger (der bglgen kan bre seg ut). Men
spalten kan ikke veere infinitesimal smal. Da
ville praktisk talt ikke noe lys sluppet gjen-
nom. Nar spalten har en endelig bredde, skal
vi egentlig la elementeerbglger starte ut i
ethvert punkt i spalten. Disse elementeerbgl-
gene vil sette opp en totalbglge for spalt 1 og
en totalbglge for spalt 2 som #kke vil ha sam-
me elektrisk felt i alle retninger 6. Vi kom-
mer til & behandle dette problemet nedenfor
(diffraksjon fra én spalt).

Siden EZ(r,0) bare vil veere stor for et rela-
tivt smalt vinkelomrade, far vi et begrenset
antall linjer pa skjermen nar vi samler opp
lyset fra dobbeltspalten. Vi skal se eksempler
pa noen forlgp siden.

11.2.1 Interferensfiltre, interfe-
rens fra en tynn film

Vi har tidligere sett at nar vi sender lys inn
mot en plan grenseflate mellom luft og glass,
reflekteres om lag 5 % av lyset i overflaten
(enda mer etter hvert som innfallsvinkelen
gker). En slik refleksjon gdelegger kontrast-
en og bildekvaliteten generelt dersom linser
f.eks. i en kikkert eller et foto-objektiv ikke
har antirefleksbehandling. Men hvordan kan
man lage et antirefleks-belegg pa en linse?

Figuren viser skjematisk hvordan vi kan ga
fram. Vi legger et tynt lag med et eller annet
gjennomsiktig stoff utpa glasset, og velger
et stoff som har en brytningsindeks omtrent
midt mellom den til luft og glasset. Vi far
da reflektert omtrent like mye lys fra gren-
seflaten luft - belegg som fra belegg - glass.
Dersom vi ser bort fra enda en refleksjon
(i returstralen) ser vi at lys som reflekteres
fra gvre og nedre lag vil ha samme retning
nar de gar tilbake til luften. De to “stralene”
vil superponere. Dersom de to superponerer
med motsatt fase, vil de langt pa vei slokke
hverandre ut. Det betyr at lyset som fakt-
isk reflekteres (totalt sett) vil bli vesentlig
mindre intenst enn dersom belegget ikke var
pa plass.

Vi kan bestemme hvorvidt det skal bli
destruktiv interferens (bglgene slokker
hverandre ut) eller konstruktiv interferens
(bplgene forsterker hverandre) ved & variere
tykkelsen pa belegget. Vinkelen som lyset
kommer inn mot overflaten har selviglgelig
ogsa en del & si i denne sammenheng savel
som bglgelengden.

Dersom antirefleksbehandling av denne typ-
en skal bli effektiv, ma man altsa velge alle
slike parametre med omhu.



Man kan bruke samme tankegang ogsa for
a oppna maksimal refleksjon. Da benyttes
ofte et belegg som bestar av flere lag oppa
hverandre, og man velger a sgrge for at lys
som reflekteres overalt kommer i fase med
andre bidrag til refleks, og at det lyset som
transmitteres fra ulike lag alltid kommer i
motfase med andre bidrag. Pa denne mat-
en kan man lage speil som kan ha mer enn
99.9 % refleksjon for en bestemt bolgelengde
og for en bestemt retnining for en lysstrale
inn mot speilet, mens man ved andre bglge-
lengder kan se tvers gjennom speilet! Det er
ganske artig & oppleve slike speil!

11.3 Interferens fra man-
ge, parallelle spalter
(optisk gitter)*

Dersom det er mange, parallelle spalter med
samme innbyrdes avstand d, og vi igjen har
skjermen der vi samler opp lyset langt, langt
unna spaltene, sammenlignet med d, far vi et
temmelig likt opplegg som for dobbeltspalt-
en bare at vi ma summere bidrag fra alle N
spaltene vi starter ut med.

Resultantfeltet blir da:
Etot<0) - E1 + E2 + + EN

= Ey(r,0)(cos(kri—wt—d)+cos(kro—wt—o)+

. +cos(kry —wt — ¢))

For a forenkle regningen videre innser vi at
absolutt fase i forhold til valgt posisjon og
tid er uinteressant. Nar vi siden bare skal se
pa tidsmidlet intensitet, er det bare fasefor-
skjeller som skyldes ulik ganglengde for de
ulike elementaerbglgene som spiller noen rol-
le. For en gitt vinkel theta vil gangforskjel-
len mellom to neerliggende elementaerbglger

veere gitt ved dsinf. Denne gangforskjellen
representerer en faseforskjell som vi kaller
¢, og vi har allerede ovenfor vist grunnla-
get for at denne faseforskjellen er gitt ved
¢ = 2mdsing/\.

m=0
c)N=16

Figur 11.4: Intensitetsfordeling vs vinkel for
2, 8 og 16 spalter. Figuren er tatt fra Young
and Freedman: University Physics.

Merk at starter vi med én spalte, vil fasefor-
skjellen til den neste vaere ¢, til den deretter
2¢, den neste 3¢ osv. Da kan vi skrive resul-



tantfeltet pa denne forenklede maten:
FEi01(0) = Eo(r, 0)(cos(wt) + cos(wt + ¢)+

cos(wt + 2¢) + ... + cos(wt + (N — 1)¢))
N-1

Eiot(0) = Eo(r,0) Z cos(wt + no)

n=0

Vi bruker sa Eulers formel ¢ = cos #+i sin 0
og far:

N-1 N-1
cos(wt +neg) = Re Z ewitne
n=0 n=0

N-1
_ Re(eiwt Z eincb)
n=0

Fra matematikken vet vi at summen av en
endelig geometrisk rekke med koeffisient k er
gitt ved:

N-1

L+k+ R+ 4N =)" =

n=0

Vi anvender denne relasjonen for leddet
SV emd (hvor k = ') og far:

N-1 N-1
Z cos(wt + np) = Re(e™” Z e"?)
n=0 n=0

CetNe
_ R wwt :
e(e 1 )

iwt eNo/2  iNG/2 _ o—iN$/2
= Re(e™"- cid/2 | gid)2 _ g—id)2
. N
= Re(eiwt . eiN¢/2_i¢/2 ) M
21 sin%
. NQS
' sin ==
= Re(ez(wt+N¢/2—¢/2) ' —;)
sin 3
. N¢
sin =~
=cos(wt+ N¢/2 — ¢/2) - — 3)
sin 3

Kombinerer vi dette med tidligere uttrykk,
far vi fglgende uttrykk for elektrisk felt i ret-
ning 6:

in No
Eioi(0) = Eo(r,0) cos(wt + ﬁ _ ?) . S”_“ 2
2 2" gin?

2

Pa samme mate som for dobbeltspalten er vi
interessert i intensiteten i interferensmgnste-
ret vi kan observere. Igjen har vi:

1(0) = ceE7,(0)

Nar tidsmidlet beregnes, far vi som for at

cos(wt + 3¢ — &) =

%, folgelig:

- N¢ 2
1(6) = LecB2(r,0) | 222
2 Sln%

- N¢ 2
1(0) = Io(r,0) [“ : ]
Slni

Vi kan vise (ved bruk av L’Hopital’s regel)
at nar ¢ gar mot null, vil uttrykket inni fir-
kantparantesen ga mot N. Det vil si at in-
tensiteten i stripen som finnes ved ¢ = 0 blir
N? ganger intensiteten man hadde hatt bare
fra én spalt.

Andre maksima finner vi for sin & = 0 (for-

utsatt at vi ser bort fra vinkelavhengighet-
en til E2(r,0)). Siden vi har definert ¢ ved
¢ = 2mdsin /), folger det at maksima vil
forekomme nar:

sin(rdsin@/\) =0
Det vil si:

mm = wdsin /A
hvor m = ..., —2,—1,0,+1, 42, ...

sinf = m_/\

d



Vi ser at posisjonene til intensitetsmaksima-
ene er uavhengig av antall spalter (V).

Figur viser hvordan intensitetsfordelingen er
for litt forskjellig antall spalter. Vi ser at det
mest karakteristiske trekket er at toppene
blir mer og mer markert nar antall spalter
oker. Det kan vises at halvverdibredden for
toppene er gitt ved:

1

N

2 _m?2

—~
e
~—

hvor m som fgr angir linjens “orden”. Vi ser
at sentrallinjen m = 0 har storst linjebredde,
og at linjebredden avtar etter som vi betrak-
ter linjer lenger og lenger vekk fra sentrum.

11.4 Diffraksjon fra en en-
kel spalt*

Anta at vi nd har en enkel spalt som be-
lyses fra én side med planpolariserte bglger
med bglgefront parallellt med spaltens “fla-
te”. Vi kan betrakte spalten som et optisk
gitter hvor spaltene ligger sa tett og har en
sa stor bredde at de gar helt over i hverand-
re. Dersom spalten har en bredde a, kan vi
altsa tenke oss at spalten bestar av N sma-

le parallelle spalter med innbyrdes avstand
d=a/N.

Vi kan na bruke samme uttrykk som for op-
tisk gitter, forutsatt at vi erstatter d med
a/N. T uttrykket for faseforskjellen ¢ far vi
na fglgende sammenheng:

dsin 6 asing
¢—27T \ =27 N\ —N
hvor "
a sin
06 =2m

Intensitetsfordelingen blir da:

2
sin =

in ¢
sin 5

1(0) = I(r, 0) [

sin &2 ?
e [224]

sin AN
Nar N velges meget stor, vil /N veere sa
liten at vi kan tilnserme sin 2% med % Da
kan vi skrive intensitetsfordelingen slik:

2N
B 2
w2

2N

in8
sin &

1(0) = N2Iy(r, 0) lsm 2]
Her gjenstar det et lite oppryddingsarbeid
for & sammenholde hvor stor intensitet vi far
fra hver tenkte smale spalt i forhold til total
intensitet som passerer hele spalten. Vi far
ikke gjort denne oppryddingen na, men vi
er temmelig overbevist om at sluttresultat-
et ma veere uavhengig av antall tenkte svaert
smale spalter vi deler den ene virkelige spalt-
en opp i. Folgelig vil vi forvente at N2Iy(r, 0)
vil kunne erstattes med et ledd uavhengig av
N. Vi omdgper da I ogskriver rett og slett:

: (11.3)
Slni

sin 5
1(0) = Io(r,0) [ ;]
Dette uttrykket ser temmelig likt ut som in-
tensitetsfordelingen fra et optisk gitter. Hva
ligger forskjellen i?

Vinkel mellom sentraltoppen og fgrste mini-
mum for et optisk gitter er gitt ved:

A N

= 27rdsin9 _ 2T
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Figur 11.5: Intensitetsfordeling for striper et-
ter en enkelt spalt. Figuren er tatt fra Young
and Freedman: University Physics.

A
Nd
For enkeltspalten fglger imidlertid uttrykket
(siden d erstattes av a/N):

sinf =

sinf = —
a
Siden avstanden d mellom spalter ngdven-
digvis ma veere stgrre eller lik spaltebredden
i et optisk gitter, vil Nd >> a, i alle fall
for store N. Det betyr at vinkelavstanden til
fgrste minmum for et optisk gitter lett kan
bli mye mindre enn for vinkelavstanden til
fgrste minimum i diffraksjonsmgnsteret.

Vi kan beregne halvverdibredden for inten-
sitetsfordelingen fra enkeltspalten ved a be-
nytte ligning 11.2 for et optisk gitter, men
igjen erstatte d med a/N. Da folger:

A01/2 =

For sentraltoppen hvor m = 0 fglger da:

A
A91/2 = 7

Vi ser at uttrykket (selvfglgelig) er uavheng-
ig av var tenkte N.

Intensitetsfordelingen kan typisk se ut om-
trent som vist i figur 11.5. Det er en markant
klokkeformet topp med svake striper pa si-
den. Det kan lett vises at man ikke far fle-
re markante topper enn sentraltoppen (sid-
en nevneren aldri blir null unntatt for sent-
raltoppen).

Figur 11.6: Eksempel pa observert intensi-
tetsfordeling for stripemgnsteret fra en en-
keltspalt. Sentralinjen er overeksponert for at
sidelinjene skal komme godt fram.

I utviklingen av uttrykket for intensitetsfor-
delingen fra en enkeltspalt, gjorde vi ikke noe
seerlig nummer av at elektrisk felt vil variere
med vinkelen . I uttrykkene for dobbelts-
palt og optisk gitter la vi mer vekt pa dette.
Grunnen er at det faktisk er den underligg-
ende diffraksjonen fra hver enkelt spalt som
danner bakteppet for EZ(r,6)! Man far ikke
stripemgnsteret fra en dobbeltspalt eller fra



et optisk gitter til & strekke seg lenger ut
enn den sentrale toppen i diffraksjonsbildet
fra hver enkeltspalt.

I praksis vil vi derfor alltid fa en kombinert
effekt av diffraksjon fra en enkeltspalt og in-
terferens fra to eller flere samtidige spalter.

11.5 Diffraksjon fra et

rundt hull*

Nar en plan bglge sendes inn mot et sirku-
leert hull, far vi ogsa diffraksjon, men det er
vanskeligere & sette opp en matematisk ana-
lyse av det problemet enn for spalter. Resul-
tatet er at bildet man kan samle opp pa en
skjerm viser en markant sentral klokkeform-
et topp, med svake ringer rundt. Den sent-
rale toppen synes a danne en sirkuleer skive
som gar under navnet “Airy skiven”.

Figur 11.7: Eksperimentelt oppsett der man
kan betrakte diffraksjon fra et rundt hull. Fi-
guren er tatt fra Young and Freedman: Uni-
versity Physics.

Vinkelen til forste minimum er gitt ved:

1.22)\
sin o)
hvor D er diameteren pa hullet. Siden vinke-

len vanligvis er meget liten, kan vi ofte bruke

tilnsermingen:

Figur 11.8: Auwry-skiven slik den ser ut med
en del overeksponering 1 det midtre parti-
et for a fa fram sirklene rundt. Figuren
er tatt fra Young and Freedman: University
Physics.

Dette uttrykket og hele fenomenet har vidt-
gaende konsekvenser, og vi skal nevne noen.

11.5.1 Bildet av stjerner i et te-
leskop

Lys fra en stjerne kommer inn mot et teles-
kop. Lyset kan betraktes som en plan bglge
nar det nar objektivet. Objektivet fokuserer
lyset med linser og/eller speil, men vi klarer
aldri (i en slik setting) a fokusere lyset til et
punkt uten utstrekning. I geometrisk optikk
far vi inntrykk av at vi kan samle alle lysstra-
lene fra et fjernt objekt i ett punkt, brenn-
punktet. Det er feil! Diffraksjonsuttrykket vi
har gitt ovenfor sier at dersom lyset kan sam-
les innenfor en diameter D, vil lysbunten

derfra vide seg ut med en vinkel § = %.
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Denne vinkelen ma samsvare med vinkelen
den samlede lysbunten fra en fjern stjerne
far etter at lyset har passert objektivet.

Figur 11.9: I geometrisk optikk tenker wvi
oss at parallellt lys inn til en linse saml-
et © brennpunktet. Fra diffraksjonsleren vet
vt at en lysstrale aldri kan bli punktformaig,
men at lysbunten gar via en minste diame-
ter i “midjen” til stralen (der vi finner Airy-
skiven) og utvider seq deretter (pa begge sid-
er) slik vi beskriver i diffraksjon. Et korrekt
bilde er kombinasjonen av disse to (nederst).
Storrelsen pa midjen (Airy-skiven) gir en
manste vinkel hvor det er mulig a skille to
objekter med (Rayleigh kriteriet).

Vi har altsa at lysbuntens vinkel med op-
tisk akse etter objektivet ma svare til dif-
fraksjonsvinkelen som svarer til at bildet av
stjernen ikke bare er et punkt.

Matematisk sett sammenholder vi et hoved-
trekk ved geometrisk optikk med diffraksjon

fra et hull:
1.22)\

D,/2 )
f—o/:tanezsmezezT

hvor D, er diameteren pa objektive og f, lik
brennvidden pa objektivet.

Ytterkanten av Airyskiven danner en vinkel
med optisk akse lik:

D/2
Jo

Folgelig er total vinkel som Airyskiven ut-

gjor:

(RS

D 1.22x

fo Do

Dette resultatet er kjent som Rayleighs opp-
lpsningskriterium. Lord Rayleigh formulerte
dette omtrent slik:

29 =~

Nar to objekter (eller detaljer i objekter) be-
traktes i et teleskop, vil grensen for a kun-
ne skille de to objektene fra hverandre vce-
re at sentralmaksimum i Airy-skiven fra det
ene objektet faller sammen med forste dif-
fraksjonsminimum fra det andre objektet.

Vi er med andre ord ikke i stand med en kik-
kert til a skille detaljer som har en vinkelav-
stand mindre enn 1%—2’\, uansett hvor mye vi
forstorrer bildet. For en prismekikkert med
objektiv pa ca 5 cm diameter, vil minste vin-
kelavstand vi kan lgse opp med 500 nm lys
veere

1.22-500-107°
0.05

som svarer til 0.00069 grader. For Mount
Palomar teleskopet, med et speil pa 5 m dia-
meter, er beste opplgsning 1/100 av denne
vinkelen. Mount Palomar-teleskopet kan 1g-
se opp detaljer som er ca 50 m fra hverand-
re pa manen, mens en prismekikkert kun vil
kunne lgse opp detaljer som ligger 5 km fra
hverandre.
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I en prismekikkert er forstgrrelsen nesten be-
standig sa liten at man ikke far sett Airy-
skivene. I et teleskop hvor man kan endre
okularer slik at forstgrrelsen kan bli gans-
ke stor, er det vanlig & se Airy-skivene. En
stjerne ser ikke ut som et punkt nar man
betrakter den med stor forstgrrelse gjennom
et teleskop. Stjernen ser ut akkurat som dif-
fraksjonsbildet fra en liten sirkuleer apning i
en skjerm, med en sentral skive (Airy-skiven)
omgitt av svake ringer. Ringene er ofte sa
lyssvake at det er vanskelig a fa gye pa dem.

Mange kikkerter og teleskop har darlig op-
tikk slik at f.eks. sfeeriske feil, kromatike feil
eller andre uperfektheter gjor at vi ikke far
fram noe fin Airy-skive dersom vi forstgrrer
opp bildet av en stjerne. Vi far i stedet en
mer eller mindre uregelmessig lysende flate
som dekker et enda stgrre vinkelomrade enn
Airy-skiven ville ha gjort. For slike teleskop-
er klarer vi ikke a lgse opp sa fine detaljer
som Rayleigh-kriteriet tilsier.

Kikkerter som er sa perfekte at det er Airy-
skiven som setter begrensingen pa opplds-
ningen, sies a ha diffraksjonsbegrenset optikk.
Dette er et kvalitetsstempel!

11.5.2 Divergens i en lysstrale.

Ved Alomar-observatoriet pa Andgya har
man en ozon-lidar der man sender en laser-
strale 8-90 km opp i atmosfeeren for a obser-
vere sammensetning og bevegelser der oppe.
Man gnsker a ha en smal lysstrale langt der
oppe, og man kan lure pa hvordan dette kan
oppnas.

Forste valg ville kanskje veere a anvende en
smal laserstrale direkte fra en laser. Stralen
er da typisk 2 mm i diameter. Hvor bred ville
denne stralen bli f.eks. i en hgyde av 30 km?

Vi bruker relasjonen for diffraksjon fra et sir-
kuleert hull og finner divergensvinkelen 6:

1.22- )\
D

sinf =

Dersom vi anvender lys med bglgelengde 500
nm og har stralediameteren 2.0 mm i starten,
far man:

1.22-500e — 9

— 3.05¢ — 4
0.002 3.05¢

sinf =
Vinkelen er liten, og dersom diameteren pa
stralen ved 30 km hgyde kalles Dsgp,,, folger
da:

Dsojem /2

S0k =tanf ~ sinf = 3.05e — 4

D3Okm = 18.3m

Med andre ord, laserstralen som var 2 mm
i diameter ved bakken har vokst til 18 m
diameter i 30 km hgyde!

Andre valg vil veere a utvide laserstralen slik
at den starter ut mye bredere enn de 2 mm.
Anta at vi utvider stralen slik at den faktisk
er D = 50 cm i diameter ved bakken. Anta
at bglgefronten her plan ved bakken slik at
stralen i starten er parallell (sakalt “midje”)
og etter hvert divergerer.

Hvor stor blir da diameteren ved R = 30 km
hgyde?

Vi ma da veere litt omhyggelig nar vi angir
divergensvinkelen, og far:

Dsorm/2 — D/2 ) 1.22- )\
30k /R / ~ tanf ~ sinf = i)

Lgser vi denne ligningen mhp Dsgx,, far vi
57.3 cm. Med andre ord, stralen som startet
ut som 50 cm bred, er bare blitt 57.3 cm bred
i 30 km hgyde!!! Dette er vesentlig bedre enn
om vi startet med en 2 mm tynn strale!
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Vi kan imidlertid gjore det enda bedre! Vi
kan velge & plassere laseren (lyskilden) ikke
ngyaktig i brennpunktet for det 50 cm speilet
som vi brukte i stad (som et ledd pa & gjore
stralen bred). Plasserer vi laseren litt utenfor
brennpunktet, vil stralen faktisk konvergere
for den nar “midjen” (som svarer til Airy-
skiven) og deretter divergerer igjen. Se figu-

ren. Hvor liten kan vi fa midjen (Airydisken)
i 30 km hgyde?

Vi kan da regne baklengs og anse “midjen”
i 30 km hgyde veere kilde til en divergeren-
de strale (pa begge sider av midjen, siden vi
har symmetri her). I sa fall vil stralen akku-
rat ha divergert til D lik 50 cm pa speilets
plass (tenker oss altsa at stralen gar bak-
lengs). Regnestykket vil da se slik ut:

D/2 — Dagim/2 , 1.22- )
/ R?’Ok/ ~ tanf ~ sinf = i)

D30km = 42.7cm

Med andre ord, vi kan til og med fa en mind-
re beam enn det vi startet ut med. [Merk: P&
forelesningen 1. april 2009 kom vi fram til et
enda mindre tall. Det var en regnefeil fordi vi
antok at D var betydelig mindre enn Dsgp,,, .
Tallene i dette kompendiet er mer korrekt!|

Konklusjon: Starter vi opp med en 2 mm dia-
meter laserstrale ved bakken, blir den 18 m
i diameter ved 30 km hgyde. Starter vi der-
imot med en strale pa 50 cm diameter og
fokuserer ved riktig hgyde, er stralen “bare”
43 cm i diameter i samme hgyde. Energitett-
heten i tverrsnittet er da over 400 ganger sa
stor som i fgrste tilfellet.

11.5.3 Andre eksempler

1. Airy-skiven representerer en intensitets-
fordeling som er “klokkeformet”. Formen
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skyldes at lyset vi startet ut med had-
de jevn belysning i hele tverrsnittet av
det sirkuleere hullet i en skjerm (firkant-
funksjon i intensitet). Hva skjer dersom
intensitetsfordelingen over hullet ikke er
uniform?

I moderne optikk bruker vi ofte la-
serstraler som har en sakalt “Gaus-
sisk intensitetsprofil”. Intensiteten av-
tar da som en Gaussfunksjon fra ak-
sen og utover. Det kan vises at sen-
der du en slik strale gjennom speil og
linser, vil den Gausiske formen behol-
des, selv om halvverdibredden kan va-
riere f.eks. alt etter hvor langt vi er fra
linser. Den Gaussiske formen er pa en
mate en “egenfunksjon” nar vi beregn-
er stralens/bglgens vandring i rommet
vha Maxwells ligninger. Vi far ikke noe
diffraksjonsringer rundt sentralstralen.

. Det finnes i dag ulike mater & komme

unna diffraksjonsbegrensingen pa. Det
kan vi oppna ved a bruke materialer som
har en finstruktur som er mindre enn
bglgelengden. Vi rekker ikke a ga inn
pa disse finurlighetene, men det er en
stadig voksende gren av moderne fysikk.

. I gyet vart er igjen opplgsningen begren-

set av diffraksjon. Pupillens apning er
typisk 5 mm eller mindre under dagli-
ge gjoremal. Det setter en begrensing
pa hvor liten vinkelavstand to detaljer
i synsbildet vart vi kan holde adskilt.
Det kunne veert en annen begrensing i
gyets opplgsningsevne dersom hver en-
kelt synscelle var stor i forhold til dif-
fraksjonens Airy-skive, men ogsa gyet er
et eksempel pa at evolusjonen har elsk-
et fram lgsninger som er optimale, fys-
isk sett. Synscellene har omtrent perfekt
storrelse i forhold til diffraksjonen som



forekommer.

. I et kamera er det ikke ngdvendigvis
like god tilpasning. Dersom man velg-
er en bildebrikke som gir mange pixler
per bilde, betyr ikke ngdvendigvis at vi
kan utnytte denne opplgsningen. Der-
som en Airy-skive for det objektivet som
er valgt er stgrre enn storrelsen pa et
pixel i ccd-brikken, er det et tegn pa at
konstruksjonen ikke er optimal.

. Bredden i sentraltoppen fra en enkelt
spalt er som vi har sett gitt ved:

A
Abryz = —

I kvantefysikken liker man & fremstil-
le resultatet fra diffraksjon fra en en-
keltspalt som et eksempel pa Heisen-
bergs uskarphetsrelasjon. I var sammen-
heng har vi overhodet ikke koblet denne
relasjonene inn i bildet, men resultatet
blir det samme. I var sammenheng fgl-
ger den aktuelle relasjonen helt automa-
tisk fordi vi ser pa lyset som en bglge og
bruker steingamle Huygens prinsipp. Vi
starter ut med en perfekt plan bglge som
er begrenset romlig pa grunn av randbe-
tingelsene, og vi kan bruke steingammel
bglgeligning med randbetingelser og ini-
tialbetingelser og fa akkurat det resul-
tatet vi har fatt.

Dette er ikke noe nytt. Vi har da vi drof-
tet Fourier transform sett at vi ogsa der
far relasjoner som er direkte koblet til
bglger og frekvensanalyse, og ender opp
med uttrykk helt identiske med Heisen-
bergs uskarphetsrelasjon.

Det er derfor ikke sa rart at mange i
dag oppfatter Heisenbergs uskarphets-
relasjon som en naturlig konsekvens av
bglgenaturen til lys og materie, og at

den bare sekundeert har noe med maleu-
sikkerhet a gjore. I kvantemekanikkens
barndom var disse forholdene tydeligvis
mindre kjent.

6. Diffraksjon har spilt en viktig rolle i var
oppfatning av lys. Pa begynnelsen av
1800-tallet viste Poisson at dersom lys
hadde bglgenatur og oppfarte seg etter
Huygens prinsipp, skulle man forvente a
se en lys flekk i skyggebildet av en kule
(eller sirkuleer skive). Arago gjennom-
fgrte eksperimentet og fant at det fakt-
isk var en lys flekk i midten. Fenomenet
gar na under navnet Arago’s flekk (eller
Poisson-Arago’s flekk).

Figur 11.10: Fotografi av Aragos flekk i skyg-
gebildet fra en sirkuler skive. Skiva holdes pa
plass av en stang. 1 tillegg til Aragos flekk ser
vt en rekke detaljer som skyldes diffraksjon,
blant annet litt morke striper i det lyse om-
radet utenfor skyggen av skive og stang, sdavel
som. striper inni skyggebildet av stangen. Fo-

to: AIV
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11.6 Babinet’s prinsipp

Superposisjonsprinsippet kan brukes pa en
litt spesiell mate der vi utnytter symmetrier.

Vi har utledet hvordan intensitetsfordeling-
en blir nar vi sender lys gjennom en smal
spalt. Hvordan ville interferensbildet sett ut
ved den komplementaere strukturen, som er
en stav med ngyaktig samme stgrrelse som
spalten? Det sier Babinet’s prinsipp noe om:

Sender vi en plan bglge mot en lang spalt, far
vt ett difraksjonsbilde med en sentral kraftig
lysende stripe med lyse striper pd hver side.
Sender vi en plan balge mot en lang stav med
samme bredde og lengde som spalten, far vi
en mork stripe omgitt av andre morke strip-
er. De to bildene skal tilsammen veere iden-
tisk med en uniform bolge som vi hadde hatt
dersom wverken skjerm med spalt eller stav
var til stede.

Figur 11.11 viser prinsippet.

A
I(6
© Spalt
0
A
1(0)
Stav
0
A
1(0)
Ingenting
0

Figur 11.11: Intensitetsfordelingen fra en
spalt og en stav er komplementere.

Dersom vi sender en relativ smal laserstra-
le inn mot en spalt og dernest mot en trad
med samme tykkelse som spalten, kan vi
igjen bruke Babinets prinsipp for a finne ut
(omtrent) hvordan de to diffraksjonsbilde-
ne vil forholde seg til hverandre. Forhold-
ene er likevel temmelig forskjellig fra plan
bglge situasjonen vi hadde ovenfor. Utenfor
den smale laserstralen er nemlig intensiteten
praktisk talt lik null nar ikke spalten eller
traden finnes i lysveien. Men med spalt eller
trad inne, far vi striper ut i det omradet det
ellers ikke ville veert noe lys. Hvordan kan

man da legge sammen de to bidragene a fa
null?

Vi ma da huske at superposisjonsprinsipp-
et bare kan anvendes pa amplitudeniva, ikke
pa intensitetsniva. Riktignok gikk det rime-
lig greit & jobbe pa intensitetsniva for plane
belger og spalt og stav (i alle fall overfladisk
sett), men nar vi bruker en smal laserstrale
forstar vi at utslagene for spalten og trad-
en utenfor laserstralen ma ligge pa ngyaktig
samme sted. Pa amplitudeniva méa de de to
oppsettene gi eksakt samme elektrisk felt i
ethvert valgt punkt, men feltet ma ha mot-
satt fortegn for spaltsituasjonen sammenlig-
net med stavsituasjonen.

Det betyr at vi kan bruke teorien for dif-
fraksjon fra en spalt ogsa ved analyse av dif-
fraksjonsbildet fra en trad. Figur 11.12 viser
diffraksjonsbildet fra et enkelt har plassert i
stralen fra en laserpenn.

Figur 11.12: Diffraksjon fra et menneskehar
1 en smal laserstrale.
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