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Oppgave 1: Fotoelektrisk effekt

Millikan utforte fglgende eksperiment: En metallplate ble bestralt med monokroma-
tisk lys. De utsendte fotoelektronene ble registrert av en detektor. Det ble videre
lagt en elektrisk spenning mellom metallplaten og detektoren, og den laveste spen-
ningen som hindret fotoelektronene i & na detektoren, ble malt som funksjon av
lysets frekvens. Resultatet av eksperimentet er gjengitt i Fig. 1.

_ Kinax (eV)

Frekvens v (104 /s)

Figur 1: Data fra Millikans eksperiment (R.A. Millikan, Phys. Rev. 7, 355 (1916)).

a) Hva menes med metallets arbeidsfunksjon wq?

Svar: Metallets arbeidsfunksjon er den minste energi som trengs for a fjerne
det svakest bundne elektronet fra metallet. (Arbeidsfunksjonen er spesifikk for
ethvert materiale).

b) Bestem metallets arbeidsfunksjon utfra opplysningene i Fig. 1. Du kan fa bruk
for Plancks konstant h = 4.136 - 1071° eVs.

Svar: Vi finner arbeidsfunksjonen wy for den minste frekvens vy som akkurat
gir Kpae > 0 eV. Med avlest verdi vy ~ 4.6 - 101 /s far vi wy = hyy =~
4.136-1075 x 4.6 - 10" eV ~ 1.9 eV.

¢) Da Millikan utferte sitt eksperiment, var ikke Plancks konstant kjent. Gi et
grovt overslag av Plancks konstant h utfra opplysningene i Fig. 1.

Svar: Den maksimale kinetiske energi er vist i figuren som funksjon av fotonets
frekvens, og lyder likningen K., = hv — wy. Vi deriverer likningen og finner
h = AK../Av som er gitt ved stigningskoeffesienten av linjen. Estimerer

h= (3.2-0.)/[(12.0 — 4.6)10"] eVs ~ 4.3 - 10~ ¥eVs.

d) Hvilken grunnleggende egenskap ved naturen avslgrte eksperimentet?

Svar: Lys oppferer seg i visse sammenhenger som partikler, ofte kalt fotoner.
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Oppgave 2: Generelt om kvantemekanikk

Det lgnner seg tkke & innfgre sfeeriske koordinatorer i denne oppgaven.

a)

Hvordan tolkes |¥(7,¢)|* i kvantemekanikken og hvilket krav stilles til denne?

Svar: Kvadrert representerer bglgefunksjonen en sannsynlighetstetthet: Sann-
synligheten for & finne partikkelen i volumet d*7 rundt posisjon 7 ved tiden
t er | (7 t)|*d>r. Matematisk s mé bglgefunksjonen veere normerbar, slik at
integralet over hele rommet blir [ |W¥(7,¢)|?d*F = 1.

Skriv ned den tidsavhengige Schrédinger-likning for en partikkel med potensiell
energi V(7).

Svar: Den tidsavhengige Schrédinger-likningen er

HU(F t) = {—%V%FV(F)] (7, t )—zhaat\lf( t). (1)

Vis at en lgsning kan skrives pa formen

w7 0) = o) exp (1), )
og finn den likningen som den stasjonare bglgefunksjonen ¢ (7) tilfredsstiller.

Svar: Vi antar at lgsningen er separabel i rom og tid og skriver forsgksvis:
U(r, t) = ¥(r)¢(t), og innsatt 1 den tidsavhengige Schrédinger-likningen, far
vi
o) |29 4 V()| (7) = it 1) )
- ) = ih)(r)—¢(t).
2m dt

Dividerer pa begge sider med ¢(t)y(7), og far
1 h?

gV V0] 000 = i (o) (@)
»(F) { ¢(t) dt
Her ma venstre og hgyre side av likningen veere lik den samme konstanten
siden venstre side bare avhenger av rom-koordinater og hgyre side bare av
tiden ¢. Vi kaller denne konstanten for E, og lgser likningen:

ih% (t) = E¢(t), som gir

6(t) = Cexp (—%Et) (5)

og dermed blir:

V(D) = v e (—%Et), (6)



nar vi antar at () er normert.
Den tilsvarende tidsuavhengige Schrodinger-likningen far vi fra venstre side av
Likn.(4)

v+ V()| () = Bu) ™

Av denne likningen ser vi at konstanten E kan identifiseres som energi-egenverdien
for Hamilton-operatoren.

Anta at partikkelen ved tiden ¢ = 0 er i en superposisjon av to ortonormerte stasjo-
nare tilstander med energi-egenverdier Fy = € og Fy = 2e:

W(E0) = S () — (). ®)

d) Skriv ned den tilhgrende tidsavhengige bolgefunksjonen og vis at den er nor-
mert.

Svar: Den tidsavhengige bglgefunksjon blir:

~—

1 3 !
U(r, t) = —¢1( F)exp | ——et | — —o(7) exp | — -2t |. (9
h 5 h
Normeringsintegralet blir:

N(t) = / U (7, 1)U (7, t)d*F

- [IEru e (;t) 255 exp ( L et)
Pt (L) - s ()

= /[_Tﬂlwf(ﬂ exp (%et) —)y () exp ( Zet)

+ %w;(F) exp < 2625) —1)9(T) exp (—%26t>]d3f

= [ivin+ vsldr =1 (10)

som viser at U*(7,¢) er normert til 1 for alle ¢. Kryssleddene [ 4} (7)iq(F)d?r
og [ ¥3(7)1 (F)d*F forsvinner siden bglgefunksjonene er ortogonale.

e) Hvis du maler én gang pa systemet ved tiden ¢, hvilken energi vil du da méale?

Svar: Vi forventer & male enten energien F = € eller energien E = 2e.
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f) Definer forventningsverdien av energien og finn denne ved tiden t.
Svar: Forventningsverdien er definert som
(E(t)) = / (7, ) HU (7, t)d*F (11)

og blir med ortonormerte (bade ortogonale og normerte) 1 og 1s:

(B) = g [ it exp(set) — 305 exp(7 260)]
X Hlidyy exp(—%et) — 31y exp(—%2et)]d3f
1 | |
= o [ [Fidvsexp(ret) — 3 exp(-2¢t)

X [ieda)] exp(—%et) — Ges exp(—%?et)]dsf

1 -
= 5 [166¢f¢1+186¢;w2]d3r

34
- 2—56 eller 1.36e. (12)

Oppgave 3: Hydrogenatomet

I denne oppgaven vil vi til & begynne med se bort i fra elektronets egenspinn. Energi-
egenverdilikningen for et elektron i hydrogenatomet med Coulomb-potensial —k.e?/r
er da gitt ved

N E
H01/)nlm - _n_§¢nlm7 (13>

der konstanten Fj er gitt ved Fy = 13.6 €V.

a) Sett opp Hamilton-operatoren H, og skriv ned hvilke verdier kvantetallene n, [
og m kan anta. Hvilken fysisk betydning har [ og m?

Svar: Hamiltonoperatoren er

2 2
i o h 2 kee
Y

Hy = (14)

2m r
der r er elektronets avstand fra kjernen. Videre er k.e? = 1.44 ¢V nm. Kvante-
tallene ma oppfyllen =1,2,3,...,1=0,1,....n—1logm; = —I,—l+1,...,[.
Kvantetallet [ bestemmer lengden av det angulsere moment og m; er dets pro-
jeksjon inn pa kvantiseringsaksen (z-aksen).



b) Fortell kort hvorfor det forste eksiterte energinivaet er degenerert. Hvilke
kvantetall har de degenererte tilstandene i dette nivaet?

Svar: Det fgrste eksiterte nivaet med n = 2 har [ = 0 og 1. Projeksjonen m,
har en verdi m; = 0 for [ = 0 og tre verdier med m; = —1,0,+1 for [ = 1.
Altsa er det fire tilstander for energinivaet n = 2, med degenerasjon d = 4:
(n,l,m;) =(2,0,0), (2,1,-1), (2,1,0) og (2,1,+1).

c) Beregn bolgelengden for fotonet som sendes ut nar hydrogenatomet gar fra
n = 2-tilstanden til n = 1-tilstanden (grunntilstanden).

Svar: Overgangsenergien blir: AE = Fy — By = —Fy(1/2% —1/1%) = 3E, /4 =
10.2 eV. Tilsvarende bglgelengde blir A = ¢/v = he/hv = he/AE =
1240 eVnm/10.2 eV = 121.6 nm.

Hydrogenatomets bglgefunksjon i grunntilstanden er gitt ved

Yano(r,0,6) = Acxp (—2), (15)

der A og a er positive reelle konstanter. Til hjelp oppgir vi at Laplace operatoren i
sfeeriske koordinater er
102 1 .2
V2 = — L. (16)

= ——7r —
r Or? h2r2

d) Vis ved innsetting i egenverdilikningen at 1199 kan veere egentilstand for H,
og bestem konstanten Fj uttrykt ved naturkonstanter.

Svar: Vi ser at 99 bare har r-avhengighet og ingen avhengighet av ¢ og ¢.
Dermed vil L? operatoren gi null nar den virker pa 9. Dette vet vi ogsa fra
kvantetallene til grunntilstanden som har [ = 0. Det er derfor tilstrekkelig &
bruke r-delen av Hamiltonoperatoren:

At = {- gt r = Bt
— _%%% {Aexp(——) +7”A—7 eXp(—t)] - _62‘4 Xp(_g)
— _%é [%1 exp(—i) + _—1€Xp(——) + T% eXP(——)} - keT(BQAeXp(__)
- [ (F ) -5
RERNEN
= —Foio- (17)



Forat dette skal vaere en energiegenverdilikning, sa mé 1(- - -)-leddet settes lik
0, det vil si at parameteren a (Bohr-radien) mé oppfylle a = h?/mk.e?. Dette

gir videre Ey = h*/2ma? = %(4;;)2 = o5 (kee?).

Vi skal na ta hensyn til elektronets egenspinn. Pa grunn av spinn-banekopling far
vi et tilleggsledd i Hamilton-operatoren lik

Hpg=CL-S, (18)

der S er operatoren for elektronets egenspinn og C er en konstant. Spinn-bane
koplingen vil splitte n = 2,] = 1 nivaet i to nye nivaer som illustrert i Fig. 2. Hint:
Det kan lgnne seg a uttrykke egenverdiene til L-S ved hjelp av kvantetallene 7, [
og s og benytte at J=L+8S.

n=2, I=1, j=3/2
n=2, I=1, j=1/2

n=2, I=1

n=1, I=0 n=1, I=0, j=1/2
H, Hy+Hg

Figur 2: Oppsplitting av n = 2,1 = 1 nivaet i hydrogen (effekten er overdrevet).

e) Finn energiene E;_ /5 og Ej_3/, til de to nye nivaene uttrykt ved Ey og C.

Svar: Vi uttrykker bglgefunksjonen med kvantetallene (nlsj). Tilleggsleddet
blir da

A R R R 2
HL5:CL~S:g(J2—L2—Sz):?(j(jJrl)—l(lJrl)—s(s+1)).(19)

For en (n = 2,1 = 1)-tilstand vil spinn-banekoplingen gi to muligheter med
j=lts=14+1/2=3/2,1/2:

ELS o ="C(1/2(1/2+1) = 1(1 + 1) = 1/2(1/2 + 1)) = —=h*C

B, =" (3/2(3/2+1) = 1(1 + 1) — 1/2(1/2 4 1)) = B*C/2,
som gir energiene:

Ej1js = —Eo/4 — B2C

J

Ej—sy = —Eo/4 + h2C)2.

f) Det er pavist at spektrallinjene fra de to nivaene har en separasjon i bglge-
lengde pA AN = 5.3 - 10~* nm. Finn konstanten C. Hint: Du kan fa brukt for
tilnserming av typen (1 + ) '~ 1—x for z < 1.



Svar: Overgangsenergien far vi ved a trekke fra grunntilstandsenergien — Fj.
Dermed blir forskjellen i bglgelengde:

A)\ - )\jzl/g—)\jzg/g

Che ( 1 _ 1 )
Ej:1/2 - (—Eo) Ej:3/2 - (_EO)

1 1
= he <3E0/4 “R2C T 3B /4~ h20/2>

4hc 1 B 1
~ 3Ey \1—h2C4/3Ey, 1+ h2C4/6E,

4h
- 3?6 [1+ BC4/3Ey — (1 — B*C4/6Ey)]
0
he oo 167h%c
= & (8R*C/3Ey) =C 35T (20)

Dermed blir konstanten C' = AN3EZ/167h%c = 6.8 x 10%° eV~ §72,



