Oppgave 1 Hydrogenatom for kjemikere
I denne oppgaven skal vi se pa hydrogenatomet. Vrien i ar er at vi skal skrive
lpsningen av Schrgdingerligningen pa en méate som kjemikere liker bedre. Vi
ser bort fra spinn i denne oppgaven.

Lgsningen av den tidsuavhengige Schrgdingerligningen for hydrogenato-
met er som kjent

¢nlm(’ra9a¢) = Rnl("ﬂ)yvlm(eaQS)’ (1)

hvor Ry (r) er lgsningene av den tilhgrende radialligningen og Y;™ (6, ¢) er
de sfeeriske harmoniske. Her bruker vi sfeeriske koordinater

x = rsinfcos ¢, (2)
= rsinfsin ¢, (3)
z = rcosb. (4)

Vi gir de eksplisitte uttrykkene for de enkleste av disse funksjonene i Tabell 1.

Ry(r) Y™ (0, 9)

Rig(r) = Ae"/ Y9(0,¢) =B

Falr) = A (1= ) | 0.0) - VB st

Roy(r) = ﬁA%e—r/Qa YiH(0.9) = :F\/gB sin fe 17

Tabell 1: Oversikt over de enkleste radialfunksjonene for hydrogenatomet,
Ry, samt de sfeeriske harmoniske, Y;". A og B er to normeringskonstanter
og a er Bohrradien.

Vi begynner med litt generelle spgrsmal.

a) Hva slags verdier kan kvantetallene n, [ og m ta for hydrogenatomet?
[3 poeng]

Svar: Kvantetallene kan ta fglgende verdier:

n = 1,2,3,... (5)
I = 0,1,...,n—1 (6)
m = —l,—l+1,...,1—1,L (7)

b) Gi normeringsbetingelsen for bglgeunksjonen 1)y;,,. Vi antar separat
normering av R og Y. Vis at normeringsbetingelsen for R er gitt ved

/000 |R(r)|*r?dr = 1. (8)

[4 pocng]



d)

Svar: Normeringsbetingelsen for 1, er:
[ 1 @P =1,

eller 1 sfeeriske koordinater

21 T (o)
/ / / i (r, 0, ) [*r? sin  drdfdp = 1.
0 0 0
Vi setter inn lgsningen 1, (7, 6, ¢) = an(r)Yl’”(H, @) og far

/% /W /OO [Vt (7,0, @)|*r2 sin @ drdfde
_ /% / / R (r)Y7™ (8, 6)[2r sin 0 drd6dg

= [Tiraprar [T oo o aoas

Dersom Y er separat normert er

2T T
/ / 1Y;™(0, ¢)|? sin 6 dfde = 1,
0 0

/ |R(r)|*r?dr = 1.
0

Hva er enheten til R(r)? Gi en begrunnelse. [4 poeng]|

slik at

(10)

(11)

(12)

(13)

Svar: Fordi den infinitesimale lengden dr i normeringsintegralet for R
har enhet lengde (m) ma selve integranden ha enhet m~!. 72 har enhet
m?, slik at R?(r) ma ha enhet m~3. Dette betyr at R(r) har enhet

m_3/2.

Finn normeringskonstantene A og B. Hint: Du kan fa bruk for felgende

integral
oo
/ e M dp = p! AT,
0

[4 poeng]

Svar: Vi bruker normeringsintegralene for & finne A og B.

/ |Rio(r)*r?dr = / |Ae™"/% %2 dr
0

0

_ |A|2/ 72r/a r2dr
0

—(2+1)
= ‘A’Q .91 <2>
a

pe

(14)



som gir A = 2/va3. Som en kontroll si kan vi se at dette stemmer
med svaret i forrige oppgave da Bohrradiusen har dimensjon lengde.

2T T
/ / | B|? sin 0 dfd¢
0 0

= 27T]B\2/ sin 6 df
0

Vi finner B pé samme mate:

2 T
| [ wde.0)psino dsas
0 0

= 27| B|*[~ cos 6]}
4| B|*. (16)

Dette gir B = 1/+v/4.

e) Forklar hva vi mener med degenerasjon. Bestem degenerasjonsgraden
til hydrogen som funksjon av n. Hint: Fra kombinatorikken har vi at
(se for eksempel Rottmann)

- n(n+1)
;l == (17)

[6 poeng]

Svar: Degenerasjon opptrer nar vi har mer enn en tilstand, med for-
skjellig kvantetall, som har samme energi. Degenerasjonsgraden d er
antall slike tilstander. For hydrogenatomet er energien bestemt av ho-
vedkvantetallet n, vi ma altsa telle alle tilstander som har samme n.
For hver n har vi n forskjellige verdier for [ fra 0 til n — 1. For hver
av disse har vi 2[ + 1 valg for m, vi mé alstd summere 2] + 1 for alle

mulige [:
n—1 n—1 n—1 (n . 1)n
d(n) = ;(%4—1) :2;l+;1 :QTJrn:n?, (18)

hvor vi har brukt hintet i oppgaven og at [ = 0 ikke bidrar til den
forste summen.

Vi definerer s& en ny type funksjon Xj,,(6, ¢) som er lineserkombinasjoner
av de sfeeriske harmoniske:

L [Y™ — (=1)™Y,”™] hvis m < 0

V2
X =2 Y hvism =0 . (19)
%[Yl—m + (=1)™Y;™] hvis m > 0



f) Vis at
X11(0,¢) = V3Bsinfcos¢ og Xi_1(0,¢) = V3Bsinfsing¢. (20)
[4 poeng]
Svar: Vi bruker at ¢® = cos ¢ + isin ¢.

1 _
X = —=¥'-v

V2
\/gB sin Qe — \/EB sin fe'®
V2 2 2

1
1 o [—io | io
= 5\/§B sin 6 [e +e }

= %\/gBSiHH[COS(b—iSin¢+COS¢+iSin¢]

1
= 5\/§Bsin9-2(:osq§
= V/3Bsinfcos ¢. (21)

1 _ _
X1 = E[Yl P (=)
1
= _[Y1_1+Y11]

V2
\/EB sin Qe — \/gB sin 9e'®
V2 2 2

i
= %\/gB sin 6 [efid’ — ew]

= %\/nginﬁ[cosqﬁ—isinqﬁ—COS(b—isin(b]
= %\/gB sin O[—2i sin ¢
= V/3Bsinfsin¢. (22)

g) Forklar hvorfor Ro; X1, Ro1 X109 og R21X1,—1 er egentilstander til Ha-
miltonoperatoren til hydrogenatomet. [3 poeng|

Svar: Fordi alle disse tilstandende kan skrives som en sum av tilstander
av typen ¥n;, med samme egenverdi for energi. For eksempel er

Ro1 X171 = %Rm[yfl -Y] = %(%1,—1 —1211), (23)

0g 21,1 0g Y211 er egentilstander med energien Ey (de er lgsninger
av TUSL), slik at summene av disse ogsa méa veere en egentilstand med
egenverdi Fo.



h)

Hva slags verdier for (kvadratet av) anguleermomentet, L2, kan du fa
dersom du maéler et hydrogenatom i tilstanden Ro1 X117 [3 poeng|

Svar: Du kan bare fa egenverdier for L? dersom du maler L2. Siden
L2%pim = R21(L 4 1)tpppy, er egenverdiene til Rgy X1 gitt som

A o 1
L*Ry X1y = LQE(%L% —bo11) = h%-1(1+1)Roy X11 = 2h* Ry X11.
(24)

Altsa vil du alltid fa 2% dersom du maler L? for et hydrogenatom i
tilstanden Ry X11. Det er selvfplgelig ikke ngdvendig & regne her, bare
& konkludere at begge de to egentilstandene som Rg; X711 bestar av har
samme egenverdi, 2k2, for L2

Er Ro1 X711 en egentilstand til f/z? Hva med ﬁx? Begrunn svaret. [4
poeng|

Svar: Nei, Ro1 X711 er en lineserkombinasjon av to tilstander som har
forskjellig egenverdi for L, og kan derfor ikke veere en egentilstand til
L, :

- ~ 1 1
L,Rn X1 =L,— 11— = —(—-h _1—h kRo1 Xq1.
21 X711 \/5(1#21, 1—211) \/5( o1, —1—hapor1) # 21( 1;
25

Siden .
X11(0,¢) = V3Bsinf cos ¢ = \/§B; (26)

0g

er

IA/nglel = L —Aieir/%t\/ng

0 0 AB
- ik v Y —r/2a
' (y 23y> V2da

—2 -2 AB
= —ih <y ‘. y) e "/%y
2ar 2ar ) \/24a

AB
= ih (yi - z£> /20y
ar ar/ +/24a

Altsa er Ro1X11 en egentilstand til I:x med egenverdi 0.



J)

k)

Hva er sannsynligheten for at du méaler verdien —# for z-komponenten
til anguleermomentet til et hydrogenatom som er preparert i tilstanden

U(7,0) = Ra1(r)X11(0, ¢)? |2 poeng]

Svar: Fordi Ry X117 = %(1/}21,_1 — 91,—1) 0g 21,1 har egenverdien

—h for L, er sannsynligheten gitt ved absoluttverdikvadratet av koeffi-
sienten til 191, 1, c21,-1 = —1/4/2. Altsé er sannsynligheten |021,,1|2 =
1/2.

De sfaeriske harmoniske kan skrives som
Y;"™(0,¢) = N/" P/ (cos H)Gim¢7 (29)

hvor N;™ er normeringskonstanter, og hvor P"(z) er de assosierte
Legendrepolynomene som er reelle funksjoner av x. Vi har ogsa at
N™ = N7 ™ og P = (=1)™P; ™. Bruk dette til & vise at dersom
man skriver lgsningene for hydrogenatomet péa formen ¢, (r, 6, ¢) =
Ry (r) X1 (0, ¢), sa er belgefunksjonen alltid en reell funksjon. [5 po-

eng]

Svar: Fordi radialdelen av bglgenfunksjonen til hydrogenatomet alltid
kan skrives som en reell funksjon, fordi normeringskonstanten N;™ all-
tid kan velges reell, og fordi de assosierte Legendrepolynomene er relle
funksjoner s stammer den eneste mulige imaginaere komponenten i
Vi (1,0, 0) = Ryy(r) Xy (0, ¢) fra e™?. Imidlertid er alltid X = Y,
reell siden m = 0, og for m < 0 er
i
Xr = =y"-(-n"y; "
z \/5[ G VAR

— % [Nlmleeimqb _ (_1)lemelfm6—im¢]
— % [Nlmplmeim¢> _ (_1)lem(_1)mleefim¢]
= %N{”P{” [cos(m¢) + isin(me) — cos(me) + isin(me)]
- %N[’LP[“% sin(me)

= —\/§Nl’”le sin(ma), (30)



som er en reell funksjon. For m > 0 er

1
X = T (D))
1 . A
— _[lemplfme—zmqb + (_1)lemleezm¢]
V2
1 X )
= L IN)TBET 4 (1)N P e

N

%(—1)lemle [cos(m@) — isin(me) + cos(me) + isin(ma)]
2(—=1)™N/"P™ cos(mg). (31)

NG

Oppgave 2 Opprullet dimensjon

I denne oppgaven skal vi se pa kvantemekanikk i to romdimensjoner, men
hvor en av de to dimensjonene er en sluttet sirkel med omkrets L. Vi bruker
koordinatene (x,u) hvor x € R og w € [0, L]. Vi vil i denne oppgaven bruke
et vanlig uendelig brgnn potensial

0 dersom0O<z<a

oo ellers (32)

V(z,u) = {
a) Forklar hvorfor Schrgdingerligningen i to dimensjoner da skrives som

K2 0?2 0?2 0
A I = 1h—WU .
o <8x2 + 8u2> (x,u,t) zhat (x,u,t) (33)

nar 0 < z < a. [3 poeng]

Svar: (Den tidsavhengige) Schrgdingerligningen er:

N 0
HY = il ¥ (34)

hvor H er den tilhgrende Hamiltonoperatoren. I to dimensjoner, med
koordinater (z,u), er Hamiltonoperatoren

n? 02 n? 0?2
C2mdx?  2mou?

h2
— V2 4+ V(z,u) =

o + V(z,u), (35)

slik at med det oppgitte potensialet, som har V(z,u) =0 nar 0 < z <
a, er Schrgdingerligningen

wofo* 92 L0
“om <a— * 0_> Vo ut) =ihg @ ut. (60



b) Hva slags grensebetingelse méa vi bruke for bglgefunksjonen i u-retningen?
2 poeng]

Svar: I u-retningen ma vi kreve kontinuitet for bglgefunksjonen og den
deriverte. Spesielt ma vi ha ¢ (x,0) = ¢(x, L).

Vi antar n separasjon av variable, altsa at lgsningene v (z, u) av den tidsuav-
hengige Schrpdingerligningen kan skrives som produktet i (z,u) = X (z)U (u).

c) Vis at de folgende uttrykkene for funksjonene X og U gir oss lgsninger
av den tidsuavhengige Schrgdingerligningen for 0 < z < a:

X(x) = Asin(kyz) + Beos(kyz) og U(u) = Ce*ut, (37)
14 poeng]

Svar: Vi viser ved innsetting. De andrederiverte av den foreslatte lgs-
ningen er

0? 0?
) = X @)U

2
= U(u)%(fl sin(kyz) + B cos(kyx))
= U(u)(—Ak?sin(kyz) — BE2 cos(kyx))
= —kX(@)U(u) = —kZv(z,u), (38)
0g
2 2
T b)) = A X@)U)
d .
= X(ﬂ:)wCelk““
= —E2X(2)U(u) = —k2(z,u). (39)

Innsatt i den tidsuavhengige Schrgdingerligningen far vi

h2
2m

2 2 2
(3 ;2 )wm,u):h—(kiwz)w(m,u). (40)

a2 " du? 2m

Dette er altsa en lgsning med energien gitt som

‘i2 2 2
E=—(k;+k). 41



d) Bruk grensebetingelsene for i(x,u) til & vise at B =0,

TNy

b = =, (42)
hvor n, =1,2,3..., og
2mn
ky = L“, (43)

hvor n, = 0,+1,£2,.... [6 poeng]

Svar: Vi ma ha 9(0,u) = 0 og ¥(a,u) = 0 fordi potensialet blir
uendelig i endene av brgnnen. z = 0 gir X (0) = Asin(0) + B cos(0) =
B, som betyr at B = 0. (U(u) er alltid forskjellig fra null sa lenge
C#0.)
x = a gir X(a) = Asin(kza) som er null dersom k,a = 7n, hvor
n, = 0,£1,£2,.... Dette betyr at

™y

by = —2, (44)

a

hvor vi kan begrense oss til positive n, fordi negative k, gir de sam-
me lgsningene bare med motsatt fortegn for A. n, = 0 gir ikke en
normerbar lgsning. Altsd ma n, =1,2,3....

Til slutt krever grensebetingelsen for u-retningen at U(0) = U(L), slik
at e = gtkul eller kvl = 1. Dette er oppfylt for kL = 27n,, hvor
ny = 0,£1,£2,.... Dette gir

_2mny,

b=~ (45)

Her gir alle verdiene av n, forskjellige lgsninger.

e) Vis at energien kan skrives ved hjelp av kvantetallene n, og n, som

h2n? 20\ ?
Epon, = o [ni + <f> n2|. (46)

[4 poeng]

Svar: Vi sa fra Igsningen av den tidsuavhengige Schrgdingerligningen
at energien er gitt ved (41). Vi setter inn uttrykkene for k, og k, og

far:
2 (m2n2  4x?n2 h2n2 20\ 2
E _ x u — 2 i 2 ) 4
2m < a? + L2 ) oma2 "' + <L> M (47)

10



f)

g)

Hva er energien til grunntilstanden i dette potensialet, og hvor mange
elektroner kan befinne seg i den? Hvor mange kan finnes i tilstanden(e)
med nest lavest energi? Anta at bredden av brgnnen er ¢ = 1nm.
Massen til et elektron er m = 0.511 MeV /c2. [6 poeng]

Svar: Grunntilstanden, tilstanden med lavest energi, er gitt ved n, = 1
og n, = 0. Denne har energi

K22 20\ 2

By = 2+ (=) -0?

10 2ma? < + <L>
h272
2ma?
h2c2n2
2mc2a?

(197.3 nm eV)? - 72
2-0.511 MeV - (1 nm)?
— 0.376 eV. (48)

Fordi elektroner er fermioner kan ikke to elektroner befinne seg i samme
tilstand, men, om vi tar hensyn til spinn, er det to elektroner som kan
befinne seg i grunntilstanden, s lenge de har motsatt spinn.

For den neste tilstanden er svaret avhengig av lengden pa L. Dersom
L < 2a/+/3 er den neste eksiterte tilstanden gitt ved n, = 2 og n, = 0
fordi dette da gir den nest minste energien. Vi kan igjen bare ha to
elektroner i tilstanden. Dersom L > 2a/+/3 gir n, = 1 og n, = £1 den
minste energien og vi har to degenererte tilstander med forskjellig n,,.
Vi kan da i alt ha fire elektroner med denne energien.

Bruk normeringskravet til ¢ (z,u) for & vise at AC = \/2/aL slik at
den fullstendige lgsningen blir

Unpng (T, 1) =4/ % sin (kyx)etFut, (49)

Svar: Normeringskravet i to dimensjoner er

/Z /OL [ (z, u)|? dudz = 1. (50)

[4 poeng]

11



Integralet gir

/_Z/OL]w(x,u)\Qdudx _ / / 22U () 2 duds
- /_OO| <>|2dx/ U(@)? du

a L
= / |Asin(kxx)|2dx/ |Cet*ut|2 dy,
0 0

a L
= |AC’|2/ sinZ(kxx)dx/ du
0 0
kea ) d
= 1A [ st Pl

T
TNy

L 1 Y
= A 2— ——si -
|AC| o [ 2smycosy+ 2]0

L 1
= ]AC\zk— [—5 sin mng cos mng + m;x}
xr
L mn
= JACP—=F
AcP 2T
L
= |ACPS
(51)
hvor vi har brukt fra Rottmann at
1
/siandx:—isinxcosx—{—g—l—C. (52)

Néar vi velger normeringskonstantene reelle gir dette AC' = /2/aL.

h) Finn forventningsverdien til p2 for tilstanden ., (x,u). [3 poeng]

Svar: Forventningsverdien til p2 er gitt ved integralet

W) / /w WP (@) dudz. (53)

Med ) )
R d )
P2 = <_m m) —hr—— RIEE (54)

Patnan, (,0) = (%JQVEMH (kg )eFut
= h2k2 /a_LSIH(k .%') tkyu

= B2k, n, (2, ). (55)

er

12



Altsa er ¥, n, (z,u) en egentilstand til p2 med egenverdi h%k2. For-
ventningsverdien blir da

[e’s) L

) = [ [ @B ) dude.
(o) L

— / /¢;znu(:ﬂ,u)h2k§¢nznu(m,u)dudm.
—o00 JO

00 L
= h%ﬁ/ / Yngn, (2, u)[* dudz.
—o0 J0
= R, (56)
hvor vi har brukt at v, (z,u) er normert.

i) I grensen L < a viser ligning (46) hva som skjer dersom det eksisterer
sma ekstra opprullede dimensjoner i verden. Vi minner om at energien
for en uendelig brgnn i en vanlig dimensjon er

2.2
R
E,, = 5 M-

2ma

(57)
Gitt at stgrrelsen pa denne ekstra dimensjonen er L = 1073 nm, hvor
mye energi trenger jeg for & eksitere et elektron i den nye dimensjonen?

[3 poeng]

Svar: Det & endre kvantetallet n, fra 0 til 1 gir en energiforskjell pa

AE = Eni1—E,o
h27? 9 2a\° 9 h27? 9 2a\° 9
~ 2ma? (nx * <_> ) oma? \ "o T <f> v

s 2, 2a\° R?r?
 2ma? N L 2ma2nx

~

R2r2 [(2a\? 2h2r2
T a2 \L ) T mL% (58)
Numerisk er dette

2h272

AEF = ————
mL?

B 2h2c2 2

 mc2L2

2-(197.3 nm eV)? - 72
0.511 MeV - (10~3 nm)?
= 1.50 x 10°% eV = 1.50 MeV. (59)

13



j) Hvor mye ekstra effektiv masse (hvileenergi) ser det ut som et elektron
som er eksitert i den ekstra dimensjonen har? Hint: Ta utgangspunkt
i Einsteins formel for relativistisk energi i en vanlig dimensjon E? =
p2c® + m2ct. [3 poeng]

Svar: Siden endringen i energi ved eksitasjonen ikke gir elektronet eks-
tra bevegelsesmengde i den vanlige z-dimensjonen hvor vi gjgr méalin-
ger, tilsvarer endringen i energi en direkte endring i massen (AE)? =
(Am)2c*, eller AE = Amc?. Eksitasjonen pa 1.50 MeV vil da gi en
tilsynelatende endring i masse pa 1.50 MeV /c? for elektronet. Vi har
laget det som ofte kalles en Kaluza-Klein-eksitasjon av elektronet, en
mer massiv utgave av det vanlig elektronet.

14



