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Oppgave 1: Kvantemekanikk

Denne oppgaven behandler noen fundamentale egenskaper ved kvantemekanikken. Vi skal
studere en partikkel med masse m i et én-dimensjonalt potensial V' (x).

a)

Sett opp den tidsavhengige Schrodingerlikningen (TASL) for systemet som bestem-
mer bglgefunksjon W(z,t). Forklar hva de ulike symbolene og leddene i likningen
representerer.

Svar: Den tidsavhengige Schrodingerlikningen (TASL) er:

n% 0% (x,t) L 0U(x,t)
—%W + V(l’)\IJ(IL‘,t) = ’LFLT, (1)

hvor fgrste ledd representerer partikkelens kinetisk energi og andre leddet represen-
terer potensiell energi. Videre er i = h/27 hvor h er Planck’s konstant og i = /—1.

Dersom vi har en stasjoneer tilstand, vis at ¥(z,t) kan skrives pa formen ¥(z,t) =
¥(x)p(t). Forklar/begrunn stegene i utregningen.

Svar: Derivasjon mhp z og t virker bare hhv pa i (x) og ¢(t) delen. Dermed kan de
partiell-deriverte av W(z,t) = ¢(z)p(t) skrives pa formen:

PU(x,t) d* og ov(z,t)  do

= = 2
Ox? dx? ot dt )
som innsatt i Likn. (1) og dividert med ¢ péa begge sider, gir:
21 d*p(x) 1 deé(t)
—_— =ih———.
o) iz TV = T (3)

Finn funksjonen ¢(t) og den tilhgrende tidsuavhengige Schrodingerlikningen (TUSL).
Hvilke krav stiller vi til bglgefunksjonen 1 (x)?

Svar:Vi ser at venstre side av Likn. (3) bare avhenger av = og hgyre side bare av t.
Begge sidene méa gi en og samme konstant som vi kaller E. For tidsdelen far vi:

. ; . . .
mang:/;ﬁ:é/fﬁ:m¢:—#ﬁ+d:¢@:cmm—#m,
(4)

hvor C-ene er konstanter. Romdelen pa venstre side av Likn. (3) gir oss den tidsuav-
hengige Schrodingerlikningen (TUSL):
1 dy()
2m  da?

hvor kravet til 1 er at den er energi-egenverdifunksjonen for Hamiltonoperatoren
med egenverdi F. 1

+V(2)p(z) = Ey(x), (5)



Vi ser na pa et kvantesystem med tre egenverditilstander 1, ¥9 og 13 som antas & veere
ortonormerte. De tilhgrende energi-egenverdier er By = E, Fy = 2F og F3 = 3E. Systemet
er preparert ved tiden ¢ = 0 som

d)

U(z,0) = A[—1(z) + 8ya(x) + 2itp3(z)] . (6)
Finn normeringskonstanten A og sett opp systemets bglgefunksjon ¥(x,t).

Svar: Vi husker at 1’ene er ortonormerte og finner normeringsintegralet ved:

oo o0
| 007w 0)ds = AP [ i + 600 + au50ads = 09142 = 1. (7)
— 50 —o0
hvor vi velger en reell positiv normeringskonstant A = 1/+4/69. Systemets bglgefunk-
sjon ved tiden ¢ er

U(w,t) = \/g [—wl(l‘)e_%Et + 8upa(w)e H2E 4+ iy (x)e” Y (8)

Beregn forventningsverdien av energien (H) i tilstanden ¥(x,t).
Svar: Vi husker her at (efiﬁEit)*ef%Eit = enBit—iEit = 0 — 1 og far

) = [ty Hv (9)
= o | WiBe + 64u52By, + 453EYs) e

g YT}
69

Beregn standardavviket av energien oy i tilstanden ¥(z,t).

Svar: Vi regner analogt med forrige oppgave:

(H?) = 1 Oo(zp*E% + 641034 Eahy + 439 B3 )dr = 20357 (10)
69 )T 25T AT T T g

og kan regne ut standardavviket som
E
o = V/(H?) = (H)? = 5v/293 69 — 141% = 0.27F. (11)

Hva kan du si om resultatet (verdi og sannsynlighet) av én energimaling pa systemet?

Svar: Koeffisienten foran egenfunksjonen i kvadrat (|¢;|?) gir sannsynligheten for
4 male denne egentilstanden. En energimaling gir enten energien £ med 1/69 dels
sannsynlighet, energien 2F med 64/69 dels sannsynlighet eller energien 3F med 4/69
dels sannsynlighet.



Oppgave 2: Spredningstilstander

Vi vil i denne oppgaven studere potensialspredning av partikler.

a) Lag en skisse av et tenkt potensial V' (z) hvor en partikkel med totalenergi E er
klassisk bundet, men i kvantefysikken representerer en spredningstilstand. Forklar
med egne ord hva kvantefysisk tunnellering er.

Svar: Figur 1 illustrerer hvordan en klassisk partikkel vil bevege seg mellom vende-
punktene b og ¢, og vil dermed vaere bundet. Kvantemekanisk er det en viss mulighet
for at partikkelen befinner seg utenfor den lokale potensialbrgnnen. Tilstanden kal-
les en spredningstilstand. Tunnelering oppstar nar partikkelen kvantemekanisk “gér
gjennom” potensialbarrieren fra a til b, selvom den kinetiske energien da er negativ!
Hvis vi venter uendelig lenge, vil partikkelen befinne seg utenfor den lokale poten-
sialbrgnnen og ikke lenger veere bundet til systemet (endelig fri som fuglen, tjohei!).

V(x)

_/ klassisk vendepunkter

Figur 1: Klassisk vil en partikkel forbli mellom b og c. Kvantemekanisk er det en
viss sannsynlighet for at partikkelen gar gjennom barrieren fra b til a. Tilstanden
kalles en spredningstilstand.

Vi tenker oss et annet potensial gitt ved

| =W x>0
V(@) _{ 0 ellers ’ (12)

hvor Vj > 0. Initielt kommer partiklene med masse m og energi E inn fra venstre i Fig. 2.

b) Nar partiklene kommer inn fra venstre og passerer x = 0, hva skjer kvalitativt med
storrelsen til hastigheten, den kinetiske energien og de Broglie-bglgelengden?

Svar: Hastigheten vil gke, den kinetiske energien vil gke og de Broglie-bglgelengden
vil avta.



V(x)1

v

-V,
Figur 2: Spredningspotensial V' (x) for partikler med energi E.

Vi vil na beskrive spredningsproblemet i Fig. 2 kvantitativt. Slik som vi er vant til i kurset,
skal du bruke planbglger med skarpe bglgetallsverdier, og ikke bygge opp fulle bglgepakker
med kontinuerlige bglgetallsverdier.

c) Sett opp Schrodingerlikningen og de generelle planbglgefunksjonene for omradet I
(x < 0) og omradet IT (x > 0). Bruk folgende planbglgeamplituder: Innkommende
bolge A, reflektert bglge B og transmittert bglge C.

Svar: TUSL blir i de to tilfellene:

h? d? d? 2mE
I : —— =F —p =k? = 1
o gz T0=Ev = T3¢ = ki, med ks N (13)
h? d? d? 2m(E + Vp)
55— Vo= BY = 20 = ki, med kiy T (14)
De tilhgrende planbglger blir:
I 4y = Ae™* 4 Bem 1 (15)
II o = Cene, (16)

der bglgene med amplituder A og C' gar mot hgyre og bglgen med amplitude B gar
mot venstre.

d) Finn forholdene mellom amplitudene |B/A|? og |C/A|? uttrykt ved hjelp av balge-
tallene k i omradene I og II. Amplitudene A, B og C' er definert i oppgave c).

Svar: Vi bruker grensebetingelsene at bglgefunksjonene og deres deriverte skal veere
kontinuerlig i z = 0:

Yr(0) = ¢(0)=A+B=C (17)
P7(0) = p(0) = (A— B)kr = Ckr, (18)

2 kr— ki \2 C|? 2%k \2
=—) og |=| =—-+—] . (19)
kr+krr A kr+ krr
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som gir

B
A




e) Finn transmisjonskoeffisienten T' og refleksjonskoeffisienten R hver for seg ved hjelp
av bglgefunksjonenes amplituder og partiklenes hastigheter. Blir 7'+ R = 1 i dette
tilfellet og hvorfor /hvorfor ikke?

Svar: Fluksen av innkommende partikler er v;|A|?, av reflekterte partikler v;|B|? og
av transmitterte partikler vy 1]C|2, hvor vy og vy er partikkelhastighetene i omradene
I og II. Dermed blir

AP AP [k —kir\?
_wlA® AP (k= ko (20)
’U[’B|2 B kZ[ + k:[[
_ wlCF _ ku 0'2 UL (21)
v1|A|2 k[ A (k‘[ + k[[)Q’

som gir T'4+ R = 1. Hvis ikke dette hadde veert oppfylt, ville ikke partikkeltallet veert
bevart. Dette ville stride med forutsetningene i oppgaven.
Oppgave 3: Uskarphetsrelasjonen

Den generelle uskarphetsrelasjonen er gitt ved
2 9 Lo o)
iy = (54 B)) . (22)

hvor kommutatoren av operatorene A og B er gitt ved [4, B] = AB — BA.

a) Vis at kommutatoren til posisjons- og bevegelesmengde-operatorene er gitt ved [z, p] =
ih og at Heisenbergs uskarphetsrelasjon 0,0, > h/2 da kan utledes fra Likn. (22).

Svar: Operatoren for bevegelsesmengde er p = ?% Vi anvender kommutatoren pa
en generell funksjon f(z) for & illustrere hvordan vi regner:

ilf@) = 5 odtito) - faf(o) (23

7

_ b |:3:df($) —(f(z) + :ECZCf(éU))}

v | dx
h .
= D) = ins).
Vi innsetter [z, p] for kommutatoren i Likn. (22):

020, > (21i<m>> _ g (24)

Vi vil na studere Heisenbergs uskarphetsrelasjon for en partikkel i et én-dimensjonalt po-
tensial. Grunntilstanden er gitt ved bglgefunksjonen

N[

Yo(x) = Ae 29" (25)



4/ a?

hvor normeringskonstanten er gitt ved A = /.

b) Sett opp energi-egenverdilikningen for partikkelen og bestem den potensielle energien
V(x) som gir ¥ (x) som lgsning av grunntilstanden. Finn grunntilstandsenergien Ej.

Svar: Energi-egenverdilikningen (TUSL) er:

h2 d2
o a2 V0@ + V@Wo(@) = Eoto() (26)
2 2
_%%6_%a2x2 +V(5E>€_%a2x2 = Eoe_%“%”2
h2
_27(_@24‘(141‘2)67%“2332—}-V(x)e*%anQ - Eoef%aQ:JcQ
m
h2
—%(—02+a4w2)+V(1‘) = K

Forat denne siste likningen skal gjelde for alle x, ma V(z) = h?a*2?/2m som vi
gjenkjenner som harmonisk oscillator. Dermed blir Eg = h%a?/2m.

c¢) Argumenter kort for at (z) = 0 og (p) = 0 og vis at (x2?) = 1/2a? for grunntilstanden
Yo(z).

Svar: Potensialet er symmetrisk om « = 0 som betyr at partikkelen befinner seg like
mye pa begge sider av x = 0. Videre vil partikkelen ga fram og tilbake med like stor
sannsynlighet for positive og negative p. Altsa forventer vi (x) = 0 og (p) = 0. (Kan
ogsa formelt skrives opp vha integralene). Forventningsverdien av a2 blir:

1

=942 (27)

> —a~T 1
@) = AP [ ae et = APaya(y)?

—0o0

d) Vi oppgir her at (p?) = h?a?/2. Finn produktet av standardavvikene (o,0,) for z og
p. Kommentér resultatet.

Svar: Vi beregner

720y =V~ @V 0P = VW) =\ = 0 (28)

Grunntilstanden i harmonisk oscillator presenterer den minst mulige verdi for Hei-
senbergs uskarphetsrelasjon.

Oppgave 4: Degenerasjon i hydrogenatomet

Vi skal studere degenerasjonen i hydrogenatomet og ser bort fra elektronets egenspinn.
Degenerasjonen d til et energiniva er gitt som antall tilstander som gir samme energi. Den
tidsuavhengige Schrédingerlikningen uten eksterne krefter, kan skrives som

I_}qunlml (F) = Enwnlml (F), (29)
hvor tpm, (7) er tilstandsfunksjonene og E, = —Ej /n? med Ey = 13.6 eV er energi-

egenverdiene.
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a)

Hvilke fysiske stgrrelser representerer ﬁo, 12 og L.?

Svar: Her er H, Hamiltonoperatoren for hydrogen, som representerer kinetisk og
potensiell energi, L2 er operatoren for kvadratet av det anguleere moment og L, er
det angulseere moments projeksjon pa z-aksen.

Hyvilke verdier kan kvantetallene n, [ og m; anta? Forklar kort hvor de tillatte verdiene
kommer fra (uten utledning og bevis).

Svar: Hovedkvantetallet n har verdier 1,2,3.... Kvantetallet [ antar verdier | =
0,1,...n—1og my har verdier —I, —{+1,...0,1,2...1. De tillate verdier kommer fra
hydrogenets radielle bglgefunksjon R,,;(r) og de sfeeriske harmoniske vinkelfunksjoner
Y, som bare er definert for visse gyldighetsomréader av de 3 kvantetallene.

Vis at degenerasjonen for energiniva FE,, er d = n?.

Svar: For en gitt n finnes n mulige [ og for hver [ finnes 2] + 1 mulige m;.

n—

1
d(n) =) (21 +1) _2Zl+21_2 ”_1)+ =n? (30)
=0

=0

Vi lar n& hydrogenatomet befinne seg i et homogent og konstant magnetfelt gitt ved
B, = 2m.Ey/8eh og velger z-aksen langs magnetfeltet.

d)

Vis at Hamiltonoperatoren er gitt ved

A N Eq -~
Hy = Hy + 8—2Lz. (31)

Svar: Tillegget i energi fra et eksternt magnetfelt (den normale Zeeman-effekt) er
gitt ved —ji- B = (eB,/2m.)L,, som med oppgitt B, og skrevet pa operatorform,
gir tilleggsleddet i Likn. (31).

Vis at 1y, 1.m, representerer en tilstand med skarp energi ogsa nar magnetfeltet er
tilstede og finn energi-egenverdien.

Svar: Vi merker oss at 1, ; ,, er egenverdifunksjon for L., og far

By

A~ EO
Lz'ébn,l,ml = n2 wn l,my + 7mlwn,l,ml (32)

A~ A~ EO
Hl"bn,l,m; = H0¢n,l,ml + % 3
med energi-egenverdi E, ., = FEo(—1/n% +m;/8).

Vi antar na en annen Hamiltonoperator

R O
H2:H0+1—FL2(L2 Ly>. (33)

Vis at 1y, 1, m, representerer en tilstand med skarp energi for H 2 og finn den tilhgrende
energi-egenverdien. 7



Svar: Vi merker oss at IAJ:% + IA;Z S - f,g, og far

Ey
16A2

PRI E E
(L2 L) tm = =gt + 76 L0+ =il

ﬁan,l,ml = ﬁowml,ml + 16
(34)

med energi-egenverdi E, ;,, = Eo[—1/n*+ (I(l + 1) — m?)/16].

g) Tegn energinivaene for alle bundne n = 2 tilstander for hver av de to Hamiltonope-
ratorene H; og Ho.

Svar: Vi har n = 2 som gir [ = 0,1. Figur 3 viser energinivaene med tilhgrende
kvantetall.

V (eV)
Hl H2

-1.70 m;=+1

-1.70 =1, m;=0

-2.55 1=1, m,= +/-1

-3.40 /=0, m,= 0

-3.40 m;= 0

-5 510 m,= -1
Figur 3: Energinivaer for Hamiltonoperatorene H, og H, med n = 2.

h) Hvilken degenerasjon d har energinivaet n = 3, | = 2 og m; = —2 for hver av de to
Hamiltonoperatorene Hy og Hs?

Svar: Degenerasjonen for Hi er d(3,2,—2) = 1. Naivt sett sa er degenerasjonen for
Hj er d(3,2,—2) = 3, men dette systemet er ikke bundet siden E3o_9 = Eg[—1/9+
(6—4)/16] = 13.6(—1/941/8)eV = +0.18 eV. Det betyr at tilstanden ikke eksisterer
og at det er meningslgst & spgrre om tilstandens degenerasjon.

Oppgave 5: Sannsynlighetsfordelinger i hydrogenatomet

Schrédingerlikningen for hydrogenatomet er gitt ved

ﬁ0¢nlml (fj = En¢nlml (7#)7 (35)

hvor nim, () er tilstandsfunksjonene og E, = —Ep/n? med Ey = 13.6 eV er energi-
egenverdiene. Vi ser bort fra egenspinn i denne oppgaven og skal i det pafglgende studere
tilstanden w909 (7) hvor vi bruker polarkoordinater 7= (r, 0, ¢).



a)

Hva er energi-egenverdien for 100 (7) tilstanden i eV, og hvilke andre bglgefunksjoner
har samme energi.

Svar: Energi-egenverdien er Ey = —13.6 e¢V/4 = —3.4 eV. Det er tilsammen 4
tilstander med samme energi EQ, nemlig ¢200, ’lﬂgll, w210 og w21,1.

Forklar hvorfor bglgefunksjonen t90o(7) er uavhengig av 6 og ¢.
Svar: Bolgefunksjonen for hydrogen kan separeres som Ry, (r)Y;™ (0, ¢) der den sfee-

risk harmoniske bglgefunksjon er gitt ved Yy = 1/+/47. Dermed er t900(7) uavhengig
av 0 og ¢.

Vi skriver opp den normerte bglgefunksjonen 999 ved hjelp av den dimensjonslgse varia-
belen p = r/ag hvor ag er Bohrradien.

c)

d)

Ya00(p) = 87r1a% (1 - g) exp (-g) (36)

Finn forventningsverdien av radien i egentilstanden 999. Hint: du far bruk for for-
melen fooo pFe=Pdp = k! hvor k er et heltall.

Svar: Vi merker oss at foﬁ fozw sin 8dfd¢ = 41 og regner ut forventningsverdien

00 T 2w
0 = [ [ [ vhmloao)ian (02ad) sind db o dipar) (37
0 0 0

o0
= C;O/ (4p” — 4p* + p°)e~Pdp
0

= %(4-3!—4-4!4—5!):6@0.

Nar vi skal se pa ved hvilken radius elektronet med stgrst sannsynlighet befinner seg
i, tar vi utgangspunkt i P(r) = r2e~"/%(2 —r/ag)?. Finn den radius som elektronet
med stgrst sannsynlighet befinner seg i.

Svar: Vi krever dP/dr = 0 og far

’1“2

r r

2——)4-6—+—)=0 38

2= D)6+ )~ (39

som gir lgsninger r; = 0, o = 2ag og r3 = (3 & v/5)ap. Innsatt i likningen for P
finner vi stgrst sannsynlighet for r = ag(3 + v/5).

Lag et plott av sannsynlighetstettheten som funksjon av radien og forklar utfra dette
hvorfor de to radiene blir forskjellige. Bruk enhet aqg for radiusen r i plottet.

Svar: Vi plotter her p i enheter av ag. Figur 4 viser at vi ikke har en symmetrisk
sannsynlighetsfordeling. Fordelingen har en hale for hgye radiuser og en gkt sannsyn-
lighetsfordeling omkring 0.76ag ved lave radiuser. Det ville veere veldig usannsynlig
at en slik usymmetrisk fordeling skulle ha en radius som elektronet med stgrst sann-
synlighet befinner seg i (5.25a¢) akkurémt ved forventningsverdien 6ayg.



0.25
5.24a,

P() [V ]

r[ao]

Figur 4: Sannsynlighetstettheten for elektronet i tilstanden t5py. Fordelingen har
maksimumsverdier for 7 = ao(3 — v/5) og r = ao(3 + V/5).

Oppgave 6: Atomkonfigurasjoner og egenspinn

Den totale bglgefunksjon for en partikkel inneholder ikke bare den romlige del vy, (7),
men ogsa en spinn-bglgefunksjon (ogsa kalt spinor) x.m,.

2)

Hva kalles elementeerpartikler med halvtallig og heltallig spinn? Hva er spesielt for
mangepartikkelsystemer hvor partiklene har halvtallig spinn?

Svar: Fermioner har halvtallig spinn og bosoner har heltallig spinn. Fermioner lyder
Paulis eksklusjonsprinsipp som betyr at ingen fermioner i systemet kan ha samme
kvantetall.

Hvilken verdi har spinn-kvantetallet s for elektronet og hvilke egenverdier har ope-
ratorene S? og S.?

Svar: Spinn-kvantetallet for elektronet er s = 1/2. Egenverdier har operatorene S2?
og S. er henholdsvis A?s(s + 1) og +hs.

Anta at vi har vektorsummen J = L + S med [ = 2. Hvilke projeksjoner av J pa

z-aksen kan vi ha? Tegn et typisk eksempel pa hvordan vektorene adderer seg opp.

Svar: Den maksimale j er [ + s = 5/2. Projeksjonen pa z-aksen kan da veere m; =
—5/2,-3/2,-1/2,41/2,43/2,+5/2. Figur 5 viser tilfellet med m; = 3/2.

Hvor mange elektroner kan plasseres i en spesifikk [-tilstand?

Svar: Vi har 2] 4+ 1 my-verdier og 2 mg-verdier som gir totalt 2(21 + 1) elektroner.

Forklar hvordan elektronkonfigurasjonen ser ut for grunntilstanden til nitrogenato-
met. Du kan ta utgangspunkt i Fig. 6 og fylle inn flere elektroner. Begrunn svaret
ved hjelp av aktuelle regler for elektronfordeling i atomer.

Svar: Nitrogen-elektronkonfigurasjonen er vist i Fig. 7. Nar elektroner (som er fer-
mioner) skal fylles inn i nivaene, ma det tas hensyn til Paulis eksklusjonsprinsipp.
Enkeltpartikkelnivaene ordnes forst (i% fremst etter hovedkvantetallet n. Dernest



s=1/2
m,-= 3/2 —

2p n=2, I=1
2s n=2, /=0
1s —H n=1, I=0

Figur 6: Enkeltpartikkel-nivaskjema for helium med to elektroner med egenspinn
opp og ned. De spektroskopiske symbolene s og p tilsvarer [ = 0 og [ = 1.

2 4 4 n=2, I=1
2s 41 n=2,1=0
1s 4 + n=1, I=0

Figur 7: Nitrogen med sine 7 elektroner plassert i 1s, 2s og 2p orbitalene.

kommer orbitaler med lavest [ forst fordi disse er neermere kjernen enn hgyere [-
orbitaler (desto nsermere kjernen, desto mer binding). Nar det gjelder spinnretning,
fylles elektronene med samme spinnretning i en & samme orbital (Hund’s regel) hvis
Paulis eksklusjonsprinsipp tillater det.
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