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Det er mulig & oppna i alt 80 poeng pa denne eksamen. Oppgave 3 er inspirert
av en tidligere eksamensoppgaver gitt ved NTNU, laget av Ingjald Overbg
og Jon Andreas Stgvneng.

Oppgave 1 En-dimensjonal harmonisk oscillator i elektrisk felt
En partikkel med masse m og ladning ¢ befinner seg i et harmonisk oscillator
(HO) potensial

1
Vio(x) = imuﬂxz. (1)

Vi kjenner lgsningene av den tidsuavhengige Schrodingerligningen for dette
potensialet, f.eks. er grunntilstanden og den fgrste eksiterte tilstanden gitt
ved

Wo(w) = Ao og di(x) = Arwe ", (2)
hvor o = mw/2h, og hvor Ay og A; er to normeringskonstanter.
a) Finn Aj og A; ved hjelp av normeringsbetingelsen. |5 poeng]

Vi vil na skru pa et elektrisk felt £ i z-retningen som forarsaker et elektrisk
potensial Vg(z) = ¢€x i tillegg til HO-potensialet.

b) Vis at
—ao(T 2
UG (z) = Age "+ (3)

er en lgsning av den nye tidsuavhengige Schrédingerligningen for po-
tensialet

V(z) = Vho(x) + Ve(x) = émw2$2 +¢€x, (4)
og finn . |7 poeng]
c) Hva er enheten til [’ (z)|? [2 poeng]
d) Finn energien EY til tilstanden 9§ (z). [4 poeng]
e) Hva er forventningsverdien til posisjonen (z) for & (z)? [4 poeng]

Vi preparerer sa partikkelen i en begynnelsestilstand

4
U(z,0) = \/;Ao(l + Vaz)e (5)
uten & skru pa det elektriske feltet.

f) Hva er sannsynligheten for & méle en energi for partikkelen som til-
svarer den fgrste eksiterte tilstanden for den harmoniske oscillatoren,
Ey = 3hw? [4 poeng]



. 1 . . .
g) La oss ta to typer spinn—; fermioner som er identiske, bortsett fra at de

har motsatt ladning, f.eks. elektroner og positroner. Hvor mange slike
partikler er det plass til i hvert energiniva uten at det elektriske feltet er
skrudd pa? Ignorer Coulomb-vekselvirkningen mellom partiklene, men
ta hensyn til spinn. Hva skjer nar du skrur pa feltet? Tenk da ogsa
kvalitativt pa Coulomb-vekselvirkningen. [4 poeng|

Oppgave 2  Operatorer i kvantemekanikk

a) Gitt fglgende operator for en observabel:

f=ap+bi, (6)

hvor a og b er to reelle konstanter, og p og & er operatorene til bevegel-
sesmengde og posisjon i en dimensjon. Hva ma forholdet veere mellom
enhetene til a og b, og mellom enheten til a og enheten for egenverdi-
ene til f? Uttrykk svarene ved hjelp av enheten til Plancks konstant.

[4 poeng]

b) Vis at egenfunksjonene 15 til f er gitt ved

Yr(x) = Cexp {—;L <:L' - :L"ﬂ, (7)

hvor C' er en vilkarlig konstant, og finn egenverdiene f. Hint: Differen-
sialligningen du far er separabel. [6 poeng]

c) Vis at egenfunksjonene er ortogonale og normaliser de. Hint: I fysikken
tillater vi oss & skrive d-funksjonen som

5(z) = = /OO i k. (8)

:% .

[6 poeng]

d) Ortonormalitetskriteriet for egenfunksjoner v, med et kontinuerlig spekt-
ra med egenverdier p er gitt ved en J-funksjon:

| @) de = 60— 0
hvor é-funksjonen mé tolkes som & veere en identitet pa folgende maéate:
/ 5(x) dz = 1. (10)

Finn enheten til o-funksjonen for et vilkarlig argument. [4 poeng]



Oppgave 3  Tre-dimensjonal harmonisk oscillator
Denne oppgaven dreier seg om energiegenfunksjonene til en partikkel med
masse m som befinner seg i et tre-dimensjonalt (isotropt) harmonisk oscilla-
tor potensial,
1 1

V= imwz(:c2 +y? + 2% = §mw2r2. (11)
Man kan vise via separasjon av variable (se varens eksamen) at et mulig sett
av egenfunksjoner for denne partikkelen er produkttilstander av typen

Unanyn. = U, (2)¥n, (Y)¥n. (2), (12)

som vi i det fglgende vil skrive ¥y, n,n, = (ngnyn;) for & unngé forveksling.
Hver av faktorene i produktet, f.eks. 1, (x), oppfyller den en-dimensjonale
harmonisk oscillator ligningen

2
[—h;n + 1mw2w2] Y, (T) = hw (n:v + ;) Un, (@), (13)

hvor n, = 0,1,2,.... Produkttilstanden (12) er en egentilstand til Hamilton-
operatoren H for den tre-dimensjonale oscillatoren, med egenverdiene

3 3
Enznynz = hw (nm +ny+n.+ 2) = hw (n + 2) = En, (14)

hvor n =ng; +mny +n,=0,1,2,....
Et alternativ til egenfunksjonssettet ovenfor, nar vi har et kulesymmet-
risk potensial som her, er de simultane egenfunksjonene

Upp,. (T
Yt = Run, ()Y70,0) = "= Dyno, ), (15)
til anguleermomentumoperatorene L2 og L, og Hamilton-operatoren H, i
sfeeriske koordinater. Y™ (6, ¢) er de sfeeriske harmoniske. Her kan man vise

at u(r) ma veere lik null i origo og oppfylle radialligningen

K2 d? B2+ 1
4+ V() + RAl+1)

D Uy, = Eulnr- (16)

2mr?

Vi karakteriserer radialfunksjonene ved [ og radialkvantetallet n,, som viser
seg & veere antall nullpunkter for funksjonen w;,. = rR;,, for 0 < r < oo.

a) Vis at grunntilstanden p,—0n,=0n.=0 = (000) ogsd er en tilstand
av typen ¥n,.im, 0g bestem anguleermomentkvantetallene [ og m samt
radialkvantetallet n, for denne tilstanden. [5 poeng]

b) Vis at ogsa egenfunksjonen (001) kan skrives pa formen ovenfor, og
bestem I, m, og n, for denne tilstanden. [5 poeng|



c)

d)

f)

Vis at tilstandene (100) og (010) har samme [~kvantetall som tilstan-
den (001), og at de er lineserkombinasjoner av to tilstander av typen
U, im- Inverter disse lineserkombinasjonene slik at du kan skrive de
to tilstandene ¢, 1, ved hjelp av (100) og (010). Hint: Se pa de to
lineserkombinasjonene ?L%[(lOO) +4(010)]. [10 poeng]

Finn degenerasjonsgraden for tilstander av typen ¢, n,n, = (nznyn.)
med n = 2. [2 poeng]

Ogsa disse tilstandene kan linesrkombineres til tilstander av typen
Y, im- En slik lineserkombinasjon er

1
—[(101) —4(011)]. 17
\/5[( ) —(011)] (17)
Finn [- og m—verdiene, og bestem ogsa radialkvantetallet n,., for denne
tilstanden. [5 poeng|

Hvor mange uavhengige lineserkombinasjoner har vi for n = 2 tilstan-
dene som gir | = 27 Kommenter svaret i forhold til svaret pa oppgave
d) over. [3 poeng]



