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Oppgave 1  Gravitasjonsbglger

Gravitasjonsbglger ble nylig oppdaget av LIGO-eksperimentet.! Vi skal her
anta at gravitasjon skyldes en partikkel, gjerne kalt gravitonet, som har en
masse my. Under vil du fa bruk for at en relativistisk partikkel med masse
m har energi E? = p?c? + m?c*, hvor p er bevegelsesmengden.

a)

b)

d)

Bruk de Broglies relasjoner for energi og bevegelsesmengde til & vise
at et relativistisk graviton har dispersjonsrelasjonen

om\ 2
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Ag
nar vi beskriver det som en bglge. Her er A\, = quc Comptonbglgeleng-

den til gravitonet. [6 poeng|

Vis at gruppehastigheten v, til gravitasjonsbglgen er gitt ved

[4 poeng]

Eksperimentet som oppdaget gravitasjonsbglger satte samtidig en ef-
fektiv nedre grense pa gruppehastigheten til gravitasjonsbglgene i for-
hold til lyshastigheten pa

1-2 <5.1072, (3)
C

Disse bglgene hadde en bglgelengde pa A ~ 10 m. Bruk dette til &
sette en omtrentlig nedre grense pa Comptonbglgelengden A,. Hva blir
grensen pa massen til gravitonet gitt i eV /c?? Hint: Det lgnner seg &
bruke rekkeutvikling, for eksempel s er
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[6 poeng]

Forklar kort hva Heisenbergs uskarphetsrelasjon for posisjon og beve-
gelsesmengde sier. [5 poeng]

LIGO-eksperimentet er omlag 4 km langt. (Ja, du leste riktig!) Bruk
Heisenbergs uskarphetsrelasjon til & estimere hvor godt bevegelses-
mengden til gravitonene kan bestemmes (i prinsippet) gitt i enheten
eV /c. Kommenter ogsa hva slags konsekvenser dette har (om noen) for
bestemmelse av bplgelengden. [4 poeng]

IB.P. Abbott et al., Observation of Gravitational Waves from a Binary Black Hole
Merger, Phys. Rev. Lett. 116, 061102 (2016).



Oppgave 2  Hydrogen og 7w

I det folgende skal vi bruke sfeeriske koordinater for & regne pé hydrogen:

x = rsinfcos ¢, (5)
= rsinfsin ¢, (6)
z = rcosb. (7)
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Coulombpotensialet som virker mellom et elektron og et proton er
Vi) =-2, (1)
r

hvor styrken til vekselvirkningen er gitt ved

62
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Vi vet at de stasjoneere tilstandene til hydrogen da har energiene
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hvor ag = TZ—Qk = 0.0529 nm er Bohrradien.

a) Skriv ned hamiltonoperatoren for hydrogen. Hvilke to hoveddeler be-
star den av? [3 poeng]

b) Hva er egenfunksjonene og egenverdiene til denne hamiltonoperatoren?
Vi er ikke ute etter formler, men hva de er for noe. [4 poeng]

c) Vis at hamiltonoperatoren kan skrives som

e {-rﬂ% (ﬂ%) +z2] V(). (14)

[4 pocng]

d) Forklar hvorfor den laveste mulige energien for de stasjonere tilstan-
dene til hydrogen, for en gitt verdi av det asimutale kvantetallet [,
er
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[4 poeng]



Vi skal se pa en tilneerming til lgsningen av den tidsuavhengige Schro-
dingerligningen for hydrogen som er gitt ved funksjonene

Gaim (1,0, 0) = Arle Y0, ¢), (16)

hvor A er en normeringskonstant, o > 0 er en reell parameter, og Y, er de
sfeeriske harmoniske. Merk at « ikke er det samme som hovedkvantetallet
n 1 de eksakte lgsningene. For a lette regningen i det som folger oppgir vi
forventningsverdiene for r™ for disse tilstandene (men regn de gjerne ut selv
dersom det blir kjedelig pa eksamen):
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nar [+5 —i—% > 0, hvor I'(n) er gammafunksjonen med de viktige egenskapene
I(n+1) =nl'(n), [(n+1) = n! nar n er et heltall, I'(1) = 1 og I'(3) = /7.

e) Er tilstandene 1), egentilstander til L2 og L.? Finn i tilfelle egenver-
diene. [4 poeng]|

f) Skriv ned normeringsbetingelsene for disse tilstandene dersom du antar
separat normering for radialdel og vinkeldel. [4 poeng]

g) Finn normeringskonstanten A for en generell | og «. [6 poeng]

h) Vis at forventningsverdien for den potensielle energien (V') for tilstan-
dene Yy, er

I(l+1)
VY= —-k—V2a. 18
[2 poeng]
i) Vis at
N h? 5 o 2mkl
H¢alm = % 20[(2[ + 3) —4da’r? — ?; Yalm.- (19)
[6 poeng]

j) Er tilstandene 14, stasjoneere tilstander for hydrogen? |2 poeng]

k) Vis at forventningsverdien til energien for tilstandene )y, er

2
(E) = ;—m (z + g) 20 — k%\/ﬁ (20)

7 poeng]



Det viser seg at dersom man minimaliserer forventningsverdien for energien
i (20) med hensyn pa parameteren « i tilngermingen sé far man uttrykket

2
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1) Sammenlign numerisk forholdet mellom energiene for tilnsermingen i
(21) med energiene for de vanlige stasjoneere tilstandene i (15). Bruk
noen (lave) verdier av . Hva tror du skjer nar [ — co? [4 poeng|

m) Finn standardavviket 0,2 til r2 for tilstandene qy,,, og forholdet o,z /(r?).
Kommenter forholdet i grensen | — oco. Hva har dette & si for posisjo-
nen til elektronet? [5 poeng]

Tilstandene 14, 1 denne oppgaven ble nylig brukt i en artikkel av Friedmann
og Hagen? for & finne en tilnserming til 7 som er identisk med en tidligere
formel funnet av Wallis®. Svaret i oppgave 1) kan omskrives til et uttrykk for
7w som kan gjgres vilkarlig presist.

2T. Friedmann and C.R. Hagen, Quantum mechanical derivation of the Wallis formula
for m, Journal of Mathematical Physics 56, 112101 (2015).
3J. Wallis, Arithmetica Infinitorum, (Oxford, 1655).



