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Oppgave 1 Elektron-foton kollisjoner

a)

b)

c)

Forklar kort hvordan Compton-spredning i 1923 viste at elektromag-
netisk straling, i visse tilfeller, kan betraktes som partikler (fotoner).

Svar: Resultatet av Comptons eksperiment kunne beskrives ved at et
foton opplever et klassisk stot med elektronet hvor energi og bevegel-
sesmengde er bevart. Kinematikken beskrives ved at fotonet tillegges
bevegelsesmengde p = h/\ og energi E = hv der X er lysets bolgeleng-
de og v er dets frekvens.

Allerede i 1905 forklarte Einstein fotoelektrisk effekt ved & foresla at
elektromagnetisk straling kunne ses pa som fotoner (’lyskvanter’). Svar
med ett par setninger pa hvilken mate Compton-spredning brakte par-
tikkelforstaelsen av lys et hakk videre?

Svar: Compton-spredning demonstrerte at elektromagnetisk straling
ikke bare kommer i diskrete energipakker, men ogsa at det har partik-
kelegenskapen bevegelsesmengde som er bevart i stgtprosesser.

Vis at et fritt elektron ikke kan absorbere fotonets fulle energi. Hvorfor
snakker vi da likevel om fotoelektrisk effekt i kompendiet (og laere-
boka)?

Svar: La oss anta at hele fotones bevegelsesmengde p. overfores til
elektronet, slik at p. = p,. Anta videre at totalenergien fgr og etter
reaksjonen er den samme, det vil si at summen av fotonets energi (pc)
og elektronets hvilemasse (mc?) skal bli lik elektronets totale energi
etter reaksjonen (y/p2c? 4+ (mc?)?). Dermed far vi likningen:

pyc+me; = \[pie? + (me2)?, (1)

som bare er tilfredstilt hvis elektronet er masselgst (m. = 0), hvilket
det ikke er. Altsa bryter antagelsene mot bevegelsesmengde- og energi-
bevaring.

Fotoelektrisk effekt skjer nar elektronet er bundet til en tredje partikkel
(for eksempel atomet) som sgrger for at bevaringslovene oppfylles.

Oppgave 2  Bohr og Rydberg

a)

Forklar hvordan linjespektre fra lysende gasser gav sterk stgtte til en
kvanteteori for atomer. Hvorfor kalles linjespektre stoffers ’fingerav-
trykk’?



Svar: Linjespektre fra lysende gasser tilsier at lys blir sendt ut pga
elektronoverganger mellom diskrete energinivéer heller enn fra vibre-
rende eller akselerte ladninger. Det & innfgre diskrete, kvantiserte energi-
nivéer i atomet var & gi avkall pa klassisk fysikk pa atomeert niva til
fordel for kvantefysikk. Linjespektrene ga sterk stgtte til denne teorien,
siden det forklarte a) at bare bestemte energier/frekvenser ble sendt ut
som lys fra et gitt stoff og b) at et stoff alltid sendte ut de samme ener-
giene/frekvensene i samsvar med energinivaene i stoffets atomer. Det
betyr ogsé at linjespektrene er unike for et stoff og derfor kan brukes
som 'fingeravtrykk’.

b) Generalisér Bohrs atommodell til andre atomer enn hydrogen, men med
bare ett elektron utenfor kjernen. Det er tilstrekkelig at du skriver opp
uttrykket for elektronets kvantiserte energi og radius for slike systemer.

Svar: Kraften mellom en ladning q; og g2 er F = keqiqo/r? der k. =
1/(4mep). For et atom med ett elektron (g; = e) utenfor en atomkjerne
med Z protoner (go = Ze), blir kraften Fy = k.Ze?/r?. Dermed kan
vi generalisere Bohrs formler for atomer med protontall Z og med bare

ett elektron, ved & bytte ut €2 — Ze?. Energinivaene er saledes gitt
ved 2 2.4 2

kimeZ<e* 1 Z
og radiusene gitt ved

h2 ) n2
=——=n"=qp—- 3
" 'mekeZezn w0 (3)

Herer n =1,2,3..., ag er Bohr-radien og m, er elektronmassen.

c) Hvilken energi og radius har elektronet hvis det befinner seg i den forste
eksiterte tilstanden i dobbelt-ionisert! litium (protontall Z = 3)?

Svar: Energien er Fy = —30.6 eV og radiusen er
ro = 4ap/3 = 0.0706 nm.

d) Balmers formel kunne beskrive bglgelengdene til overganger i hydro-
genatomet. Vis at Balmers formel er et spesialtilfelle av Rydbergs for-
mel for hydrogen.

Svar:

Balmers formel:

2

n

1To elektroner er fjernet fra atomet.



£)

Rydbergs formel:

Jong=1,23...,n;=ns+1,np+2,..., (5

el

1 1
N —RH(TT?C—

der Ry = 1.0967757 - 107 m—L.

Pastand: Balmers formel er et spesialtilfelle av Rydbergs formel hvis
det er overganger mellom n; og ny = 2. Balmer-serien representerer
altsd overganger ned til forste eksiterte tilstand (som har n = 2) i
hydrogenatomet. Indeksen n i Balmers formel tilsvarer da n; med n =
3,4,5.... Rydberg snudd pa hodet gir da:

1 4 n? n? )
A=————=— | ——] =364.71 nm , (6)
Ry (2712_7%2) Ry <n2—4> <n2—4

som for datidens ngyaktighet (1885), tilsvarer Balmers formel. QED.

Generelt for elektromagnetisk straling, f.eks fra solen, hvilke bglge-
lengder faller i den synlige delen av spekteret og hva tilsvarer disse i
energi?

Svar: Man regner med at det synlige lys har bglgelengder i omradet?

A = 400—700 nm. Fotonets energi er gitt ved E, = hc/A = 1240 nm eV /A,

Dette gir energier i omradet £, = 1.8 — 3.1 eV.

Angi minst 3 spektrallinjer fra enkelt-ionisert helium som gir synlig
lys.

Svar: For enkeltionisert helium kan vi bruke Likn. (2) med Z = 2.
Dette gir energier som er fire ganger sa store som for hydrogen. Siden
E = hc/\, betyr dette bglgelengder pa 1/4 av de tilsvarende for hydro-
gen. Ingen av de overganger som tilsvarer Balmer serien er da lenger
synlige, men bglgelengder fra Paschen serien blir synlige. Vi benytter
i det fglgende notasjonen (n; — ny) for & beskrive overganger mellom
begynnelses- (i) og sluttilstander (f).

Paschen serien gir to synlige linjer pa 320.5 nm (5 — 3) (synlig?) og
468.9 nm (4 — 3). Neste serie gir: 656.5 nm (6 — 4), 541.5 nm (7 — 4),
486.3 nm (8 — 4), 454.5 nm (9 — 4), 434.2 nm (10 — 4), 420.3 nm
(11 —4), 410.3 nm (12 — 4) og 402.8 nm (13 — 4). Fra ny = 5 serien
er det tett med linjer siden overgangsenergien gar mot bglgelengden
569.9 nm nar n; — oo.

2Omtrentlig, da det avhenger av gyne som ser.



Oppgave 3  Partikkel i boks

Denne oppgaven omhandler en partikkel med masse m som befinner seg
i en uendelig potensialbrgnn:

0, 0<zx<a
Viz) = { 0o, ellers. (7)

a) Tegn eller plott potensialet. Skriv opp de ortonormerte tidsuavhengige
bglgefunksjonene 1, energiegenverdiene F, og de tilhgrende bglgetal-
lene k,, for de stasjonaere tilstandene (du finner de i laeereboka). Bestem
gjennom argumenter (uten & regne) forventningsverdien av partikke-
lens posisjon i de forskjellige stasjoneere tilstandene.

Svar: De ortonormerte tidsuavhengige bglgefunksjonene er gitt ved
Uy = \/g sin(“Fr) med energiegenverdier £, = i Alle bolge-

2ma?
funksjonene er enten symmetrisk eller antisymmertisk om x = a/2.
Dermed vil partikkelen ha lik sannsynlighet for & veere til venstre og

til hgyre for x = a/2, altsa har vi (z), = a/2. De tilhgrende bglgetall

er k, = "% forn =1,2,3,... Potensialet er skissert i Fig. 1.
V(x) = o0
0 :
0 a X

Figur 1: Uendelig firkant-potensialbrgnn.

b) Vi vil i oppgave 3c) bruke funksjonen sin® #. Vi antar:
16 sin° @ = sin 50 — 5sin 30 + 10sin 6. (8)

Sannsynliggjer likningen ved & plotte venstre (VS) og hgyre side (HS)
av likningen for vinkler 6 i omradet 0 — 27 og vis at de overlapper3.

Svar: Figur 2 viser at Likn. (8) er gyldig.

3Du ma4 gjerne bevise likningen matematisk, men det er tre grunner til & la veere: (i)
det er et fryktelig pes, (i) du kommer til & svette og (iii) du far ikke ekstra uttelling for
strevet.
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— VS +1
15t VA — HS
/ —— Differanse

VS, HS og VS-HS
=)

© (rad)

Figur 2: Plott av venstre og hoyre side (VS og HS) av Likn. (8). For & skille
kurvene er det lagt til 1 for VS kurven. Differansen mellom kurvene viser
null.

c) Vi preparerer initielt partikkelen i brgnnen i en tilstand:
U(x,0) = Asin®(rz/a). 9)
Uttrykk ¥(x,0) ved hjelp av de stasjonzere tilstandene 1), i oppgave 3a)

og normér bglgefunksjonen slik at |¥(x,0)|?> = 1. Hint: Bruk Likn. (8)
og at 1, er ortonormerte.

Svar: Vi bruker Likn. (8) og kan dermed skrive Likn. (9) pa formen:
a [10 ) 1
Ww0) = AYS [0 - o) + o)
1
= A5 100 (@) = 5us(@) tus@)]  (10)

Vi normerer bglgefunksjonen ved a sette

1
[wwds = 4R 8 [ 1005() - 565@) + v (@)
X [10¢1(z) — 5p3(x) + ¥s(z)] do
2 @ _
AP 51100 +25 + 1] =1, (11)
som gir A = %%a. Den normerte bglgefunksjonen blir dermed
V(@,0) = = 1001 (0) —Sua(e) + (@) (12)



d) Er ¥(z,0) en egentilstand for H? Begrunn svaret.

Svar: Nei, tilstanden er en superposisjon av stasjonare tilstander .
Disse tilstandene er egentilstander for H, altsa for energi. Siden energi-
egentilstander ma veere linezert uavhengige av hverandre, kan ikke
W(z,0) veere en egentilstand for energioperatoren H.

e) Skriv opp den tidsavhengige bglgefunksjonen W(x,t).
Svar: Vi ser at bglgefunksjonen kan skrives som en sum av tre energi-

egenfunksjoner. Dermed er det enkelt & sette pa den tidsavhengige
delen:

U(z,t) = 10%); (as)e_iElt/h _ 5¢3(x)e_iE3t/h + ¢5(:c)e_iE5t/h}

(13)

1
V126 {
med energiegenverdier F,, fra oppgave 3a).

f) Begrunn (uten & regne) at integraler slik som [ zi¢sde, [ff zivsda
og [ v¥3tbsda er lik null nar det integreres mellom 0 og a. Bruk de
antatte verdiene (x),, fra oppgave 3a) og finn (x) i tilstanden ¥(x,t).

Svar: Integralene har to like funksjoner (sinuser) og en odde funksjon
(z) om symmetripunktet a/2. Dermed blir integranden en odde funk-
sjon om a/2 som integrert fra 0 til a, gir null. Forventningsverdien av
posisjonen blir derfor:

() = /Oa\I/*(a:,t):v\I/(:c,t)dx
= 135 ] 00001 @) @) + 2503 @) (e) + 103 @ (@)lda

1
= 135100(a/2) +25(a/2) + 1(a/2)]

= a/2
hvor kryssleddene er satt lik null og (e ~#Ent/h)*e=iEnt/h —

g) Hva blir resultatet av én energimaling pa systemet (du trenger ikke
regne ut energien)?

. 242 242 232
Svar: Du maler enten Fq = ;m—ZQ, Es = 92%2‘2 eller £y = 25’;;5 )

h) Hva er forventningsverdien av energien til partikkelen ved tiden ¢?



Svar: Forventningsverdien av energien er tidsuavhengig. Du ma vek-
te de forskjellige egenverdier med absolutt-kvadratet av koeffesienten
(|cn|?) foran energiegenfunksjonene (|1, |?) pa denne maten

1 w2h? 97m2h? 25m2h?
H = —1 2 1
175m2h?
= 14
126ma? (14)

i) Beregn ¥(z,t) numerisk med a = 1 nm og m = 0.511 MeV /c?. Plott
reell og imaginaer komponent av W(x,t), samt sannsynlighetstettheten
ved tidspunktetene ¢t = 0.7 fm og ¢t = 1.4 fm.

Svar: Du finner et python program wave h2019.py som animerer
funksjonenes tidsutvikling. To plott er vist i Fig. 3.

— Real — Real
Imaginary Imaginary
— Probability density — Probability density

t=10.70fs

W(z.t) [1/nm"2] or [W(x.t)]? [1/nm]
W(a.t) [1/nm"2] or [W(x.t)[? [1/nm]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figur 3: Reell, imaginaer og absolutt-kvadratet av bglgefunksjonen som funk-
sjon av posisjon x. Tidspunktene for venstre og hgyre figur er tatt ved hhv
t=07o0gt=14"fs.

Oppgave 4 Ngytroninnfangning

Kjernekraft representerer et betydelig bidrag til elektrisitetproduksjonen
i verden. Energien blir produsert ved at for eksempel uranisotopen 23°U
spaltes (fisjonerer) i to tunge fragmenter, typisk med atommasser A =~ 95 og
A = 140. Coulombkraften mellom de positivt ladde fragmentene gjor at de
kommer opp i hgye hastigheter. I neste omgang bremses de ned i vann og
tilfgrer vannet energi pa ~ 200 MeV for hver fisjon.

I fisjonsprosessen blir det frigjort 2—3 ngytroner som igjen kan trenge inn
i en annen 2%U kjerne for sa & gi en ny fisjon. For & holde prosessen i gang,
mé det veere en ngyaktig balanse mellom ngytronfluksen i kjernereaktoren
og hvor lett ngytronet kan bli fanget opp av en ny ?**U kjerne.



Vi skal her lage en veldig naiv modell for ngytroninnfangning ved bruk av
endelig-brgnn potensialet. Du trenger her a stjele stoff fra Kap. 2.6 i laereboka
(bruk samme symboler og uttrykk).

Figur 4 illustrerer ngytronet som kommer inn fra venstre mot atomkjer-
nen. Diameteren pa kjernen tenker vi oss lik 2a. Potensialet er V = 0 utenfor
brgnnen og V = —Vj < 0 inne i brgnnen.

V(x)
. o—E

— &

_V >
0 -a 0 a X

Figur 4: Spredningspotensialet som ngytronet opplever.
a) Sett opp de formelle uttrykkene for bglgefunksjonene i de tre omradene
med symboler fra leereboka (A, B, C, D, F, k og ). Far vi sprednings-

tiltander eller bundne tilstander inne i brgnnen? Begrunn svaret.

Svar: Vi far spredningstilstander inne i brgnnen, siden ngytronet kom-
mer inn med E > (. Bolgefunksjonene er generelt gitt ved:

Pr(x) = Ae*® 4 Be T p < —q (15)
Yo(x) = Csin(lx)+ Dcos(lx), —a <z <a (16)
Y3(x) = Fek® x>aq (17)

b) Vi antar at den innkommende bglgen Ae’*® har amplityde 4 = 1.
Leereboka gir et uttrykk for F' ved hjelp av A. Videre er B uttrykt ved
F'. Vis at de resterende amplityder C' og D kan uttrykkes som:

Cc = {sin(la) + z% cos(la)} ekap (18)

D - [cos(za) - % sin(la)} ¢k p, (19)



d)

Svar: Multipliserer de to likningene i leereboka i Kap. 2.6 som oppgir
sammenhengen mellom C, D og F

C'sin(la) + Dcos(la) = Fe'ke (20)
1[C cos(la) — Dsin(la)] = ikFe*e (21)

med passende konstanter. Dvs. ganger Likn. (20) med [cos(la) og
Likn. (21) med —sin(la), og legger dem sammen slik at C-leddene
forsvinner:

Di(cos*(la) + sin®(la)) = Fe®*lcos(la) — Fe**iksin(la) (22)
k .
D = {Cos(la) —iy sin(la)} eke g (23)

der vi har brukt sin?(x)+cos?(z) = 1. For & finne C ganger vi Likn. (20)
med [sin(la) og Likn. (21) med cos(la), og legger dem sammen slik at
D-leddene forsvinner. Dermed far vi

C = [sin(la) + z? cos(la)] etk (24)

Finn i literaturen (eller pA annen mate) typisk radius R til 225U i fm
og hvileenergien til ngytronet i MeV.

Svar: Radiusen er gitt ved R ~ 1.2A4Y3 fm ~ 7.4 fm der atommassen
til uran er A = 235. Ngytronets hvileenergi er 939.6 MeV.

Lag et program (i ditt favoritt-sprak, f.eks. python) der du viser re-
ell og imagineer del av bglgefunksjonen samt sannsynlighetstettheten
mellom -30 og 30 fm. Potensialets dybde settes til 1 = 10 MeV. Plott
tilfellene med inngaende ngytronenergi F, = 0.5 og 3 MeV. Hvilken
ngytronenergi gir hgyest sannsynlighet for at ngytronet befinner seg
inne i kjernen?

Svar: Du finner et python program scatter h2019.py som beregner og
plotter den spredte bglgen og sannsynlighetstettheten, se Fig. 5.

Diskusjon: Siden det ikke er mulig & normalisere |¥(z)|?, er det vansk-
lig & tolke den fysiske situasjonen. Vi kan prgve & bruke transmisjons-
og refleksjonskoeffesienter, men siden dette er en spredningstilstand,
forteller ikke dette oss direkte om ngytronet blir absorbert eller ikke.
Likevel kan vi finne ut hvilken ngytronenergi som gir hgyest sannsyn-
lighet for & finne ngytronet i kjernen. Alternativ kunne vi har beregnet
integralet mellom —a og a, men stgter igjen pa vanskeligheter med a
tolke sannsynlighetstettheten. Vi finner at £ = 3 MeV gir hgyest sann-
synlighet for at ngytronet befinner seg inne i kjernen. (Som beskrevet
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Figur 5: Bglgefunksjoner og sannsynlighetstettheter for to ngytronenergier.

i neste oppgavedel, er det ikke det samme som ngytroninnfangning,
fordi da ma ngytronet forbli i kjernen.)

Det viser seg at var modell beskriver darlig eksperimentelle data pa
ngytroninnfangning i atomkjernen. Antyd kort mulige forbedringer av
modellen.

Svar: Modellen er én-dimensjonal, og skulle veert beskrevet ved sfee-
riske koordinater i tre dimensjoner. Videre mangler det kopling til
nukleon-nukleon kollisjoner og ~ utsending ved elektromagnetisk vek-
selvirkning med nukleonene (som ikke er del av dette kurset — og derfor
ikke forventes besvart).
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