FYS2140 Kvantefysikk — Var 2023
Hjemmeeksamen midt i semesteret

Oppgavel Forventningsverdier og egentilstander

a) Forklar hva forventningsverdien (Q) til en fysisk storrelse @ er, og skriv
opp det matematiske uttrykket for & beregne en slik forventningsverdi
i kvantemekanikken.

b) Hva er den beste framgangsmaten for & male forventningsverdien (x)
av 1 og 2 under? Begrunn svaret.

1. Sett opp en serie av mange like partikler i samme tilstand, méal
posisjonen til hver av dem og finn gjennomsnittet av malingene.

2. Mal posisjonen til én partikkel i en gitt tilstand veldig mange
ganger, og finn gjennomsnittet av malingene.

c) Hvilke(t) av utsagnene under er riktig(e) og hvilke(t) er feil? Begrunn
svaret.

1. Hvis (x) for en tilstand er lik 0, er ogsé (p) lik 0.

2. Hvis (z) for en tilstand er veldig liten, er (p) veldig stor.
3. Hvis o), er lik 0, gar o, mot uendelig.

4. Hvis (22) er lik 0, er ogsa (p?) lik 0.

d) En egentilstand for energi er en tilstand som tilfredsstiller den tidsuav-
hengige Schrédinger-ligningen

ﬁwn = nq/]n

Vis at standardavviket til forventningsverdien for energi er lik null hvis
partikkelen er i en slik tilstand.

e) Hva kan du si om standardavviket til en vilkarlig fysisk storrelse @ hvis
partikkelen er i en egentilstand for operatoren @) som representerer den
storrelsen?

Oppgave2  Bohrs atommodell
I denne oppgaven skal du studere Bohrs atommodell, samt de Broglies bidrag
til modellen. Bruk ikke-relativistisk beregning i oppgaven.

a) Hvilken antagelse i Bohrs atommodell resulterer i at elektronets energi-
nivaer er diskrete? Hvordan bekrefter de Broglies hypotese den anta-
gelsen?
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b) Hvor stor del av elektronets totale energi er potensiell energi og hvor
stor del er kinetisk energi? Er disse forholdene avhengige av energiniva?

¢) Beregn farten v til elektronet i hydrogenatomet for energitilstandene
n = 1, 2 og 3. Oppgi resultatet i enheten ¢ (lysfart). Kommenter pa
om det hadde veert ngdvendig a regne relativistisk her.

d) Beregn de Broglies bglgelengde for de tre tilstandene i oppgave 3c).
Oppgi resultatet i enheten ag (Bohr-radius).

Oppgaved  Partikkel i en uendelig dyp brgnn
Betrakt et elektron i en uendelig dyp brgnn. Potensialet er definert ved

0, for 0<z<a
oo, ellers.

Viz) = { 1)
Den generelle lgsningen til den tidsavhengige Schrodinger-ligningen kan skri-
ves som en linezerkombinasjon av energi-egentilstander

\I/({L‘, t) = Z Cn wn(x)e_iEnt/h' (2)
n=1

Se na pa en brgnn med bredden ¢ = 7 nm, og en tilstand til elektronet
som beskrives av folgende superposisjon av egentilstander med de tre laveste
energiene:

Uy(z,t)=A (1 01 (l.)e—iElt/FL +9 wQ(z)e—iEgt/h + ng(x)e—iEg,t/h)'

a) Vi har vist at normering av bglgefunksjonen er tidsuavhengig. Bestem
koeffisientene ¢,, gjennom & normere bglgefunksjonen W (x, t) ved tiden
t = 0. Du kan anta at A er reell og positiv.
HINT: Bruk at egentilstandene v, (x) er gjensidig ortonormale.

b) Beregn forventningsverdien (H) og standardavviket o for energien til
tilstanden W (z,0). Oppgi dem i elektronvolt (eV).
HINT: Beregningen kan bli enklere ved & bruke "nyttige konstanter”,
og at E, = 3 n? for partikkel i boks.

¢) Bruk sina = (e’ — e7¥)/2i og cosa = (e’ 4 e7¥)/2 til & vise at
2sin« sin 8 = cos (o — 3) — cos (a + f3).



d) Start fra den generelle lgsningen i ligning (2), og vis at sannsynlighets-
tettheten kan skrives som

|U(x,t)|? = 0 2om>n CmCn Qmn (2, ), der

Qpun(,) = 20 ((cos (m — n)ky @) — cos (m + n)k; ) X
cos ((m? — n?)wr t),
og der d,,, er Kronecker-delta.
HINT: Bruk k,, = kin, E, = E1n?, resultatet fra c), og merk at m > n.

Dette er en mer generell lgsning pa eksempel 2.1 i Griffiths og delopp-
gave 5b) i oblig 5, men utledningen er tilsvarende.

Anta né at vi har lokalisert elektronet rundt midten av brgnnen, zo = a/2,
slik at tilstanden ved tiden ¢ = 0 er beskrevet av bglgefunksjonen

1 -
\IJ.Z’O(‘I7 O) = ﬁe |-'E 2?0‘/5‘
Vi antar videre at lokaliseringen er sterk, det vil si at € er liten, slik at
U,,(0,0) = ¥, (a,0) =~ 0 ved bronnens vegger. Det betyr at vi kan integrere

over hele rommet, fra —oo til co.

e) Plott U, (x,0) for ¢ = 0.01a. Plott ogsa bolgefunksjonen for grunntil-
standen ved ¢ = 0. Husk enheter pa aksene.

f) Bestem sannsynligheten for at resultatet ved en méaling av ¥, (z,0)
blir energien til grunntilstanden, og beregn denne sannsynligheten for
€ = 0.0la. Hvis en maling gir oss grunntilstandsenergien, hvordan vil
elektronets bglgefunksjon se ut like etter malingen?
HINT: Det er lurt a gjere en variabelsubstitusjon for x — z.

Oppgaved  Stigeoperatorer

Denne oppgaven handler om stigeoperatorene a4 og a_ for en harmonisk
oscillator. Ligning 2.68 i Griffiths (2.67 i versjon 2) sier at energitilstandene
i en harmonisk oscillator kan skrives som

I n
= ﬁ(a-&-) o,

der n er et positivt heltall og ¥g er grunntilstanden.
a) Bruk tilsvarende teknikk som i Griffiths til & vise at
(&—)n Yn = \/mwo
for n = 4.

b) Hva blir (a_)" o7



