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L gsninger: Eksamen Fys114, var 1998

Oppgave 1

a) Siden prosessen er reversibel, er dQ=TdS Dette gir dE=TdS-MdB.
Helmholtz fri energi er F=E-TS som gir dF=dE-TdS SdT. Setter inn den
termodynamiske identitet TdS=dE+MdB, og vi far dF=-SdT-MdB.

b) Fraa) har vi:

[DE
S=konst. =>dS=0 => dE = -MdB => M'_Dﬁa
T = konst. =>dT =0 => dF = -MdB => M——Eg—l;a
C)
—TZ%E’;%B:—Tz%ﬁEgEE F- TEZTB—F+TS=E
d)
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Oppgave 2

a) Gibbs sum er gitt ved:
—_ (Nu—g)/ KT
== Z €

ASN

Vi har 2 muligheter: (N,&¢) = (0,0) og (Le), somgir = =1+¢+ ™"

Sannsynlighet for besetning blir
f(e,1,T) = (N} = %Z Ne(NH-es)/ KT :i[o_'_le(u—s)/kT] — 1

= -pu) /KT
= AN = e(5 ) +1

b)

—Ae [ KT
f(u+AQe,u,T)= 1 1 ¢

ép+As u)/kT+1 eAe/kT +1 1+ e Ae [ KT

1
:1‘1+6_W:1‘ f(u—2g,u,T)
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C) Vi definerer aogn dlik at:

h2k2 h2
om 2 Lz(n +n+n)=an’, dervisetter L=L, =L, =1L,

€=

Vi finner antall elektroner opp til verdienn (eller €) ved:
3/2

_oLram? 24n = LCED
N—28I4m dn:T[-[ndn—SDaD ,

der farste faktor skyldes spinn opp/ned og andre faktor at n,, n, og n,> 0.

dN TE1/2 v 0T D3/2 h3
G 2272 der vi innsetter a° =m0 v og far:
dN Voemg?

d—ds—D( )de = 20 O £ °de

d) Vi antar et kjemiske potensial p =g, ved temperatur T=0. Daer antall elektroner
gitt ved N =If(s,sF,T = 0)D(g)de
0

Det er ingen partikkelfordeling over | =€ ettersom fordelingsfunksjonen f= 01 dette
omrédet. Dette er vist i figuren.

A1l D A1l

=0 T=0

//// A\

T>0
\éz T>0 Ao

€ | €

M= ¢€F U <€Er
Nar temperaturen stiger, vil f haen symmetrisk fordeling rundt det kjemiske potensial.
Siden nivatettheten D er en jamnt stigendefunksjon, vil produktet fD ikke veare
symmetrisk, men med ekstra vekt pa halen til hayere for det kjemiske potensial. Dermed
vil vi regne ut en for stor N i uttrykket

N :J'f(s,u,T > 0)D(g)de

fD

hvisvi beholder p =¢.. Ved djusteretil lavere verdi hvor p <e., kan vi oppna korrekt
partikkeltall N. | venstre figur er det illustrert at partikkeltallet blir for stort hvis vi
beholderp =€ , ettersom arealet A, > A . | hgyerefigur er p<e. slik at N er bevart.

€) Vi modifiserer 3D uttrykket til 1D ved at:
h?k?
~ 2m

- 2
=g, +an, ", der g, er en konstant.
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Dette gir:

Vi finner antall elektroner opp til verdienn ved:
1/2

N :Zjd”z = aTl/ng:+s (€ -¢,) " de = ZE%E ,

der faktoren 2 skyldes spinn opp/ned. "
?Ttl:alTls”z' der vi innsetter a’? = %E E og far
Z—l:ds = D, ()de = LF Eg—mgme‘“zds

f) Svar: Det kjemiske potensial vil stige.

Argumentasjonen falger som under punkt d), men med motsatt «fortegn». Nar
temperaturen stiger, vil f (som far) haen symmetrisk fordeling rundt det kjemiske
potensial. Siden nivatettheten Dyp er en jamnt avtagende funksjon, vil produktet fD g
liten vekt pa halen til hayere for det kjemiske potensial. Dermed vil vi regne ut en for lav
N . Vi maderfor kompansere for at totalarealet under fD kurven blir for lite. Dette kan
gieresved djustere u>¢_, dik at fD kurven ikke gar sa raskt mot O for hayere energier.
Dermed gker arealet under fD kurven, og vi kan reprodusere verdien for N.

Oppgave 3

a) Antall méter & arrangere n vakanser pa N gitterplasser er:
_HNo_ N
" OnO ni(N-n)!

b) Partigonsfunkgonen til systemet er gitt ved:
7= ze—ss/kT - Z ze—ns/kT - Z ane—ns/kT - N! e—rs/kT

m Anal n(N —n)!
konfig

- Z g:%e-e/kT)n(l)N—n - (1+ e—a/kT)N

C) Hemholtz fri energi er gitt ved:
F=-KTInZ = -NkTIn(1+e*'*")

d) Entropien blir:
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S=-—- =Nkin(1+e*'"")+ NkTe‘s”‘T( 2)/(1+ e Ty

- qun(l_l_e s/kT)_l_e—e/kT( )/(1+e—£/kT)D

€) Energien blir:
E=F +TS=-NKTIn(L+e*"*") + NKT InL+e™'"") + Nee ™' /(1+€™'"")

dolnZ

= Nee®'¥T /(1+ e *'*"), som ogsd kan finnesved E = —KkT?

f) Middelverdien av antall vakanser blir:
ny={E}e=Ne*""/a+e*'"")

Oppgave 4

a) Multiplisitetener W, =
NLING!

=k(NInN=N,InN, = Nz InN,)

NI

som gir:

S, = kInW,

mix

= k(NAInﬁ+ NBInﬁ)
NA NB
Vilar N;/N=x og N,/N=1-x og fér dermed:
S, = —kN[(1- x)In(1- x) +xInX]
Utledningen bygger pa Stirlings formel der det antas at N, N.og N; er store tall.

b) Ekstremalpunkt finnes nar:

—ai“( = —kN(Inx ~In(L- X)) = 0, som gir x=1/2.

ik S"'X = kN + 2 D= akNforx=1/2.
ox* Ox "T-x0°
Altsd har vi maksimal blandingsentropi for x=1/2, og innsatt far vi:
S =—kN[1/2In(1/2) +1/2In(1/2)] = kNIn2

Smix/kN

0.5

0 L X
0 0.5 1.0

Na_Va
NB VB .
d) Vi tilferer ikke varme eller arbeid. Enegien Etil enideell gass avhenger ikke av
volumet V. Altsa er E konstant og dermed T, siden E=E(T).

C) Tilstandslikningen for ideell gass gir pV, = N,KT og pV, = N.KT. Altsa
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Antaat trykket endresfraptil p’. Daer:
+ + +
o= N, NBkT :%1 N,/ Ny KT :&1 N,/ Ny KT :%kT = p
V, +V, Vi 1+V, 1V, V; 1+ N,/ Ng \A
Trykket forblir altsa uendret.

e)VA =2V glr
N 2

x=—Ne____1 _13 Ansas, =-kNEinZ +Lindy = 063650
N,+N, 2+1 33 3 3

f) Nei, vi far AS > 0, p.g.a. entropiblanding.
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L gsninger: Eksamen Fysl14, hgst 1998

Oppgave 1

a) Partisjonsfunksgonen er gitt vedZ = Z exp(—¢, / KT). Vi far:

d__<d B N o, .
EZ_ . —_I_exp( g /KT) = IZ(ei/kT yexp(—¢, /KT) = (1 KT )Zai exp(—¢, /KT)
Det termiske energimiddel er:
S & exp(-e,/kT) k237
d

<E>=- = T _ k72 i
z exp(-¢, /KT) z dT

InZ,

der de to summenei brgken for <E> er byttet ut med uttrykkene over.

b) Vi setter a® = h*r® /2mL’kT og u = at og far:
Z/™ = % exp(-g,™ IKT) = 5 exp(-o*(ng +n} +n3))

n,,ny,n, n,, Ny, n,

:J'ﬂ’exp(—O(z(nX2 +n; +nZ))dn,dndn, = (}exp(—a 42)dt )3

_ (1/a)3(fexp(_u2)du )3 -2 /8q® = (Tt/(4a 2))3/2

= (T/(4h?m? /2mLPKT))¥/2 = L3/(2h?m [ mkT)¥? = V(—;';[‘;Tz)“2

der vi benytter integralet oppgitt i oppgaveteksten og at V=L3.
C) For N partikler gjelder:
trans — l trans\ N
Z - W (Zl )

<E>= kTZi(Nln Z/™ - InN!) = szi(NlnT”2 +C) =3 KT
dT dT 2

d) Z%= S Wexp(~e* /KT) = 3 (21 +1) expl-1(1 + 18,/ T]

€) Ved hay temperatur deltar mange rotasjonsnivaer. Avstanden mellom nivaene er da
liten i forhold til den termiske energien. Vi kan da overfgre summeni d) til integral med
substitugonen u=I(l +2) og du = (21 +1)dl :

z* :I(ZI +1) exp[-1(1 +28,,/T]dI :J’exp[—uerot /T]du = —el[exp(—uemt/T)]‘(’)o = el
0 0

rot rot

f) For N molekyler blir < E, >=KT? %In(zim)“ = NkTZ%(InT -1n@,,) = NKT.
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0) Enpartikkel vibrasjons-partisjonsfunksjon for diatomisk moleky! blir:
z"= Z; exp(—€."” /KT) = Z; exp(-vhw/KT) = Zexp(—vevib IT)
1
1-exp(-8,,/T)
Lt .
1- (1_evib IT) evib

d y d
<E,, >= szﬁm(z1 W= Nk'I'ZE(InT +1n8,,) = NKT.

= S [exp(-0,, /)] =

| grensen for store T kan vi sette 2,"° =

som gir for N molekyler

h) Varmekapasiteten avhenger av translation, rotasjon og vibrasjon. Deto siste
frihetsgrader blir farst anslétt for temperaturer over de karakteristi ske temperaturene.
Siden vi har 1 mol gass, blir N=N, . Her er det hensiktsmessig og bruke gasskonstanten

C\A trans+rot+vib

3R trans+rot

2RI~

1R

T(K)

OR

0 100 1000 10000

R = Nak. Bidragene fra de respektive energier til varmekapasiteten regnes ut ved de/dT,
som gir 3R/2, RogRfor h.h.v. translagon, rotasjon og vibrason (se figur).

Oppgave 2
a)
tomtved T=0
ledningsband €
A C
A
_—— — ] —_— —_— —_— —_— —_— —_— —_ . u
€gap
\ 4 £,
lensband
varensban fylitved T = 0
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b) En halvleder oppferer seg som en mellomting mellom isolator og leder: Den har et
bandgap € g, >> KT, der T er ved romtemperatur (R.T.). Vi finner halvledere blandt
stoffer med like antall elektroner. Vanligviser € g, = 0.1 - 2.5 €V. Eksempler pa
halvliedere: Si, Ge, GaAs, InP, InSh. Halvlederen kan dopes med atomer med ett mer
valenselektron, slik at vi far overskudd pa elektroner. Det kjemiske pot. gker, og vi har n-
type. Tilsvarende (men omvendt) for p-type.

1
c f=

exp[(e — W) /KT]+1
Antaklassisk regimeder f = e
Ne — f — e—(s—p)/kT — e—(£+sc—ec—p)/kT — e—(s—ec)/kTe—(ec—u)/kT — (s -e )/kT —(ec—u)/kT

C

(e—p) /KT

d) Vi identifiserer den siste summen i utrykket over som en partisjonsfunkgon. Vi antar
at summen kan gjeres om til integral og utregnes som for ideell gass. Dette gir da en slags
effektiv kvantekonsentrasion nc i ledningsbandet med en tilhagrende partisjonsfunksjon
som kan skrlves somngV. Vi har:

_ —(e w)/ KT —(e 1) /KT
n, = V V (n Ve =ne
Ettersom kvantekonsentragonen i praksisikke stemmer helt med det som beregnes for
ideell gass, er det nadvendig med en modifisering av uttrykket. Dette bestar i & sette inn
en tilstandstetthets effektiv masse (mg*) i stedet for den sanne elektron masse (m) |
uttrykket for kvantekonsentrasonen nc.

€) For enintrinsikk halvleder har vi n, = ny,, som gir:
n, expl(, — 1) /KT] = n,exp[~(u—g,)/ KT] O

exp[—(e, ~ - p+g,)/KT]=n,/n, O
2u-¢€.—¢,)/ KT =In(n,/n.)) O
n=4(e, +£,)+ KT In(n, /1)

) Massevirkningsloven er gitt ved:

n.n, = nn, exp[—(e, —€,)/KT] =n.n,exp(-¢,/ KT),

som gir at produktet er uavhengig av det kjemiske potensial. Spesielt har vi nen, = n?,
der n; er konsentragjonen av elektroner (eller hull) i enintrinsikk halvleder .

g) Vi har atn; = ng = n,og n; (Try) = 1.5 10 cm®,
Massevirni ngsloven girn (T) OT*"*exp(~¢, / 2KT) , som gir for T = Tgr = 1/40 eV

nr(]T(T/)z) (=75)" eple, ] 24T) = 26 =1.37010° O

n(T/2)=n(T)/1.37 M10° =11 cm®.
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Oppgave 3

a) Et boson er en partikkel med heltallig spinn 0, 1, 2, ... Med partikkel menes her bade
sammensatte partikler (*He), elementagrpartikler (y, Tt) og abstrakte objekter
(fononer). Bosoner falger ikke Pauli prinsippet, og flere bosoner kan veare i samme
kvantetilstand.

== expl(Nu — Ne) /KT] = {expl(u—) /KT]} " = — exp[(:_g) T
Videreer: B
<N>=f= kTTE= kTiInE: —kTiIn(l—exp[(u —-¢€)/KT])
= du du du
kT —(1/KT)exp[(n —€)/KT] _ 1

1-exp[(u—€)/KT]  exp[(e - p)/KT] -1
(kan ogsa bruke absolutt aktivitet i utledningen, slik somi K&K s.158)

b) Antall partikler finnes ved arealet som n dekker:

1 1 1_e2mL Am
N = 1==(2mdn==mm2%== 2=
(€) Z g ) Fmdn= g = ) = e
D(e) = dN(e) /de =
h1t
C) Totalt antall partikler er:
“ Am de

N :! D(e) fae = 2h2n.([ expl(e — )/ KT] -1

Vi setter x =(¢ — )/ KT ogdx=de/KT:

all dx - A - " —_A AT
2h2T[ I exp(x)_l_/\2 [In(l e )]—p/kT_ /\2|n(1 e )D

-pu /KT

N =

In(1-e"/)=-A?p 0 1-eV¥ =e° [0 N =1-e? 0 u=KTIn(l-e"?)

d) Befolkning i lavestetilstand er:

1 1 1
N, =f(e=0)= o HIKT

-1 expl-In@-e®)-1 1 4
1-e?"

2
= -1

€) Vi ser p& hvadet kjemiske potensial = KT In[1— exp(-p/°)] blir for laveste tilstand
med energi 0. Dersom dette uttrykket skal gamot O, vil T matte gad mot 0, medmindre
logaritmen skulle ga mot uendelig. Det gjer den ikke fordi:

In[1- exp(-pA?)] = In[1—exp(—konst/ T)] 00T -~ In(1-0) =0. Alts& Te = 0, og vi har
ikke Bose-Einstein kondensering ved endelig temperatur i dette spesielle 2-dimensjonale
tilfellet.
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Oppgave 4

a) Entilstandsfunksion er en funksjon som avhenger av tilstandsvariable, for eksempel
E=3/2NKT (ideell gass). En tilstandslikning betemmer entydig systemets tilstand, for
eksempel pV=NKT (ideell gass).

b) Enintensive variabel f for et system A, forblir det samme nér n like system A settes
sammen: f(nA) = f(A). For eksempel trykk p og temperatur T.

En ekstensiv variabel F for et system A er proposjonal med antall (n) system A som
settes sammen: F(nA) = nF(A). For eksempel volum V og energi E.

C) Carnot syklusen er beskrevet i figuren under. Den bestér av to isentrope og to
isoterme prosesser. Gassens arbeid paomgivelseneer W =(T, = T))(S, - S) i lgpet av en
syklus. Tilfart varmeer Q, =T, (S, —S), som gir Carnot virkningsgraden
I
QT

A

Sh - — —

S| | — —

T Th T

d) dF = d(E-TS) = dE -TdS- SAT ogTdS= dE + pdV gir dF=-pdV-SdT. Altsablir:
00 COFp U _ 09

PVeTOH  Cov 4

T BFOD _ 00 QO

BTOVIE O

oS _ pQ0

Cov ~ Lot

Dadisse to uttrykk er lik hverandre, blir
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L gsninger: Eksamen Fysl114, var 1999

Oppgave 1
a) En Carnot maskin utfarer en sdkalt Carnot syklus, med fglgende 4 prosesser i
kretsl gpet: isoterm -> isentrop -> isoterm -> isentrop. Virningsgraden er maksimal, og lik

Carnot virkningsgraden.

b) K-x diagrammet blir:

KA

TH

C) Entropien Sergittved § = A—-Bx; 0g S, = A- BX, som gir ST diagrammet:

SA 3
s —— T a2
s Loy
I I
T TH! ;

Oml gpsretningen er mot klokka. Det er 2 isoterme prosesser (1-2 og 3-4) og 2 isentrope
prosesser (4-1 og 2-3).
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d) Det utfgres arbeid nér strikken strammes/slakkes. Dette skjer i prosessene 1-2 og 3-4:
2

XL

AW, = [Kdx= -2BT, [ xdx= BT, (X, -x7)>0
1 XH

4 X

AW, = [Kdx=-2BT, [xdx= -BT, (X, - x?)<0
3 XL

AW= AW, +AW,_, = B(T,, —T)(x, —x)>0,
som er det totale arbeidet utfert pA omgivelsenei ett kretslap.

€) Det utveksles varme ved AQ=TAS, altsd ndr det ikke er isentrop prosess, dvs. i
prosessene 1-2 og 3-4:
2

XL

AQ., = [TdS=-2BT, [xdx=BT, (X2 =x*)>0
1 XH

4 Xn

AQ,., = [TdS= ~2BT, [ xdx= —BT, (X} —x°)<0
3 XL

AQ= AQl—Z + AQ?,—4 = B(TH - TL)(Xﬁ - XLZ) >0

f) Virningsgraden blir:
qo AW AV, AW, B -THOG-X) ) T
AQ,, AQ,_, BT, (Xﬁ - XLZ) Ty .
Dette er den maksimalt mulige virkningsgrad (Carnot virkningsgraden).
Siden vi har to isentrope og to isoterme prosesser i kretslgpet, er dette en Carnot maskin.

9)
Tilfelle 1. Dette er ingen Carnot maskin siden entropien avhenger av temperaturen.
Tilfelle 2: Dette er en Carnot maskin, med to isentrope og to isoterme prosesser i

kretsl gpet.
oK g _ [0SO

(T, ™ Coxd,
TdS=dE+Kdx og F=E-TS men dette forventes ikke utfra oppgavens sparsmalsstilling.)

(Strengt tatt bgr man ogsa sjekke at Ser reaistisk: , funnet ved
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Oppgave 2
a) F=E-TSO dF =dE-TdS-<dT.
Den termodynamiske identitet er TdS= dE + pdV,
som innsatt gir dF = -SAdT—-pdvV O S=- %)V.
Videreer:

oF
F=E-TSO E=F+TS= F—T(a—_l_)v

F oF aT
() T(=)-F(x)
Veta :T2—L =12 0T 0T -7 -F=-E oED
aT T aT

b) Partisjonsfunksjonen er gitt ved
7= Ze—si /KT =1+ e—s/kT +e—2£/kT.

C) Lar kT = ¢, og far:

p,=€°/Z=1/(1+e" +e?)=0.665
p,=e'/Z=¢e"/(1+e"+e?)=0.245
p,=e’/Z=€e’/1l+e" +e7%)=0.090

(som gir totalt 1.000 med tre siffers ngyaktighet, teoretisk = 1)
Med T =0 er p,=1ogp, =p,=0.

Med T = er p,=p,=p, =1/3.

Altsdgjelder: 1/3<p,<1, 0<p,<1/30g 0< p,<1/3.

1 —e, /KT et 1428
d) <E >:EZsie o= Ee e /KT —2e /KT °
|

l+e +e
€) F=-kTInZ=-kTIn(L+e*""T + /7).
€ e—s/kT +Ze—25/kT
+ —

oF —€ —2¢
f) Sz_(ﬁ)v =kIn(L+e ™" + ey T1te M +g2/M"
(Viseraa S=-F/T+<E>/T, som forventet).

9)
kKT - OO<E>- ¢[D

1+2[0 ~ 0

1+0+0

_enr 1+ 200
1+0+0

Denne grense gir at partikkelen befinner seg i grunntilstanden med energi 0. Det er bare 1

tilstand (eller mulighet) dette gjelder, dik at S= kinW = kinl1 =0.

KT - 00 S- kln(1+0+0)+(%)e L K[In@) +0] =0
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1+203
1+1+1 ©
1+
1+
Denne grense gir at partikkelen har sa stor termisk energi at den har like stor
sannsynlighet for vaaei aletre nivaer. | middel blir dermed energien
<E>=1/3(0[£ +1[8 +2[8) =¢. Det er tre mulige tilstander for systemet, som gir
S=kInW = kIn3.

kT—>00|:|<E>—>8|j.

KT - o[ S- K[InL+1+1)+0 12+E;] - Kk[In(3)+0] =kIn3

Oppgave 3

) En bestemt energi betyr at i + iy = i er en konstant, tilsvarende energi hoi .
Antall bosoner med denne energi eller lavere er gitt ved arealet vist i figuren under:

ly A

A=i2 | 2

Ix

>

82

2(hw)?

Antall bosoner med energi mindre enn € er dermed N(g) =i*/2= (:_w)z /2=

Damgnmsamsamaauxw:%%:Zﬁ%;

b) Nivétettheten funnet over, gir at det ikke er noe niva med energi 0. Dette er ikke
riktig, og det er spesielt viktig ainkludere grunntilstanden ved lav temperatur. Vi deler
derfor opp N i antall bosoner i énpartikkel grunntilstanden (Ng) og de bosoner som er
eksitert (Ne):

N= Ng+ Ne.
Antall bosoner i grunntilstanden er:

N, =f(e=0,1,T) = 1

exp —p/ KT] -1
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Antall eksiterte bosoner (ikke i grunntilstanden) er:

_ 1 €
N, —-([dsD(s)f(s,u,T) = (hw)z‘[da

exp[(e — M) /KT] -1

C) Antall eksiterte bosoner for negllqerbart kjemisk potensial er:
€

N(1=00= 3 ).r exp(e /KT) - 1
Vi setter x:a/kTogdx—ds/kT
1 (kT)2 xdx KT , 11
Ne = (hoo) I (hoo) 6

Ved djustere T kan vi fa dette uttrykket lik N. Den T som gir N = N, kalles Einstein
temperaturen Tg:
hw

:(E)Z’T—ZD T. =—J/6N.
hw” 6 TK
d) Vi tar utgangspunkti
= (—) —( ) ( ) (—) N.

N,=N-N, = ( ’NDO N,=N- (—)NDNN—l( )2.

€) Vére regninger er eksempel pa Bose-Einstein kondensering ved endelig temperatur:

1.0 |
No/N
Ne/N
05 |
0 s TITE
0 0.5 1

f) Innsetter i likningen for Einstein temperaturen:

hew 6.626110* J [$[B00S™* : i
T. =—6N = J6 0P =2244.6 10°K = 22.4uK
£ Tk 3.14161.38110 2 J/ K H
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Oppgave 4

a) | termodynamisk likevekt er det ingen netto transport av energi eller partikler. Man
har en stasionaa tilstand der ingen variable endresi gjennomsnitt med tiden.

b) Fermionene nedei potensialbrgnnen er "18st" fordi Pauli prinsippet hindrer
befolkning av allerede besatte tilstander. Det er bare fermionene ved Fermi nivaet som har
mulighet til & eksiteteres - og dermed vaare med pa a gi varmekapasitet til systemet.
Grovt sett er det T/Tr deler av antall fermioner N som deltar, altsa N(T/Tg). | enideell
gass deltar alle, som gir 3/2N.

C) Det gjeres ikke noe arbeid W pa omgivelsene. Det tilfgres heller ikke varme Q. Siden E
er konstant og E=E(T) for enideell gass, blir temperaturen T ogsa konstant. Entropien S
avhenger av volumet V, og det blir en gkning i entropi (AS=KIn(\,/V,)).

d) Gibbs sum er gitt ved:
== Zexp[(Nu - )/KT] :Zexp[B(Nu -¢.)], der p=1/KT

Vi finner fglgende termiske middel:

10= 0
<NU-eg>=<N>Uu-<E>=——=—|n=
h-e H =g op
der midlere antall partikler er :
<N>:i_iz—ii| =
B=on  Pou
som gir for midlere energi :
<E>=p< N>—iInE:(Ei—i)lnE
B Bou 0B
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L gsninger: Eksamen Fysl14, hgst 1999

Oppgave 1

a) N=N_+N, ogM=N, -N_gir N.=3(N-M) ogN, =3(N +M).
Videreer totalenergien gitt ved E= N_[{-¢,) + N, [{e,) = Mg,.

N NI
NN [$(N-M)IE(N+ M)}

b) Multiplisiteten blir W, =
C) Entropien Ser gitt ved
S(M) =kinW,

=~ k{NINN-N-[3(N -M)In¥(N-M)-3(N - M)+3(N+M)In(N+ M) - 3(N+M)]}
=k[NINN=3(N =M)Inz(N-M)-3(N+M)Inz(N+M)],

hvor Sterlingstilnsamelse Inx!= xInx —x er anvendt for store x.

d) Vi finner den inverse temperatur ved:
1_0S_0S(M)_ oS(M) _ ko[-#(N-M)Ind(N=M) =3 (N+M)Iny(N +M)]
T OE JdMg, ¢g,0M 2e M

N-M
N+M’

Kk k k
= [In3(N =M)+1-In3(N+M) -1 = =——[In3 (N = M) = In3(N + M)] = =—|
e NN =M)+ 1= In3(N-+ M) -] = 5= [In (N = M) ~In3 (N + M)] = 5= In

€) Omskriver resultatet frad):
1 kN k N_
S =" In—=—In 0
T 2, N, 2, N-N.

2 2 2 exp(—2) + exp(2)
Al =exp(—ﬁ)D ﬁ—1=(-:'Xp(—ﬁ)D ﬁ:exp(—i)+1: KT KT_
N_ KT’ N, KT’ N, KT B
exp(=x)
KT
€ 3
exp(=>) p(- =
ogvifér%: - KT — 0g NN+=1—%= - KT —
20 ~ Lo =0 Lo
exp( kT) +exp( kT) exp( kT) + exp( kT)
f) Energien blir:
€ €
N exp(+x) — exp(-—2)

E= N [-g,)+ N, Tg,) = ~Neg(om - Ney = g, KT KL = —Ne, tanh(,/KT).
NN exp(-2) + exp(~-2)
KT KT

0) Ved KT << ¢, er det ikke nok termisk energi til & populere gvre niva. Systemet er ikke

i stand til @ motta AEved en gkning i temperaturen paAT, som gir lav C= AE/AT. Ved
KT >> ¢, er bade nedre og gvre niva populert med 50%. Systemet er ikkei stand til &

mottamer AEved gkning i temperaturen pAAT, som gir lav C= AE/AT. Ved kT = ¢, er
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det gvre niva generelt maksimalt i stand til & absorbere en partikkel. Systemet gir derfor
maksimal C= AE/AT.

h) Partisionsfunkgonen i det kanoniske ensemble er en sum av Boltzmann's faktorer
Z= z exp(—¢€./ KT) =exp(—¢, / KT) +exp(e, / KT),

Sannsynligheten for en tilstand s er:

_ &xp(=&,/KT)
s Z
som gir:
exp(-2) exp(--2)

_NC_ P KT _N, _ P KT

PN e ren i) N ety rep(-)
KT KT KT KT

Oppgave 2

a) 1-> 2 er isoterm magnetisering og 2 -> 3 er isentrop demagnetisering.

AS 1

o
T
. . [(PS[ BSO

b) Det totale differensideav Ser: dAS= —— dT + — — dB.
) o1} (B,

C) Den termodynamiske identitet og differensialet av Helmholtz fri energi gir:
dE = TdS- MdBinnsatt i dF = dE — TdS—- SdT gir dF = -SdT - MdB.
Den siste likningen gir forholdene

S=-—5 og M=-_-—

Vi deriverer F en gang til og far Maxwell relasionen
Sy __00 ) Fp _ 00 0 OF (M [
ol  DhBL LATL, Dot eBL LT L)
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1 S ST = 1 [0S

D T =en, T T b T GmB BT

€) For den isentrope prosessen er dS=0. Differensialet i b) gir

(bS
(BT __EB_BDr
B, ~ 0PSO
hT O,
Fra M =VxB farvi Eg_'\ﬁi :VBE%('EE' og med ¢) og d) far vi:
0T VTB [DOx [

OB Cy(T.B)DATH

f) Setter vi inn de oppgitte utrykkene for C, og X , far vi
0T _ aBT dT _aBldB

— D =[] — = ——,
BB, b+aB* T b+aB’
T, B, U
dT _ | HRA- aBLoB _, W_y a8 E L praB

— = :
-[T 0,0 Jb+aB® ) u [(b+aB’0 T, \[Cb+aB’'O

T

Integrering gir nd

g B0 02 0 GBS0 00 pBSy _ 00 pMp _ - XD
JoB 0~ BB HTLE | BTObBL ' Coth,CoTCy Y theTD,
Integrerer vi denne likningen med hensyn pa B, far vi

Co(T.B) = Co (T, 0) + VT Zé(;’B')SB

0

B'dB'.

h) Setter vi inn utrykkene fraf), finner vi

Vb P2a_ .V )
C.(T,B) —F+VTJO'T—38 dB = —(b+ aB").

Oppgave 3

a) Gibbs sum er gitt ved:
== Ze(m—ss)/ kT
ASN
Vi har 2 muligheter: (N,e5) = (0,0) og (Le),somgir ==1+e
Sannsynlighet for besetning blir

1 —€ 1 -€ 1
f(e,u,T)={N}= ;Z Ne(NH-es) /KT =;[0+1e(“ )/kT] _

- )/ KT :
= £ et WK +1

T er temperatur, k er Boltzmann's konstant,
€ er energientil et enkelt - partikkelnivaog | er kjemisk potensial.

(u—€) /KT
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b) Na&r T blir liten, vil eksponenten i uttrykket for f antaverdier alt ettersom tilstanden
er under eller over det kjemiske potensial. Vi far falgende step-funksjon:

e<pl f(e) - il_o

e>pl f(e) 40%1:1

Systemet som helhet oppferer seg som om T=0, hvis KT << (T =0) = ¢,.
(Felgende svar godtas ogsa: Vi kan benytte tilnearmel sen dersom temperaturen er
tilstrekkelig lav KT <<|e —p].)

C) Vi definerer aogn dlik at:
h’k* _ bm
2m 2

€= 2(n +n +n’) = an’, der vi setter L° = V.
mL

Vi finner antall elektroner opp til indeks-taletn (¢ =an’ O de =2aldn) ved:

3/2

_,1 2 2 _TLLE[]
N —28I4m dn:T[In dn—3DaD :
der farste faktor skyldes spinn opp/ned og andre faktor at n,, n, og n,> 0.
dN  TE!? v _OM G
G 2272 der vi innsetter a° =m0 vV , SOm gir :
d_N ) D(E) ) L |:2_rn|:|3/281/2
de o> Up® U

| nnsetter dette

o w0 0 K
"Tom0L0 " 2mg L 0O 2m '

Her er n = N/V partikkelkonsentrasjon.

€)
Setter p,

Ny ,Nz z

:m(ni +1C+ nz)u2 -~ an Dalir:
L Y L

2_ .22 24 _ 222 2 4 2.2 _ 1o o a2
e=pc+mc =ac’n"+mc [ ede =acnldn og n—g(s mc) ,
dermed er antall partikler inkludert for indekstallet n gitt ved:

— 1 2 2 —
N —2814m dn :nJ’n dn= T[In(n [dn)

1 2 4 1/2
=TT €‘-m’c [de.
ascgf( )
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Vi setter ndu = 82 m’c* O du = 2¢ [He, og far

1 2 3/28 -m?c* Tt 2 4 3/2

N=Tt u —u =——=(e"—mc

331() 2ac*3 P 3a303( )

Ti Istandstettheten blir
Tt 3/2
d—(sz—mzc“)
dN 3733 T® /5 a2 Vg 4, 5 a\LI2
D(g)=—= = £°-m< =——=(e"-m<c") .
®) de de a3c3( ) ™ (hc) ( )

f) Vi har at alle orbitaler er fylt opp til ng
iy 0 =

T
N=2ignEgm
Innsetter dette
€r =4 P°C° +MP°C? = \[a® 1.°C +nPc?

2 2/3
N
:‘/Eh—ztg n.2c” +m’c? :‘/hzgig EBT[ E ¢ +mc? = Jh’c®(3r’n)*” + mic’.

Her er n = N/V partikkelkonsentrasjon.

0) Ved kjemisk eller diffusiv likevekt har vi
Zvi“i =1y, +1p, —1y, =0,
J

der vi bytter ut kjemiske potensialer med fermienergier siden T=0. Protoner har ladning
+e, elektroner har ladning —e og n@ytroner har ingen ladning. Ladningsneytralitet gir at
det ma vaae like mange protoner som elektroner i systemet —og dermed like store
konsentrasioner, ne = n,,

h)
-e." 0 ‘/hzcz(Sthn )2 +mict =mc® -mc’ O
/2
1 gm - —metD [{939.5656 — 938.2723)° —0.511° 01
. 3 { 197.327° 10 ¥ m? H
= 7.37127 E|Lo36m‘ .
MeV

= 938.7841.783(10 * [7.37127[10% kg [ ° =1.23[10" kg ™.
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L gsninger: Eksamen Fys114, var 2000

Oppgave 1

a)

b)

d)

Gassen har varmekapasitet C,, :(g + 1) Nk fordi hvert molekyl har, i tillegg til

tranglatorisk bevegelse, indre frihetsgrader. | dette tilfellet er det bare rotasjonen
av deindre frihetsgrader som bidrar med NK. Vibrason blir ikke eksitert ved den
aktuelle temperatur.

Uttrykket for energien E finnes ved
dQQ _CdE+ pdvpy _ dE

& =gt 070 a1 O " dr
Energien av en en idedl gass avhenger hverken av trykk eller volum, siden hvert
molekyl pr. definigion ikke vekselvirker med andre molekyler i gassen. Avstanden
til neste molekyl er altid sa stor at den ikke pavirker energien av gassen. Energien
er bare gitt av molekylets egen kinetiske bevegel se, som bestemmes av
temperaturen.

—0OE= IchT = 2 NKT

Vi antar at antall molekyler N er konstant, og far for en isentropisk prosess
TdS=dE + pdV =0.

Dermed blir
CVdT+N_deV -00 E|\u<£+|\|k°'_\’_om

5IdT f M —00 2InT +InV = konstant O
AR EY 2

VT2 = konstant.
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e) Adiabatlikningen lgst i oppgave c) gir at for punktene 2 og 3 gjelder

VT5/2 _V-I-5/2 0= V ET_E ELE &E — 25/2.

Vv, OO0 T, 0 OT, O
Ettersom V, =2V, , blir
ﬁzizzsm 0V, :27/2\/1.
v, 2y

f) Arbeidet W utfert av systemet pa omgivelsenei delprosessene (1 - 2), (2 - 3)
og (3 - 4) blir (det er |kke noe arbeid i den isokore prosess):

{pdv Nk'll"[— = Nk'IgIn = NKT In2,

IpdV —IdE = —ICVdT = —gNk(T -T,) _2 - NKT,

W, = J'pdV Nk1;J'—: NK22 InYe = Nl 2

— =—NK —In2
2 V. 2\, b

w

0) Tilfert varmemengde til systemet i delprosessene (1 - 2) og (4 - 1) er
Q, =W, + E, =W, = NK} In2,
Qu =W, +E,; =E, =E(T,) - E(T,/2) = ENk—'(_)
h)  Kretdgpetsvikningsgrad n blir
n= Vet Wot Wy 523102 _ ) 57
Qinn le + Q41 5+4|n2

For en Carnot maskin f&r vi

Ne=—=1-2=05
an -I-l

som er den maksimalt oppnaelige virkningsgrad.

Oppgave 2

a) Helmholtz fri energi for en ideell gass er gitt ved
N
|<T|n(rb ) < KTNINV +Inng - InN+ 1)

der vi har brukt Stirlings formell og innsatt enkeltpartikkel partigonsfunksjonen

Z, =n,V . Det kjemiske potensia blir
u=2F0 = —KT(INV +Inny NN +1) + kT = Nl ALY
CoN Drv N,

Videre bruker vi definigonen for den absol utte aktivitet

A = exp(u/ KT) =expékM§— n/n,.
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b) Gibbs sum blir
== exp[(Np—¢,)/KT] =exp[(Op - 0)/ KT]+ exp[(1p = (—¢€,)) / KT]
ASN
Bruker sa definisionen for den absol utte aktivitet (se over), og far

= =1+Aexp(g, /KT).

C) Andelenf av Mb molekyler som har bundet til seg et O, molekyl i diffusiv likevekt
blir

___(MbO,] :é)\exp(solkT): — 1 :
[Mb] +[MbO,] = A exp(-g,/KT) +1

d) Andelen kan uttrykkes ved hjelp av trykket for ideel gass p = NTkT ;

=0l . de__P

N exp(-g, /KT) +10p p, +p

der

P, =\ "exp(—¢,/ KT)p = %exp(—s0 /kT)NTkT = N,KT exp(—€,/KT).

€) Vi antar p, =5mmHg. Dablir andelen

0 5 10 15 25
f= , , , , ,..etc. for p= 0, 5, 10, 15, 25,... mmHg,
540 5+5 5+10 5+15 5+25
som gir falgende graf
1.0

p(mmHg)
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Oppgave 3

a) Gassen kalles kvantegass dersom partiklene kommer sa naa hverandre at
tettheten n=N/V er lik €ller sterre enn kvantekonsentrasjonen ng. Dette betyr i
praksis at de Brogle bglge-lengden for en parikkel er sammenliknbar med midliere
avstand mellom partiklene.

Fermi gass.  Bestdr av fermioner. Dette er partikler med halvtallig spinn, f.eks.
elektroner, ngytroner og helium-3. Pauliprinsippet gjelder for
denne type partikler: bare én partikkel kan befolke en og samme
tilstand karakterisert med et sett kvantetall.

Bosongass. Bestar av bosoner. Dette er partikler med heltallig spinn, f.eks.
pioner, helium-4, fononer og fotoner. Det kan veare flere bosoner i
éntilstand. Ved lave temperaturer kan man f.eks danne Bose-
Einstein kondensat, der (nesten) alle bosoner befolker laveste

tilstand.
b)
tomtved T=0
ledningsband
Ec
A
—_ —_— —_— ] —_— Mmoo —_— —_ . l'l
€gap
\ 4 £,
valensband
fyllt ved T = 0

I enintrinsikk halvleder er elektron og hull konsentrasjonen lik, n.=n,. Dette gir et
kjemisk potensial omtrent midt mellom lednings- og valensband. Vi har nemlig

(forventes ikke utregnet i denne oppgaven):
n. exp[—(e. — 1) /KT] = n,exp[—(Ku—¢€,)/ KT] O

exp[-(¢. ~n—-H+g,)/ KT]=n,/n 0
(2pn-¢g.-¢,)/ KT =In(n,/n,) O
=4(g, +£,)+3KTIn(n, /n.)

C) Enintensive variabel f for et system A, forblir det samme nér n like system A
settes sammen: f(nA) = f(A), f.ekstrykk p og temperatur T.
En ekstensiv variabel F for et system A er proposional med antall system som
settes sammen: F(nA) = nF(A), f.eks. volum V og energi E.
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d)  Mikrokanonisk ensemble:
Systemet er totalt isolert fra omgivelsene, og karakteriseres av gitt energi
E og partikkeltall N. Temperaturen <T> kan da regnes ut, og blir uskarp.
Kanonisk ensemble:
Systemet star i termisk kontakt med et uendelig stort varmeresorvoir
(varmebad). Dette gir skarp temperatur, mens energien fluktuerer.
Systemet er lukket, dvs. ingen utveksling av partikler med omgivelsene.
Stor kanonisk ensemble:
Systemet er dpent og i kontakt med et varmebad. Det er
partikkelutveksling med omgivelsene. Vi har skarp temperatur, men
fluktuasjoner i bade energi og partikkeltall.

Oppgave 4

a) Vi fa felgende generelle differensialer

a EBVD
av = H‘; o7
DaT 0

Eﬁp 0 HopO
dp= —- dV+ —
P vn ™ T ety
der vi har antatt h.h.v. V=V(p,T) ogp = p(T,V). Ved & sasmmenlikne med de oppgitte
uttrykkene, kan vi identifisére:

dT

:E@D’ K:—iam B EEB_DD
Vet Vv Dop 0, pLoT,

b) Innsetter overstdendei likningen a = Bkp, som gir
10vVo _ 100p0o —1ELD
vDaTD ~ ploTh, V mop 0L,

(VO __CBpo BV
CoTlh, DoTH Oopl
Mpo VO T _ a1
Cot O DapDrEBVD

som er i overenstemmelse med kjederegelen, og hvor vi har brukt at EB—VD_l _0oT0
TN 9 BT, Covi,

C) Det er oppgitt at falgende to uttrykk er like (dette er egentlig de sakalte ferste og
andre TdS likninger satt lik hverandre)
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bV QO [opO
C,dr - T— d dT+T dv
o, = Ty,
VO [Op O
dp+T dv
O,
dT = EBT hT 0,
C,-Cy
Differensialet for T gir
O OT O
dT = Eﬁ dp+ dv,
P Cov 0,
o_ T wvm Vo po
betyr at @ eler C, T
ombeyra g0 ST -G, B0 ~& T Ty,
[PV Op a?
d) F b h a: C, T — vV =—TV.
) Fraoppgave b) og c) har vi -C, = DOTQ,EBTQ, =app p

€) Med tilstandslikningen for ideell gass pV = NKT blir

NKT NKT
V(QT)—TOQ p(V,T) =— v

OV PpO EN_IG]NkD + 0Nk Nk Onk= NK

somgir C, -C, = TEBTE,LEBTQ, DpEDV CNKTL

for en ideell gass.

f) Siden vannets tetthet er maksimal ved 4°C vil
_1vo

vioTH

somgirat C, =G, . Generdlt kanadri C, —C, vage negativ (bare null eller sterre) fordi

VO . . .
er negativ for ale kjente substanser. Dermed blir
Uop DT < J

2

a : 1&D
C,-CG, =—TV>0, siden K = ——
& K v Uopll
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L gsninger: Eksamen Fysl14, hgst 2000

Oppgave 1

a)  Mikrokanonisk ensemble:

Systemet er totalt isolert fra omgivel sene, og karakteriseres av gitt energi
E og partikkeltall N. Temperaturen <T> kan daregnes ut, og blir uskarp.

Kanonisk ensemble:

Systemet star i termisk kontakt med et uendelig stort varme-reservoir
(varmebad). Dette gir skarp temperatur, mens energien fluktuerer.
Systemet er lukket, dvs. ingen utveksling av partikler med omgivelsene.

b)
Vi teller opp antall realisasgonsmuligheter:
o o]
(@) (@) 00 (@]
o Q0 000 o fo) 00
Q00 Q0 00 o o 00 fo) o
E=0,W=1 E=1,W=1 E=2,W=2 E=3,W=3 E=4,W=3
o fo) 00 fo) foXe) o fo¥ o) 000
fo¥ o) o Q000 fo) foXe) fo)
E=5,w=3 E=6,W=3 E=7,W=2 E=8,wW=1 E=9,W=1
c)
| S(k)
10 —
051
E(e)
0.0 [ | 1 1
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d)

f)

9)

h)

- - 1 :
Vi finner den statistiske temperaturen T ved = :g—:. Her er det noe spillerom

hvorledes man deriverer i tilfellet E =2¢, og 3 like gode verdier kan finnes. Her
bruker vi middelverdien. Videre kan man filosofere over + og/eller —i uttrykkene
under - hvis man vil.

E=0CgirT=zx0

E=2gir E:E:mm T=18%/k.
T AE X%

E=%0irT =00

Antall partikler i gjennomsnitt:

E =Ce gir 3i laveste nivaog ellers 0
E=2gir15i laveste, 1.0i andreog 0.5 tredje niva
E =% gir 3i hgyeste nivaog ellers0

Partisonsfunksonen blir
Z =1+ le—s /KT + Ze—z-: /KT + 36—3£/kT + %—48 /KT + Be—& /KT

+%—6€/kT +Ze—7€/kT +1e—8£/kT +1e—%/kT

T - 0gire™’ =0, og ingen mulighet for termiske eksitasjoner,

altsd 3 partikler i laveste niva

/T =1. Defire nivéer ligger i praksis ved samme energj

ndr temperaturen er uendelig, dvs. KT >>¢. Antall partikler blir
dajamnt fordelt paallefire nivéer, dvs. 3/4 partikkel i hvert niva

T - cogire

Nei, det er tydelig forskjellig besetningstall for forskjellige temperaturer (eller
totalenergier). Spesielt kan nevnes at uendelig temperatur i kanonisk system gir
0.75 partikler i gverste niva, mens for mikrokanonisk system har vi 3 partikler i
gverste niva. Vi har et atfor lite system, de to ensemble teorier gir tilnaamet like
svar nar antall partikler og antall nivaer vokser, kalles termodynamiske grense.
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Oppgave 2

a) Fermioner er partikler med halvtallig spinn, f.eks. elektroner, ngytroner og
helium-3. Pauliprinsippet gjelder for denne type partikler: bare én partikkel kan
befolke en og samme tilstand karakterisert med et sett kvantetall.

Bosoner er partikler med heltallig spinn, f.eks. pioner, helium-4, fononer og
fotoner. Det kan vage flere bosoner i én tilstand. Ved lave temperaturer kan man
f. eks danne Bose-Einstein kondensat, der (nesten) alle bosoner befolker laveste

til stand.

| H

fra omtrent her og
hayere er det klassiske omradet

Nar exp[(e — W)/ KT] >>1 blir for begge to tilfellene:

— 1 — _ = —
f(e) = plE= ) /KT] =exp[(u—€)/KT] =Aexp(-€/KT).

b)
tomtved T=0
ledningsband
Ec
A
_— e e ] — — — — —— — — - u
€gap
4 £,
valensband
fyllt ved T =0
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Eksempler pa halvledere: Si, Ge, GaAs, InP, InSh. Halvlederen kan dopes med
atomer med ett mer valenselektron, dlik at vi far overskudd pa elektroner. Det
kjemiske potensial gker, og vi har n-type. Tilsvarende (men omvendt) for p-type.

C) Fra uttrykket for Gibbs fri energi G = E-TS+ pV , far vi
dG = dE - TdS- SdT +Vdp+ pdV
0g innsatt den termodynamiske identitet TdS=dE + pdV for et lukket system,
far vi
(DGO GO
dG=-dT+Vdp= dT + d
Pe T oo™
. _ 8GO _ GO . :
Sammenlikner og ser at S= BT Dp ogV = EBp ] som gir Maxwellrelagonen
[ D
p% ap E a
Oppgave 3
a)
S _OF _O[KT In(Z) /NI
T oT
=NKInZ -InN+1) + NkT (InT3’2 +konst.)
0
=NKInn,V —InN +1 +—NkT—InT
KInng )+ o NKT o
= NKIn(n, /n) +5/2]
[l Oysrz 0 L
b)  Fraoppgavea) f&rvi S= N%n%% konstE, der N er konstant. Dermed
avhenger entropien bare av VT*’?. For konstant entropi m& derfor
VT*”? og dermed TV** vaae konstant.
C) Herer AW=0,dlikat AQ=AE =C/,AT.
AQ,; =G, (T3 - Tz)
AQ,, = Cv(Tl - T4)
d)  PAE=00AW=2Q=AQ,+AQ, =C, (T,-T,+T,~T,).
o =AW _80.+2Q ) T-T,

B Aan B A(?23 - T3 _T2
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f)

Deto adiabater gir ossto likninger som kan subtraheres fra hverandre:
TV2/3 TV 2/3

T V2/3 :TV 2/3

(M-TOW" = (T, - TV, ™
T-T. v2’3
T -T, V

/3
. 1+T T4_ %ﬁ

Med r-lOfar vin=1-10"°=0.78

Oppgave 4

a)

b)

Det termiske middel for antall partikler i et storkanonisk ensemble er
INY=="S N exp[(Np—£,)/KT] =3 N[exp(u/KT)]" exp[-g)) /KT] =
ASN ASN

=1 NAVexp[—€,)/KT] = E‘l)\a_A =2 nz

Her er:
= = stor - kanoniske partigonsfunkson

= kjemisk potensial

A = absolutt aktivitet

k= Bolzmanns konstant
ANS=adlle partikler og tilstander

Den storkanoniske partigonsfunksonen blir produkt av aIIe adsorpgonssentre
0 o M O
= %+ > exp[(lu—ei)/kT]E = %+ Z)\exp(—s /kT)D =(@1+Aa)".
i=1

i=1
Herer a= Zexp(—si /KT).
1=1

Midlere antall partikler adsorbert til adsorpsjonssentre blir
= + No
(N>:)\aln_:)\aln(1 Aa) =N, Aa .
OA OA 1+Aa
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d)

f)

Det kjemisk potensial | for systemet finnes ved at vi har fraforrige oppgave at

/N\
Na=——2— Vihar
No_(N)
. N) \N) .
A=exp(u/kT)=a" O kTHn————1Inar.
PIT) = Gy O 1 @No e

Vi husker at uttrykk av formen (A+ B)" kan skrives som en binomial rekke (se

Karl Rottmann), og gjenkjenner da at
No

Z=(1+ra)" = Aa)" =) C ",
(1+)a) NZON,(N N),() Z
|
derCN—N—a for N < N,.
NI(N, — N)!
Det kjemiske potensial blir:
u=+T2InC, = kT2 [In— ¢+ Ning]
oN N~ NI(N, —N)!
|
:—kTi[l N—]—kTIna
ON" NI(N,—N)!

:—kTaiN[NOInNO =NInN =(N,—N)In(N, —=N)] -kTIna
:—kT[—InN —1+In(N -N)+1]-kTIna

—Inag

hvor vi har brukt Stlrllngs tilnaamelse.
Vi far samme uttrykk som i oppgave d) - bare at vi her har skarpt partikkeltall.

= kT%n
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L gsninger: Eksamen Fysl114, var 2001

Oppgave 1
a)  Patisonsfunksonener Z = exp(-g,/kT)=1+e*"" .
b)  Helmholtz fri energi blir F(T) =—kT In(l+e*"").
. __OF _ e € e/
C) Entropien finnessom §T) = T kKIn@+e""™ )+ T e
. . 1 - 0+ees/M ge/k . .
d)  Energienblir {E}= zzisie A LT o ey gen dler vi kanskrive
P U] pu e @t/ E: e /KT
I \: = - < € —
{(E})=F+TS=-kTInl+e )+Tg<ln(1+e )+ TIre™E Sr ™
(Ogsa andre méter finnes).
€) Matematisk har vi felgende grenser ndr T — oo:
e—e/kT R 1
S KIn+1) +-=— _ kIn@)
- KT1+1
1
[E) - e—=¢/2.
\E/ - e
Entropien gar mot S= k In2, som betyr at multiplisiteten er W = 2. Dette betyr at
de 2 nivaene opptrer likeverdige. Vi far daat det er lik sannsynlighet (50%) for at
hver av dem er befolket. Dablir ogsa middelverdien av enegien lik €/2, som
funnet over. Siden {E} gé&r mot en konstant verdi, vil C, =0{E}/0T — O (eller vi
ser at siden S gar mot en konstant verdi, vil C,, =ToS/dT - 0).
f) Den nye partisonsfunksionen blir Z =" Wexp(-¢, /KT) =1+ We ™"
Hvis siste leddet er mye sterre enn det farste (som er lik 1), blir
W >>exp(e/KT), og vi fér forenklet at Z =We*"",
0) Entropieni tilfellet W >>exp(e/KT) finnesved

_OF _9[-KTIn(We*"")]
Gll oT

gT)= =k|n(We‘s’kT)+$: KIn(W).
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h)  For T =0 har vi bare en mulig tilstand, som gir ST =0) =0. Videre vet vi at
ST =¢/KT)=4.7. Dablir AS= 4.7k =kIn(W) O W =¢*" =110.
Vi gekker betingelsen for det forenklede uttrykket i g) ved at felgende er oppfylt:
exp(e/KT) =exp(d) =2.7<<W =110.

Oppgave 2

Delsparsmalene i denne oppgaven har ikke nadvendigvis noen innbyrdes sammenheng
og kan besvares kort.

a) Betingelsen for at en gass og en vaske er i termodynamisk likevekt er

T(gass) =T (vaeske)
p(gass) = p(vaeske)
H(gass) = p(veeske)

b)  Skisseav en halvleder:

tomtved T=0
ledningsband
Ec
A
_— e e ] — — —— —— — — — - u
€gap
4 £,
valensband
fylit ved T = 0

En donor er en urenhet som kan lett avgi et elektron til krystallen, og donoren blir
dermed selv positivt ladet. En akseptor tar lett til seg et elektron, og blir dermed
selv negativ (man kan i stedet si at akseptoren avgir et hull til krystallen). Donor
nivaene ligger like under ledningsbandet, og akseptor nivaene ligger like over
valensbandet. En n-type halvleder har flere ledningsel ektroner enn hull. For en p-
type halvleder er det omvendt.

C) Fermioner er partikler med halvtallig spinn, f.eks. elektroner, ngytroner og
helium-3. Pauliprinsippet gjelder for denne type partikler: bare én partikkel kan
befolke en og samme tilstand karakterisert med et sett kvantetall.
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d)  Fermi-Diracs fordelingsfunksjon gjelder for fermioner. Gibbs sum er gitt ved:
= _ T A Neg)/ kT
== €
&
Et niva kan enten vaae befolket eller ikke. Vi har altsd 2 muligheter:
(N,&g) = (0,0) og (Le),somgir = =1+e"™"
Sannsynlighet for besetning blir:
1 -, _ — 1
f(s,u,T) — 'N) — EAZSNNe(Nu )IKT _ _[0+1e(u )/kT] m
| 1
1 T=0
T>0
€
0 —
M
Oppgave 3
a)  Entropien finnesved S——iF U sy
GTD oT 3 3
0
Trykket av gasener p= v B——VT Hz
a 4 da. __; 4 . _
b) E=F+TS= —§VT +T?VT =aVvT" =3pV kallestilstanddikningen for
foton gassen (kan ogsa uttrykkes pa andre mater).
C)  Gassenskjemiske potensial er -9 7 EIVT4D 0. Dette betyr at det ikke
: P MeondsYT 50 y
koster energi og danne et foton: Fotonene absorberes og emitteres fritt fra veggene
i hulrommet.
d)  Adiabatisk prosessgir: 0=TdS=dE + pdvV 00 pdV =-dE

Bosoner er partikler med heltallig spinn, f.eks. pioner, helium-4, fononer og
fotoner. Det kan vagre flere bosoner i én tilstand. Ved lave temperaturer kan man
f. eks. danne Bose-Einstein kondensat, der (nesten) alle bosoner befolker laveste
tilstand.
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Tilstandslikningen i b) gir: dE =3pdV + 3vdp.

Kombinerer deto siste likningene og far:

4pdV + 3vdp=00] fgdvv+d_p:o

p
0 %Inv+lnp:konstantD pV ¥4 =konstant.

e) Fotongassen bestar av 3 prosesser:
1 - 2 :Isobar kompresjon
2 - 3 : Isokor trykkgkning
3 - 1 : Adiabatisk ekspangon.

)
|

2 @ 1
Vv
—
f) Samme prosesser i et S-T diagram blir:
S
|l .
'< ® 3
2]
.
—
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Oppgave 4

a) Vetat TdS=dE -KadL, hvor E er uavhengig av L. Dette gir
2 (1d9), =2 (de-Kd), O

%B 0-K [
K——T%B

Helmholtz fri energi er F = E—TSO dF = dE - TdS- SdT. Innsetter den
temodynamiske identitet og far ved konstant temperaturen (dT =0 ):

4
dF =KdL-SdT=KdL O K :@%B

b)  Oppgaveteksten gir at
n=n,+n_ogL=(n,—n)a
som gir
na+L na-L
, = ogn_=
2a 2a

n
nin!

C) Antall kombinasjonsmuligheter er: W =

d)
S=kInW =klIn

n,t!n!
=k(nInn=n-n,Inn, +n,—n_Inn_+n.)
=k(nInn-n_Inn, =n_Inn_)
=K[(n, +n.)In(n, +n.)—n,Inn, -n.Inn_]

_ U 0O n, a 0 n il

_—k@+lnﬁr+n_%+n_ln%r+n_%

_ 0 a+ LU a- LM

- k%mln% 2na HHLI 2na %

_ +D ﬁja+ LU %D Pa—l_@

- nk@#@n 2na HL n%n 2na %

_ [l +D a+ LU %D a—L@

= nk%—ln2+@%an%na B+ an?—na %

_ % @Lﬁ O O @__D O [

——nkDIn2+ anB’+EH+ HnH——
D |_D D L [T

~ k[Du 10 00 LO1
=iz ol a8 el 2 i
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€) Vi finner kraften ved & bruke uttrykkene fra oppgave a) ogd):

_KTg | O O il
_2_aDn +n_aH_ nH— naH+ aH+ na%
_ kT %+ L /nall
=—1In H

2a -L/na

f) For L = na blir kraften uendelig stor. Det er daikke mulig og strekke strikken
ytterligere. Dette er en rimelig oppfersel av strikken.

En strikk under normale forhold har mindre lengde enn maksimalt oppnaelig, dvs.
at L << na. Bruker uttrykket i €) og foretar en rekkeutvikling av den naturlige
2

, X
logaritme In(1+ x) = x—? for x <<1:

_ kT %+L/naD KT
K_Zaln —L/naH= Za[In(1+ L/na) -In(1-L/na)]

z%[(L/na)—(L/na)z +(L/na) + (L /na)7]

_ KT

—L.
na

Likningen gir at kraften er proposional med lengden av strikken, som gir en god
magefal el se siden dette tilsvarer Hooke' s lov.
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L gsninger: Eksamen Fysl14, hgst 2001

Oppgave 1

a) Vi setter a® =h*?/2ML’kT og u =at og far:
Z= Yexp(€/kT)= 3 exp(-a®(n +n] +n))

Nx,Ny ,Nz Ny ,Ny,Nz

= [[f exp(-a*(nZ +n; +nZ))dn,dn,dn, = (T exp(-o 2t?)dt)°

= Wa)*( [ exp(-F)du)* =11 /80 = (rt/(4a )"

= (T/(4h"? 12ML°KT))*? = L /(2h* Tt/ MKT)* 7 :V(%)‘”2 =nyV,
der vi benytter integralet oppgitt i oppgaveteksten og at V=L>.

N fn V!N
b) Partisjonsfunksjonen for en ideel gass med N partikler er Z, :%: QNI ,

N
\"
og Helmholtz fri energi er F =—KT InZ, :—kTIng%L.

C) Det indre kjemiske potensial kan uttrykkes ved Stirlings tilnaarmel se ved

My = %QV =-kT@andiNlnN!ﬁ

:—kTanl—diN(NlnN - N)ﬁ: -kT(InZ - InN)

On O
:—kTIn%N KT I3[
N Mo O

d) Betingelsen for diffusiv likevekt er ., () + ko (1) = 1, () + o () eller

O O O
KT In—1 mB =KkT In(—1+ mB
Mo O Mo O

€) Likningen over gir relativ konsentrasjon lik
n (B)/n (B) = exp(2mB/KT) .

f) Vi tenker oss at partikler med spinn opp og ned kalles henholdvis 1 og 2, og setter den
kjemiske reakgonen paformen v,A +Vv,A, =0, som gir v, =1v, =-1. Videre er
likevektskonstanten gitt ved partikkel 1 og 2's energinivéer: F =-mB og F, =mB, som
gir:
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K(T)=ny exp(-v,F,/ kT)ngi exp(-v,F,/KT)

= %exp(—ﬁ/kT)exp(F2 IKT)

2
= exp(2mB/KT)
Altsa blir |_| n?j =n/n, =K(T) =exp(2mB/KT), som er samme svar som i oppgave €).
j

Oppgave 2

a) Leslighetsgapet er energigapet mellom stiplet og heltrukken kurve. (Det kan forsvinne

ved tilstrekkelig hay temperatur.) | den heterogene fase bestar blandingen av 2 faser a og

3, som hver har sitt typiske blandingsforhold av A og B atomer.
f

homogen
ustabil fase /

heterogen
stabil fase

0 X X ><[3 1
b) Det gjares ikke noe arbeid W p& omgivelsene. Det tilfares heller ikke varme Q. Siden

E er konstant og E=E(T) for en ideell gass, blir temperaturen T ogsa konstant. Entropien
Savhenger av volumet V, og det blir en gkning i entropi pAAS= kN In2.

For reele gasser vil molekylene vekselvirke og energien avhenge som E=E(T,V) .

(Sml. van der Waal gass. Temperaturen etter ekspangonen, T,, er da gitt ved at energien
skal vaare konstant E(T,V)=E(T,,2V). Om det blir kjeling eller oppvarming avhenger av
initialtemperaturen (Joule-Thomson effekten).)

Oppgave 3

a) Fermioner er partikler med halvtallig spinn, f.eks. elektroner, ngytroner og *He
atomer. Pauliprinsippet for denne type partikler gir at bare én partikkel kan befolke én
og samme tilstand karakterisert med ett sett kvantetall.

Bosoner er partikler med heltallig spinn, f.eks. pioner, “He atomer, fononer og fotoner.
Det kan vaze flere bosoner i én tilstand. (Ved lave temperaturer kan man f. eks. danne

Bose-Einstein kondensat, der (nesten) alle bosoner befolker laveste tilstand.)

b) Fermi-Diracs fordelingsfunksjon gjelder for fermioner. Gibbs sum er gitt ved:
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== Ze(m—as)/kT

AN
Et niva kan enten vaae befolket eller ikke, og vi har atsa 2 muligheter
ir T = (nu-€) /KT

(N,eg) =(0,0) og (Le),somgir==1+e

Her er 1 det kjemiske potensialet.

C) Midlere antall fermioner i tilstanden bI|r
1
IN\ = Ne (Nu-gg)/kT _ — 0+1e(u €)/KT
Wk S
—;\l [ ] e( W /KT +1
d) vifar:
IN2\—£ZN2 (NH-eg) /KT _ [0+12 (p- s)/kT] 1 —IN)
| A= € - AT L T AN
— ASN

€) Standardavviket for midlere antall fermioner i tilstanden blir
2 2
0 = (N}~ (N} = INy—(NY = NN,

f) Partikkelfluktuasjonene for fermioner og bosoner er som felger
KT << u—¢: Dette er langt under det kjemiske potensial. For fermioner blir {N}=1, og

orbitalene er nesten 100% fyllt, og har sma fluktuasjoner o, = ‘/(N)(l—(N » =0. lkke

mulig for bosoner.
KT <<g& —p.: For b&de fermioner og bosoner blir {N}=e ¥ <<1, og vi fér de samme

fluktuasjonene o, 2‘/(N).
€ = p+Ag, og KT =10Ae: For fermioner blir {N)=1/2 og o, =1/2. For bosoner blir

{N} >>1 med fluktuasioner o, ={N}. Man sier derfor ofte at bosoner gar i flokk

e

g) For fermioner blir den relative fluktuasonen

o 1-/N)Y 1 1 —

M=o /\\/:\// y1E 117 et

WNJ WN; WN; -
C /AT 11

For bosoner blir den relative fluktuasjonen
1 e(a —p) /KT

o 1+{N) 1
r=28 = \// yH1= 1 +1=
W\N) N N -
QAT _q

De relative fluktuasjoner for fermioner og bosoner er dtsa like. | det klassiske omradet er
. Altsd har vi meget store

{N} <<1, og vi fér det kjente uttrykket r = /GN\ NS
\N/

relative fluktuasjoner i det klassiske omradet.
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Oppgave 4

a) Arbeidet som gassen utferer pa omgivelsene fra 1 til 2, er

2 2 NKT, Zdv V.
= dVv = b gV =NK — =NKT In—2.
W, {p I Y I{ v v

DaQ, =E,+W, 09 E;, = E, - E, = E(T;) - E(T;,) =0, blir Q, =W,,.
Dette bryter ikke med noen fysisk lov; all varme kan gjerne ga over til arbeid. (Meni en
syklisk varmemaskin gar ikke dette da entropien vil gke hele tiden, og mafjernesi hvert

omlgp.)

b) Fra3til 4 blir det samme utregning som over, men med negativt arbeid:
r rav V.
W, = | pdV =NKT | — =-NKTIn-2 o =W,,.
34 _! p T _[ v V] g Qs 3
Fra2til 3 utferesikke noe arbeid, W,, = 0. Andre hovedsetning gir
3
Qp=Ex= ENKTl -T.).
Tilsvarende, men med motsatt fortegn, blir
3
Qu = _E N|<(T| - Th) ogW,, =0.
Energien ender opp med samme verdi i punktet 1 etter en syklus, og er dermed en
tilstandsvariabel, fordi

AE=E,+E,+E, + E41:0+gNk(T| ‘Th)+0—g'\"<(T| -T,)=0

C) Vi far:
NKT In2

Qo W, _ Vi T

Q W, —Nk'Il'In% T

1
Alternativ |: | praksis forsgker man, ved a bruke to sylindere, a gjare dik at avgitt varme
Q,; benyttestil oppvarming Q,,, der Q,, =—Q,,. Vi f& da Carnot virkningsgraden

SW oW 0@y, 0y T
Qinn Q12 le le Th

Alternativ 11: Vi ser bare pa en sylinder, og fér lavere virkningsgrad:

r]:

V.

T,-T)In=2

r]:&:V\/:LZ-FWM:Q-2-+-Q34: (h I) Vl
Qm Qu+Qy Q*+Qy E(Th—TI)+Thlnﬁ
2 v

d) En tilsvarende kjeglemaskin vil ha omvendt syklus (pilene byttes). Arbeidet pa
omgivelsene av gassen blir negativt, hvilket betyr at man ma bruke arbeid pa systemet for
at maskinen kan kjale. Kjaleytel sesfaktoren kan uttrykkes ved de "gamle”’ verdiene, der
vi igjen godtar to aternative lgsninger:
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Alternativ [:

Y= Q'”” =- Q34 =- 1 = T' (:y)
)
Wpégass Q12 + Q34 ]_—L Th - TI
|
Alternativ |1:
:—3(Th—T,)+T||nﬁ
an :Q32+Q43_2 Vl

y: =
Wpéga& Q12+Q34 (Th —'|'I)|nﬁ
V,

1
€) Nar V er konstant, gér Ssom InT. S-T diagram for varmemaskinen blir derfor:

AS V2 2

= —

Th

f) Helmholtz fri energi og den termodynamiske identitet gir, ndr vi vet at F er en
tilstandsvariabel, at
$dF =0=-psdT-¢ pav =-P sdT-W.

0) | felge oppgavef) er arbeidet lik arealet mellom lav og hgy entropi i ST diagrammet.
Fordi vi har negativt fortegn, mavi integrere motsatt av pilene pafiguren :

Th TI
W = <J'> dT= J S(T,V,)dT +0+ Tj S(T,V)dT +0

= Tf (S(T.V,) - S(T.V))dT

N
= Nkj%lnTHnVﬁ ..@@InTanﬁ ..%GT
T

Th
= Nk/ (InV, = InV,)dT
TI

V.
= NKT, - T,)In=2,
som er det samme arbeidet som vi fikk i oppgave a) og b).
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L gsninger: Eksamen Fysl114, var 2002

Oppgave 1

a) Partigonsfunksjonen og Helmholtz fri energi for en ideell gassmed N identiske
partikler er h.h.v.
N
Z, =% og F =-KT InZ,,.
b)  Trykket er gitt ved

F % 0 O _ NKT
== =KIN—(InV +Inn, -InN +1)5 =—
P %QN av(n e =N )E,N Y

som gir oss tilstandslikningen, og hvor vi har brukt Stirlings tilnsermelse (men
trenger ikke det). Vi ser at for ideell gassblir p= NTkT =0forT= 0.

C) Gibbs sum er generelt gitt ved

== ze(mfs)/w .
ASN

Vi har her to muligheter: (N,e5) = (0,0) og (L¢€), som gir
==1+e"" der
T er temperatur,

k er Boltzmann's konstant,
€ er energien til et enkelt - partikkelniva og p er kjemisk potensial.

d)  Fermi Diracsfordelingsfunksjon blir
1 _ 1 . 1
FEe,wT)={N}= = Ne™ )/ = Z[0+1e4 "] =
(8,1, T) =N} :z E[ ] .

—u) /KT .
=& € -1) +1

Funksjonen f er skissert under.

T>0
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f)

9)

h)

Antall elektroner i gassen er

Siden T= 0, sdblirF = E-~TS= E Her er E oppgitt, og vi far

5/3

V—2/3(3T[2N)
m
Videre blir trykket lik

p=EH - e N
VO, 1m0 vO

Her gjelder det asi noe fornuftig, men ikke ngdvendigvis det som er oppgitt her:
Ideell gass gir p = 0, som svarer til var naive oppfatning om at molekylene stanser
opp og ligger i ro nar T = 0. Men dette gjelder ikke i kvantemekanikken! Og vi ser
at fermiongassen har et betydelig trykk selv ved temperatur T = 0. Videre ser vi
at trykket gker som funkgion av fermiontettheten. Trykket forklaresikke farst og
fremst av Helsenbergs uskarphetsrelasjon, men av Pauliprinsippet. Hvite dverger
og haytronstjerner slipper den tragiske skjebne med gravitagonskollapsinnii et
sort hull siden fermiontrykket presser utover. Dette er vi ale glade for.
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Oppgave 2

a) En ren halvleder har lik elektron og hull konsentrason: n, =n, . En donor (f.eks.
fosfor, P) er en urenhet som kan lett avgi et elektron til krystallen, og donoren blir
dermed selv positivt ladet. En akseptor (f.eks. aluminium, Al) tar lett til seg et
elektron, og blir dermed selv negativ. Donor nivaene ligger like under
ledningsbandet, og akseptor nivaene ligger like over valensbandet.
Massevirkningsloven for halvledereer n.n, =n” , der n, er elektron
konsentrasionen, n,, er hull konsentragionen, og n, er intrinsikk konsentrasjonen.

b)  Betingelsen for likevekt er
T(gass) =T (vaeske)

p(gass) = p(vaeske)
H(gass) = p(vaeske).

Under er det vist pV-diagrammet for gass/vaeske.

vaeske

vaeske og
gass

Ved den kritiske temperatur T er det ingen overgang lenger mellom vaeske og
gass, og fasenfor T > T kallesfluid.
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c)

d)

€)

Noen mater & gke entropien paer:

O Ox ° 4 & o
o © pe o @
oke N oke energi ke volum oppbryte
molekyler

OOO

OOo O\ S ° CH
/O

Varmekapasiteten for en ideell monoatomisk gass er gitt ved C, :gNk. Her

bidrar alle atomer i gassen til en hgy varmekapasitet. Dette er ikke tilfellet for
elektroner i metall, som oppferer seg som en fermiongass. Her er det bare

elektronene i naarheten av det kjemiske potensial som bidrar, nemlig
2

N, = —N, hvor KT. =¢, . (Vi har her ogsa %k i stedet for gk, men denne
F

faktor gir ingen reduksjon.)

Tegningen under viser Debye varmekapasiteten Cy, (T) for en krystall:

3NK

Cv

0 T/8 1.2

For lave T g&r varmekapasiteten som T°. For haye T (sterre enn Debye-
temperaturen0) gar varmekapasiteten asymptotisk mot 3Nk. Denne grense
skyldes den endelige avstand vi har mellom atomene i et krystallgitter. Dette gir at
fononene bare kan ha 3N antall elastiske moder. (En fotongass har her uendelig
mange moder.)
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Oppgave 3

a) Differensidleav E = E(Sx) blir

o2 <2 s+ ZE s
sS4 X

som gir ved a dele pa dx
e e
= + .
il i i
b)  Arbeidet som filmen utgver pd omgivelsene ndr stangen beveger seg fra
x til x+ dx ved konstant temperatur, er gitt ved
dw =—Kdx,
og dermed blir termodynamikkens annen hovedsetning for systemet lik
dQ =dE -Kdx =dE -2cbdx.
C) Likningen i b) kan skrives som

dE =dQ + 2cbdx = TdS+ 2cbdx
og fradE i oppgave a) ser vi at

2t o 2D o

d)  Helmholtz fri energi gir differensiale

dF =(dE - TdS) — AT = (2obdx) — dT .
Dermed blir

%ﬁ --Sog @—ia = 20b, som gir likhetene
BeibrEig o BT bR 20
€) Fraoppgave a), ¢) ogd) far vi
et~ s B TR
som girdE = —2ng§ﬁ dx + 2bodx

ved konstant temperatur.

Lasninger til eksamen i Fys 114, 1998 — 2002, side 50



f) Varmekapasiteten ved konstant utstrekning x er gitt ved

=50 s vt et e

gL@, 57@ EH axaT
_T—%—SQ @b ﬁ 2Tbag;7ﬁ 0.

h)  Setter S= S(T,X) ogféar

g) Viha

ds=g%sﬁdT + g%sgdx, som ved en liten multiplikagon med T blir
Tds=TESHaT + THSH dx
Lot Lox [
:ngﬁdﬂnbg}oﬁdx
T X T X
=C,dT + 2a0 ,Thdx.

1) Setter dS=0 og far

g _Zizobdx =-ydx O InT =—-yx + const.
O T=Tyexp[~y(x-%)] .
hvor y = 2300 og Ty =T(X = X).

X
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