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Oppgave 1

Systemet vart er N atomer som er bundet i et krystallgitter. Vi antar at atomene vibrerer
uavhengig av hverandre om likevektsposisoner i krystallen, og at hvert atom har en
vibrasjonsenergi gitt ved

E,=nE, n=0,12,
Videre kan hvert atom vagre i en av to interne tilstander med energier henholdsvis e;=0 og
e=e (e>0). Systemet er i likevekt med et reservoar med temperatur T.

a) Visat partisjonsfunksjonen for ett atom er gitt ved

L =Ly, =
Hvablir partisjonsfunksjonen for hele systemet av N atomer?

Vi skal i resten av oppgaven antaat e<<E, og at temperaturen er salav at
vibrasjonsbevegelsen er " frosset ut”, dvs. Z,ip=1.

b) Finn et uttrykk for antall atomer N1 som har energi e,=0, og antallet N, som har
energi e;=e. Test resultatet ditt for grensen T=0.

c) Visat midlere energi pr. partikkel er gitt ved



e

1+eT
Hvordan vil du angi systemetsindre energi U ?

e =

d) Bestem systemets varmekapasitet Cy , og vis a grenseverdien for lave temperaturer
(e/lkT>>1) er gitt ved

G, =Nk )ekT

Kommenter ogsa grense'verdlen for Cy for T=0.

e) Gjor rede for at Helmholtz fri energi for systemet er gitt ved

F=-NKTInZ
Bestem systemets entropi S (anta fortsatt Z,i,=1). Undersgk grenseverdien for S nar
T®O0. Vi lar ogsa T® ¥ . Hvablir grensen for S da? Kommenter!

Oppgave 2

Vi skal i denne oppgaven se pa en gass som inneholder N partikler (molekyler). For gassen
gjelder falgende sakalte TdS-ligning (skal ikke bevises):

TdS= C\,dT+T§£9 av (1)

der Cy er varmekapasiteten ved konstant volum. Ligningen ovenfor gjelder generelt, ogsa
for gasser som ikke er ideelle. Varmekapasiteten ved konstant trykk er definert ved

aEon
PTEdT &

a) Visat for enideell gass gjelder

. | denne oppgaven betraktes C, og Cp som konstante starrel ser.

C.-C, =Nk
b) Gjer redefor at for en reversibel adiabatisk prosess gjelder dS=0. Bruk TdS-
ligningen (1) ovenfor til & utlede adiabatligningen for en ideell gasss:

TV =konstant, ¢ -G
C,

c) For enVan der Waal-gass gjelder tilstandsligningen

aN?

(P+7)(V - Nb) = NKT




d)

Gi en kort kommentar til konstantene aog b. Bruk igjen TdS-ligningen (1) til & finne
en adiabatligning for Van der Waal-gassen (bruk T og V som variable). Kontroller
resultatet for a=b=0.

Finn ut fra TdS-ligningen (1) et uttrykk for den indre energien U for en Van der
Waal-gass. Bruk T og V som variable (og en additiv konstant). Kommenter
avhengigheten av V. Kontroller ogsa dette resultatet for a=b=0.

Oppgave 3

Vi har en gass bestédende av N bosoner (N>>1) med temperatur T og kjemisk potensial m

a)

b)

Skriv ned uttrykket for Bose-Einstein fordelingen ng. . Lag en enkel skisse som
viser N,z som funksion av energien e. Hvaer betingelsen for at denne Bose-gassen
ska oppfare seg som en klassisk gass?

Vi antar at bosonene kan vagei et sett av energinivaer som betegnese , j=1,2,3, .
Skriv ned en relagon som i prinsippet kan brukestil 8 bestemme det kjemiske
potensialet m Ved en tilstrekkelig lav temperatur kan vi anta at alle bosonene er i det
laveste nivaet ey. Vis ut fra dette at vi har

KT
m=e1' W

for lave temperaturer.
Ved en bestemt temperatur T4 observerer vi at det er dobbelt s mange bosoner i

laveste niva e; somi neste niva e,. Beregn mved temperaturen T, uttrykt ved e; €,
og Tg. Diskuter svaret.
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Oppgave 1

a) Gjar rede for at en reversibel adiabatisk prosess er isentropisk, dvs. entropien er
konstant. Multiplisiteten for en monoatomisk ideell gass er gitt ved uttrykket

W= f(N)VNU3N'2 |
Gjer rede for at entropien for gassen kan skrives som

S=kIn(KVNT3N'2) |
der K er konstant for en gass med konstant antall atomer.
Vis adiabatligningen

VT3? = konstant .

b) Helmholtz fri energi er generelt gitt ved F=U-TS. Vis de generelle relasjonene

P=- aﬁg og S=- éﬁg
&V & &7 &
for et system med konstant partikkeltal. Visvidere at vi har

&fSo _afPo
&Va &MTg
S 6

c) Benytt resultatet fra a) til & bestemme 8 for en monoatomisk ideell gass.

Ve



Finn et uttrykk for trykket i gassen.

d) En monoatomisk ideell gass gjennomgar en vilkarlig prosess fra en start-tilstand
med volum V; og temperatur T;, til en slutt-tilstand med volum V; og temperatur
Ts. Vis a falgende relagon gjelder:

V T 3/2 :VTS/ZeDS/Nk
frf it ’
der DS er entropiforandringen under prosessen.

Oppgave 2

Energitettheten (energi pr. volum) for en fotongass er etter Stefan-Boltzmanns lov gitt ved
2
Yo P k1) =akm)*, h=1 .
V 15h° 2

a) Gjorredefor at vi for en fotongass har relagonen (hint: termodynamiske
identitet)
du
dS= 3 ved konstant volum.

Bruk denne relasionen til & vise at entropien for fotongassen er gitt ved

S:gaVk(kT)3 , Nérvi antar S=0for T =0.

b) Beregn Helmholtz fri energi F=U-T Sfor fotongassen. Vis at trykket i gassen er
gitt ved

1
==a(kT)*.
3( )

c) Vi lar fotongassen gjennomga en reversibel isoterm ekspansjon fravolumet V1 til
volumet V, ved temperaturen Ty Bestem varmemengden DQy, som damatilfares.

Oppgave 3
Et system av N fermioner har temperaturen T og kjemisk potensial m
a) Fermi-Dirac fordelingen er gitt ved
1

Nep(€) = Qe g

Tegn et diagram som viser denne fordelingen for to ulike temperaturer T,0g To,
der T,<T,. Hvamenes med en degenerert fermi-gass?



b) Vi antar a systemet har en tetthet av tilstander g(e) gitt ved (skal ikke vises)
g(e) =bVJe,
der V er systemets volum, og b er en konstant. Forklar hvavi mener med
fermienergien e, og bestem e- uttrykt ved b, V og N.

c) Finn systemets totale energi Ug ved T=0, uttrykt ved N og €.

d) Forlavetemperaturer (KT <<er) er den totale energien U gitt ved (skal ikke vises)
U=u, +p—2 N (KT)’ :
4 er
Bestem systemets varmekapasitet Cy .
| et metall som kobber vil hvert atom bidramed ett fritt ledningselektron
(e »5eV). Sammenlign Cy for N elektroner med varmekagpasiteten som

ekvipartisjonsteoremet gir for en ” Einstein-solid” med N atomer.

e) Finn entropien for systemet ved lave temperaturer (KT<<ex).

FYS2160 HIEMM EEK SAMEN HZSTEN 04

Oppgave 1
En varmekraftmaskin opererer med en monoatomisk ideell gass (N atomer) som
giennomlgper en reversibel syklisk prosess. Syklusen har fire deler: a® b er en isobar
ekspansjon, b® c adiabatisk ekspansjon, c® d isobar kompregon, d® a adiabatisk
kompresjon.

a) Tegnsykluseninni et PV-diagram og et PS-diagram.

b) Gassen har en Gibbsfri energi gitt ved (skal ikke vises)

5/2 2
G=-NKTInL 2

P’
e [
der aer en konstant. Vis at entropien er gitt ved

5/2,.5/2 A
S=Nkintl €2
& P g

c) Systemet opererer mellom to konstante trykk P; og P, (P1<P.), og to konstante
entropier S; 0g S, (S1<S,). Beregn tilfart varme DQinn , 0g avgitt varme DQy, begge
uttrykt ved Py, P,, S;, 0g S, (hint: dQ=TdS).

d) Besterm maskinens effektivitet. (Svaret avhenger bare av P, og P»).



Oppgave 2 (NB! Denne oppgaven er ikkerelevant for hgsten 2005)
Vi skal i denne oppgaven benytte massevirkningsloven paformen (NB! Avviker litt fra
|aareboka)

Pi Q_|+ =eDG(T,P0)/RT - K(T) )

a) Forklar sterrelsene som inngar. Hvilke variable forutsettes holdt konstant? Hvilke
andre forutsetninger gjelder?
b) Vi skal anvende massevirkningsloven pa reaksjonen

H,+Cl, A 2HCI .
Ved T=298K og Py= 1bar har vi G(H»)=G(Cl,)=0, G(HCI)=-95.3kJmol *. Beregn
" likevektskonstanten” K(T), og relasonen mellom trykkene for de tre gassene som
inngar. Kommenter resultatet!

c) Vi vil ndstudere nearmere hvordan starrelsen K(T) avhenger av temperaturen. Vis at
Vi har relagonen

a INK(T) =- DH(.RK)
dT - RTZ
der DH(T Po) er forandringen i entalpi under reakgonen. (Hint: bruk relasjonen

( )pN)

d) Vistil slutt at vi far

InK(Tz) InK(Tl)_ RO(T_' ?)

nar vi antar at DH(T,Py) kan settes konstant lik DHo.
e) Beregn likevektskonstanten K(T) ved T=500K , n&r DH¢=-184.6kJmol . Kommenter
resultatet.

Oppgave 3
En ideell gass som bestar av N identiske partikler har partisjonsfunksjonen

_l&z, 0
NIy, 5
a) Visat det kjemiske potensidet er gitt ved (ligning 6.93 i laaeboka)




a/Zi nt O

g NV, 5

Vi antar na at vi har to beholdere med konstante volum V; og V- . Beholderen med volum V;
er plassert i en hgyde z over beholderen med volum V. (Vi ser bort fra utstrekningen av
beholderne sammenlignet med z). De to beholderne er forbundet med et tynt rar , som har et
neglisjerbart volum. Beholderne inneholder en monoatomisk ideell gass (N atomer) med
temperaturen T. Atomenes masse er m.

m=-KTIn

b) Bestem Zy og finn det kjemiske potensialet for gassen i volumet V1, og tilsvarende
for gasseni V». Vi antar at det er N1 atomeri Vi og N2 i V.
c) Visat antall atomer N1 i V1 ved likevekt er gitt ved:

— Vl

1 \/1 +V2emgz/kT '
Bestem ogsa antall atomer N, i volumet V,. Kommenter grensetilfellene
mgz/kT>>1 og mgz/KT<<1.

d) Finnden totae energien U for hele systemet.

e) Bestem systemets varmekapasitet (Husk: V1 0g V2 er konstante).

f) Visat varmekapasiteten har grenseverdien 3/2Nk bade for mgz/kT>>1 og
mgz/kT<<1. Kommenter!

L asning: Eksamen FY S2160 hasten 2003

Oppgave 1
a) Partig onsfunksjonene:
y _nE
Zvib = é € K= E
"o 1- ek
Z, =1l+e®
1+e
Z2,=2,, %, = =, Z=27" (helesystemet)
1- ek

b) Antall atomer i tilstandene e; og &:

leNp(el):zﬁ: N enNn&gT®o0

e

int 1+e_ﬁ



Y
N,=N—2"_ =N gonaTE0

e

1+ed  1+ed

C) Midlere energi pr. partikkel:
e

e

1+

e =eP(e)+e,P(e,) =e,P(e,) =

Systemets indre energi:
U =Ne =—N¢

e

1+e<m

d) Systemets varmekapasitet Cy:

dU _Ne’k e«

R

(1+eT)
Grenseverdien for lave temperaturer(e/kT>>1):
C, » Nk(%)ze'ﬁ ®0 NRAT® 0

Ved T=0er dle atomenei laveste tilstand e;. Ved en liten temperaturgkning tilfares det ikke
nok energi til a heve atomene til et hgyere niva. Dermed kan ikke atomene gke sin indre
energi, og vi far Cy=0.

e) Helmholtz fri energi for systemet er gitt ved:

F=-KTInZ=-NKTInZ, =-NKTInZ_,
Entropien bestemmes av:

s=-FF0  _\kinz, +NKT L Inz,,
SﬂT QN m
é e u
= Nk@nt+e )+ 1 g
é i Y
1+eT 0

Ser at S® 0 nar T® 0, som stemmer med 3. hovedsetning. Videre ser vi at S® NkIn2 for
T® ¥. For hgye temperaturer er begge nivaene e, og & like sannsynlige, dvs.
multiplisitet W=2 for hvert atom, og entropien for hele systemet blir S=NkIn2.
Oppgave 2

a C,-C, =Nk, teori fralaaeboka



b)

d)

Reversibel prosess: dQ=TdS. Adiabat: dQ=0, som dermed gir dS=0. TdS-ligningen
med dS=0 gir for ideell gass:

dT av
—+Nk—=0
& T Y,
som integrert gir

Nk

TVS =Tv9! = konstant

For Van der Waal-gass far vi
(E Nk

L ARV
og TdS-ligningen gir for dS=0:

som integrert gir felgende adiabat-ligning for Van der Waal gass:
Nk

TV - Nb)a =konstant, b =0 gir ligningen for idedl| gass.

Den indre energien for en Van der Waal gass bestemmes av den termodynamiske
identiteten dU=TdS-PdV, som sammen med TdS-ligningen gir:

NKT aN?
du =C,dT + dVv - PdV =C,dT +
& V- Nb & V?

nar trykket P finnes fraVVan der Waal-ligningen. Nar ligningen ovenfor integreres
finnes:

dv

aN?

UTV)=GT- -

Det negative bidraget til energien som avhenger av aog V, skyldes tiltrekningen
mellom partiklene, som er inkludert i Van der Waal-ligningen.

+ konstant

Ideell gass: a=0 gir U(T)=Cy T+konstant.

Oppgave 3

a)
b)

Teori fralaaeboka

Det kjemiske potensialet er i prinsippet bestemt av partikkeltallet i gassen:



1
N = 2 - -
aj e(ej—m)/kT_ 1

Hvis alle N bosonene er samlet i det laveste nivaet e; ved en tilstrekkelig lav
temperatur mavi ha

g™ 51, eler €™ »1+(e - m/KT
Dette gir daresultatet

m= el - W
1 _ 2
e(el- m)/KTy 1 - e(ez- m)/kTy 1
Det kjemiske potensialet mved temperaturen T4 bestemmes av denne ligningen,
og resultatet blir:

c) Betingelsener

— A ellkTg_ ezlkgl;|
m=KT, In&2e e” *H

5 /KT,

med betingelsen 26 > €' | dler e, - e, <KT,In2.

FY S2160. L gsning eksamen hgsten 2004

Oppgavel
a) Reversibel prosess. TdS=dQ, adiabatisk: dQ=0, dvs. dS=0.

Entropien: S=kInW, U =3/2NKT , og S=kIn(KV"T*'?) .
Kongtant S medfgrer In(vT**)" =konstant, og VT*? = konstant .

b) F=U-TS gir dF=dU-TdS-SdT, som med den termodynamiske identiteten
dU=TdS-PdV+ndN med dN=0 gir dF=-PdV-SdT, og dermed

dFo  g__ &F9
&V & &TT 4,
Ved a derivere Sm.h.p. V finnes sa videre (Maxwell-rel asjon):

P=-

S0 _ 1 GAFoU _ 1 &aFsU _afPo
NVETag T&ENVal Mg

&V &



adEE :i(kmv'\'):N_k ,
9 Ve v Y
aéfg =N—k , 0g dermed dP=N—de,
&MTa V v
som har tilstandsligningen for ideell gass som en Igsning, dvs.
Nk
P=—T.

\Y

d) Forandringeni entropi ved en vilkarlig prosessfratilstand i til tilstand f er gitt ved:

DS=kIn(KV,"T,*/2)- kIn(KV,"T'?) .
Litt omordning av denne ligningen gir:

Vfo3/2 :\/J-iS/ZeDS/Nk .

Oppgave 2
a) Fraden termodynamiske identiteten dU=TdS-PdV+ndN har vi med n¥0 for fotoner
dU=TdS ved konstant volum.
Av det oppgitte uttrykket for U/V finner vi
dU =4avk'TdT

Som videre gir

du 42

dS:?:4aVk T°dT .
Integrert gir denne relasjonen

S= g avk(kT)®, nér vi antar S(0) =0.

b) F=U-TS=aV(kT)*- gaV(kT)4 =- %aV(kT)4 .
Videre finner vi:

AFo _1

EVg 3

c) Isoterm ekspansjon fraV til V, ved temperaturen Ty,

P=- a(kT)* .

DU, =a(kT,)*(V,- V,) ,

2
. 1

DW,, = dDdV = ga(k'l'h)‘l(\/2 -V,),
1

4
DQ, =DU,, + DW,, = ga(kTh)A(Vz - Vl) :
Oppgave 3



b) Fermienergien bestemmes av relasjonen (bestemmer egentlig partikkeltallet ved
T=0, og utnytter at partikkeltalet er uavhengig av temperaturen):

N = do(e)de =bV ¢yede ,
0 0
_ %3N (_.52/3
vy
c) Den totae energien ved T=0 bestemmes av

€

U, = 0eg(e)de =bV ¢e**de =§bVeF5’2 = g Ne, .
0 0

d) Varmekapasiteten (for kT<<er) er gitt ved

SﬂT'Q, 2 e
V armekapasiteten for en tredimengonal ”Einstein-solid” med N atomer er etter
ekvipartisjonsteoremet gitt ved C=3NKk. For elektroner (dvs. fermioner) i et metall er
verdien for e- omtrent 5eV. Vi har daat er/k er av sterrel sesorden 60 000K, dvs.

uttrykket for Cy funnet ovenfor er ok for ale praktisk mulige temperaturer.
G _p’kT
C 6 e

Konklugionen er daat de frie ledningselektronene i et metall bidrar svaat lite il
metallets varmekapasitet.

<<1, sidenkT <<e; .

e) Entropien for fermigassen bestemmes av den termodynamiske identiteten dU=TdS-
PdV+nmdN, som gir dS=dU/T ved konstant volum og partikkeltall.
Entropien kan ogsd bestemmesav dS=dQ/T =C,dT/T. Vi finner
p 2k2 . . p 2k2
NdT , som integrert gir S=
2e, 2e;
nar vi antar S(0)=0. Merk at S ogsa avhenger av V og N gjennom e, slik at vi har
funnet et generelt uttrykk for entropien.

dS= NT ,

FY S2160 Hjemmeeksamen h04. L gsninger .
Oppgave 1




P, a b

P: d C
S S S
b) S=- aéEg gir det oppgitte resultat.
T % N

Last med hensyn pa T (behgvesi neste punkt):

c) Varmetilfaresved prosessen a® b, ved det konstante trykket P..

2/5s,

13?0 S/5kN
DQ TdS—— —= ds
inn O eSa 5 SClﬁz

215

_}SD 0  SkN ( 2S,/5KN _ 025 /5KN )
e€ag 2 '

Ser a DQinn>0 (S>S,), dvs. varmeinn i systemet. Ved prosessen c® d gar det

varme ut av systemet. DQ, finnes av DQin, Ved & bytte om indeksene 1 og 2.

d) Effektiviteten:

.25
DW =[ninn_|mut|=1_ aig
DQ,  DQ, &P, 5

e=

Oppgave 2
a) Forutsetninger: Konstant trykk og temperatur under reaksjonen (prosessen). Alle
stoffer som inngar kan behandles som ideelle gasser. P, er partiatrykkene for de

enkelte gassene.
H,+Cl, A 2HCI ,
b) n1:]_1 nZ:L n,=-
P, P

H, Cl, _ _DG(T,R,)/RT _
ﬁ—e 0 —K(T)

HCl



DG(T,Po)=-295.3kJmol *=-190.6kJmol . RT=2.48kJmol™,

K(T)=4.240*
Reaksjonen gar sterkt (fullstendig) mot hgyre, dvs. H, og Cl, reagerer fullstendig
og gir HCl.

c) Kan starte med & huske relagonen S=- ?%9 . Denne gjelder for molekylene
% N

(systemet) far reaksjonen (H; og Cl.), og ogsa etter reaksjonen (HCI), og vi har for
forandringen DG i G under reaksonen og forandringen DS i entropien tilsvarende

DS(T,R)) =- diT DG(T,R,) . Videre har vi (ved konstant temperatur)

DG(T,P,) =DH(T,R) - TDS(T,P,) . Dette gir

d d 1 d DG(T.FE))
d_TInK(T) T(DG(T P)/RT)—ﬁd—TDGU, R)- —7
DH(T P)
- RT2

d) Oppgitt svar fas ved rett frem integrasjon av ligningen under ¢) med DH(T,P)=DHo.

e) Vi setter T;=298K og T»=500K. Frab) har vi K(T1)=4.240*, Direkte innsetting i
l@sningen frad) gir K(T2)=4.940%. Ogsa ved T=500K gér reaksjonen ganske
fullstendig mot hayre, men likevektskonstanten er ca. 10™ ganger sterre enn ved

T=298K.
Oppgave 3
a) Avrelagonene F=-kTInZ og m= ;TT—::IE finnes det oppgitte resultat.
@ v

b) ForgasseniVier Z =€ ™  mensZ=1for gasseni V,. De kjemiske
potengaleneblir dafor V; og Va:

e—ngz/kT 0 %V
m=-KTing~———+, m=-KlIng—2—=
g NV, p ng =
c) Betingelsen for likevekt er m=m , som sammen med N;+N,=N gir
leN—V1 N, = v

mgz/kT ! - mgz/KT *
V,+V,e V, +Ve

For mgz/kT>>1 er N; tilnaamet lik null, mens for mgz/kT<<1 finner vi N1/N>=V41/V>.



d) Den totale energien er gitt ved
U =g N,KT +g NLKT + N,mgz
_ 3N VemoZ
2 V, +V, g™
e) Varmekapasiteten ved konstant volum (V1 og V., er konstante):

c =dUs 3 NV (mgz)’k ™/
2

SﬂTlﬂ/l,vz V, (KT)? (1+\\j2en-gz/kT)2

1
Grenser: mgz<<kT : Cy® 3/2Nk. Haydeforskjellen for V, og V, er uvesentlig, tilfart
varme gar med til & varme opp hele gassen. mgz>>kT: Cy® 3/2Nk. Ny er tilnaamet
lik null, tilfart varme gar med til & varme opp gasseni V, (N2 tilnaamet lik N). For

midlere temperaturer er Cy>3/2NKk. Tilfart varme gar med til & varme opp hele
gassen, samt a | gfte noen atomer opp fraV til V1.



