Universitetet | Odo

Det matematisk-naturvitenskapelige fak ultet

Eksamen i: FYS2160 — Termodynamikk og statistisk fysikk
Dato: Tirsdag 9. desember 2003

Tid for eksamen: 0900 - 1200

Oppgavesettet: 3 sider

Tillatte hjelpemidler: Elektronisk kalkulator, godkjent for videregaende skole
To A4-ark med egne notater (kan beskrives pa begge sider)
Rottmann: Matematisk formelsamling
@grim og Lian: Fysiske starrel ser og enheter

Kontrollér at oppgavesettet er komplett far du begynner & besvare sparsmalene

Oppgave 1

Systemet vart er N atomer som er bundet i et krystallgitter. Vi antar at atomene vibrerer
uavhengig av hverandre om likevektsposigoner i krystallen, og at hvert atom har en
vibrasjonsenergi gitt ved

E,=nE, n=0,12,x
Videre kan hvert atom vaaei en av to interne tilstander med energier henholdsvis e;=0 og
e=e (e>0). Systemet er i likevekt med et reservoar med temperatur T.

a) Visat partisionsfunksjonen for ett atom er gitt ved

=

e

l+e kT
E

1-ew

Hvablir partisjonsfunksjonen for hele systemet av N atomer?

Z =2, =

Vi skal i resten av oppgaven antaat e<<E, og at temperaturen er salav at
vibrasjonsbevegelsen er "frosset ut”, dvs. Z,ip=1.

b) Finn et uttrykk for antall atomer N, som har energi e,=0, og antallet N, som har
energi e;=e. Test resultatet ditt for grensen T=0.

c) Visat midlere energi pr. partikkel er gitt ved
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e

e
1+exm
Hvordan vil du angi systemetsindre energi U ?

e =

d) Bestem systemets varmekapasitet Cy , og vis a grenseverdien for lave temperaturer
(e/kT>>1) er gitt ved

G, = k(= )e”

Kommenter ogsa grenseverdlen for Cy for T=0.

€) Gjer rede for at Helmholtz fri energi for systemet er gitt ved

F=-NKTInZ,
Bestem systemets entropi S (anta fortsatt Z,i,=1). Undersgk grenseverdien for S nar
T® 0. Vi lar ogsa T® ¥. Hvablir grensen for S da? Kommenter!

Oppgave 2

Vi skal i denne oppgaven se pa en gass som inneholder N partikler (molekyler). For gassen
gjelder falgende sdkalte TdS-ligning (skal ikke bevises):

TdS = CVdT+T§3£9 av | )

der Cy er varmekapasiteten ved konstant volum. Ligningen ovenfor gjelder generelt, ogsa
for gasser som ikke er ideelle. Varmekapasiteten ved konstant trykk er definert ved

aEon
P RdT &

a) Visat for en ideell gass gjelder

. | denne oppgaven betraktes Cy og Cp som konstante starrel ser.

C.-C, =Nk
b) Gjer rede for at for en reversibel adiabatisk prosess gjelder dS=0. Bruk TdS-
ligningen (1) ovenfor til & utlede adiabatligningen for en ideell gasss:
1 C
TV® " =konstant, g=—F
C,

c) Foren Van der Waal-gass gjelder tilstandsligningen

(P+aN2

)V - Nb) = NKT
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Gi en kort kommentar til konstantene aog b. Bruk igjen TdS-ligningen (1) til & finne
en adiabatligning for Van der Waal-gassen (bruk T og V som variable). Kontroller
resultatet for a=b=0.

d) FinnutfraTdSligningen (1) et uttrykk for den indre energien U for en Van der
Waal-gass. Bruk T og V som variable (og en additiv konstant). Kommenter
avhengigheten av V. Kontroller ogsa dette resultatet for a=b=0.

Oppgave 3

Vi har en gass bestéende av N bosoner (N>>1) med temperatur T og kjemisk potensial m

a) Skriv ned uttrykket for Bose-Einstein fordelingen ng. . Lag en enkel skisse som
viser N, som funkson av energien e. Hvaer betingelsen for at denne Bose-gassen
skal oppfare seg som en klassisk gass?

b) Vi antar at bosonene kan vaaei et sett av energinivaer som betegnes g, j=1,2,3,.
Skriv ned en relagon som i prinsippet kan brukes til & bestemme det kjemiske
potensialet m Ved en tilstrekkelig lav temperatur kan vi anta at alle bosonene er i det
laveste nivaet e;. Vis ut fra dette at vi har

KT
m=el- W

for lave temperaturer.
c) Ved en bestemt temperatur T4 observerer vi at det er dobbelt s& mange bosoner i

laveste niva e; som i neste niva e,. Beregn mved temperaturen T, uttrykt ved e; e,
og Tg. Diskuter svaret.
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Universitetet | Odo

Det matematisk-naturvitenskapelige fak ultet

Eksamen i: FY S2160 — Termodynamikk og statistisk fysikk
Dato: 15. desember 2004

Tid for eksamen: 9.00-12.00

Oppgavesettet: 3 sider

Tillatte hjelpemidler: Elektronisk kalkulator, godkjent for videregaende skole
To A4-ark med egne notater (kan beskrives pa begge sider)
Rottmann: Matematisk formelsamling
@grim og Lian: Fysiske starrel ser og enheter

Kontrollér at oppgavesettet er komplett far du begynner & besvare sparsmalene

Oppgave 1

a) Gjor rede for at en reversibel adiabatisk prosess er isentropisk, dvs. entropien er
konstant. Multiplisiteten for en monoatomisk ideell gass er gitt ved uttrykket

w= f(N)VNU2
Gjer rede for at entropien for gassen kan skrives som

S=kIn(KVNT*'?) |
der K er konstant for en gass med konstant antall atomer.
Vis adiabatligningen

VT?? = konstant .

b) Helmholtz fri energi er generelt gitt ved F=U-TS. Vis de generelle relasjonene

alF 6 aAF o
P=-0—= 0] S=-0—==
Ve T ETa
for et system med konstant partikkeltall. Vis videre at vi har
S o _adP o
EVa &g
&S

c) Benytt resultatet fra a) til & bestemme 811V 2 for en monoatomisk ideell gass.
%)
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Finn et uttrykk for trykket i gassen.

d) En monoatomisk ideell gass gjennomgar en vilkarlig prosess fra en start-tilstand
med volum V; og temperatur T, til en slutt-tilstand med volum V; og temperatur
Tr. Vis a felgende relagon gjelder:

V T 3/2 =VT3/2eDS/Nk
fof it ’
der DS er entropiforandringen under prosessen.

Oppgave 2

Energitettheten (energi pr. volum) for en fotongass er etter Stefan-Boltzmanns lov gitt ved

U_ P 7y =akT)t, h=20 .
(KT)" =a(kT)", .

V 15h%?
a) Gjerredefor at vi for en fotongass har relagonen (hint: termodynamiske
identitet)
du

ds= 3 ved konstant volum.

Bruk denne relasjonen til & vise at entropien for fotongassen er gitt ved

S:gaVk(kT)3 , nNérvi antar S=0for T =0.

b) Beregn Helmholtz fri energi F=U-T Sfor fotongassen. Vis at trykket i gassen er
gitt ved

1
=Za(kT)*.
3( )

c) Vi lar fotongassen gjennomga en reversibel isoterm ekspansjon fravolumet V4 til
volumet V, ved temperaturen T}, Bestem varmemengden DQ, som damatilfares.

Oppgave 3
Et system av N fermioner har temperaturen T og kjemisk potensial m
a) Fermi-Dirac fordelingen er gitt ved
1

[ (e) = glem/kT 1 q

Tegn et diagram som viser denne fordelingen for to ulike temperaturer T,0g To,
der T1<T,. Hvamenes med en degenerert fermi-gass?
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b) Vi antar a systemet har en tetthet av tilstander g(e) gitt ved (skal ikke vises)

g(e) =bVyje,
der V er systemets volum, og b er en konstant. Forklar hvavi mener med
fermienergien er, og bestem e- uttrykt ved b, V og N.

c) Finn systemetstotale energi Up ved T=0, uttrykt ved N og er.

d) Forlavetemperaturer (KT <<er) er den totale energien U gitt ved (skal ikke vises)
2 2
U= UO + p_ N @ .
eF
Bestem systemets varmekapasitet Cy .
| et metall som kobber vil hvert atom bidramed ett fritt ledningselektron

(e »5eV). Sammenlign Cy for N elektroner med varmekapasiteten som
ekvipartisjonsteoremet gir for en ” Einstein-solid” med N atomer.

e) Finn entropien for systemet ved lave temperaturer (KT <<er).

Universitetet | Odo

Det matematisk-naturvitenskapelige fak ultet

Eksamen i: FYS2160 — Termodynamikk og statistisk fysikk
Dato: 5. desember 2005

Tid for eksamen: 14.30-17.30

Oppgavesettet: 3 sider

Tillatte hjelpemidler: Elektronisk kalkulator, godkjent for videregaende skole
To A4-ark med egne notater (kan beskrives pa begge sider)
Rottmann: Matematisk formelsamling
@grim og Lian: Fysiske starrel ser og enheter

Kontrollér at oppgavesettet er komplett far du begynner & besvare sparsmalene

Oppgave 1
Vi ser paenideell gassmed N partikler og indre energi U:% fNKT .
a) Skriv ned 1. hovedsetning, og vis at vi for en adiabatisk prosess har

TV?* =Kkonstant, der g = ¥ er adiabatkonstanten.
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Vi lar den ideelle gassen vaare arbeidssubstans for en syklisk varmekraftmaskin. Den
sykliske prosessen som utnyttes i var maskin er vist pafiguren. a® b er en adiabatisk
prosess, b® c er en isokor prosess (volum V), c® d er en adiabatisk prosess, og d® aer en
isokor prosess (volumV =rVy, r>1). Temperaturen i de fire tilstandene a-d er henholdsvis
Ta Th, Tc0g Ty. Alle prosessene er reversible.

Pa
c
d
\
a
| | >
Vy V=rVy \/

b) Gjer rede for at effektiviteten for en syklisk varmekraftmaskin generelt er gitt ved

e=1- % ,
Q,
der Q. og Qn henholdsvis betyr avgitt og mottatt varme. Bestem Q. og Qy, uttrykt
ved de oppgitte temperaturene.

c) Visat maskinens effektivitet er gitt ved

1
e_l- F .

Antar=10, og beregn effektiviteten for =3 og f=5. Kommenter resultatene.

Oppgave 2

Et system har tre diskrete energinivaer uten degenerasion, der energiene e , ergittved
e, =jmB, j=-101.

m og B er konstanter (mB >0), og vi antar at systemet har temperaturen T.
a) Visat systemets partisjonsfunksion Z; er gitt ved

mB
Z, =1+2cosh(—) .
s ()

Bestem systemets midlereenergi € .
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b) Visat vi for systemets entropi har
S=kinz, - 2 2MBgnn™By .
zZ T KT
¢) Undersgk grensen for entropien for kT >> mB, og kommenter resultatet.

Vi antar nd a vi har et stort system bestaende av N identiske system av typen studert
ovenfor, alle med temperaturen T. Det er ingen translagonsbevegelser i systemet.
d) Bestem partigonsfunksion Z for det store systemet. Finn videre det store systemets
kjemiske potensia m.

(Vi husker: coshx=%(ex+e'x) : sinhx=%(ex- e”)).

Oppgave 3

Et system med N bosoner har temperaturen T og kjemisk potensial m Bose-Einstein
fordelingen er gitt ved

1
Nge(€) = ek

a) Forklar hvastarrelsen n . (e) betyr. Tegn et enkelt diagram som viser denne
fordelingen for to ulike temperaturer T; 0g T (T1<T»).

b) Vi antar at energien (€) kan anta diskrete verdier e, ,j =0,1,2,%¢, dik at e, <e,,, .
Sett opp et uttrykk for det totale antall partikler N i systemet. Hvilken starrel se kan
vi (i prinsippet) bestemme av dette uttrykket?

c) Angi et uttrykk for antall partikler N; i nivaet g. Hvaskjer med Nj ndr T® 0? Hvaer
grensen for det kjemiske potensialet nar T® 0?

d) Hvaer betingelsen for at Bose-Einstein fordelingen skal gaover til en klassisk

Boltzmann fordeling? Antaat vi har diskrete energier g ogsa for den klassiske

fordelingen. Vis at det kjemiske potensialet na er
m=- KT Iné ,
N

der Z; er partisonsfunksjonen for en partikkel. Kommenter resultatet.

FYS2160 HIEMM EEK SAMEN HZSTEN 04

Oppgave 1

En varmekraftmaskin opererer med en monoatomisk ideell gass (N atomer) som
gjennomlgper en reversibel syklisk prosess. Syklusen har fire deler: a® b er en isobar
ekspangjon, b® c adiabatisk ekspansjon, c® d isobar kompregon, d® a adiabatisk
kompresjon.
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a) Tegnsykluseninni et PV-diagram og et PS-diagram.
b) Gassen har en Gibbs fri energi gitt ved (skal ikke vises)

5/2
G—JWTm?ﬂ °

P
e 7}
der aer en konstant. Vis at entropien er gitt ved

5/2 5/2
S=NkIn ?ﬂ———T.

a

C) Systemet opererer meIIom to konstante trykk P; og P, (Pi<P.), og to konstante
entropier S; 0g S, (S:<S,). Beregn tilfart varme DQinn , 0g avgitt varme DQy, begge
uttrykt ved Py, P,, S;, og S, (hint: dQ=TdS).

d) Bestem maskinens effektivitet. (Svaret avhenger bare av P, og Py).

Oppgave 2
Vi skal i denne oppgaven benytte massevirkningsloven pa formen (NB! Avviker litt fra
laareboka)
éﬂio = DT R)IRT _ K(T) .
o (]

a) Forklar starrelsene som inngadr. Hvilke variable forutsettes holdt konstant? Hvilke
andre forutsetninger gjelder?
b) Vi skal anvende massevirkningsloven pareaksionen

H,+Cl, A 2HCI .
Ved T=298K og Py= 1bar har vi G(H,)=G(Cl;)=0, G(HCI)=-95.3kJmol *. Beregn
" likevektskonstanten” K(T), og relasonen mellom trykkene for de tre gassene som
inngdr. Kommenter resultatet!

c) Vi vil nadstudere naamere hvordan starrel sen K(T) avhenger av temperaturen. Vis at
vi har relagonen

4 inkm) =- DHUZ)
dT RT

der DH(T,Py) er forandringen i entapi under reakgonen. (Hint: bruk relasjonen
_ G
S—-(ﬂ—T)p,N ).

d) Vistil slutt at vi far
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INK(T,)- INK(T) =220 (- 2,

nar vi antar at DH(T,Po) kan settes konstant lik DHo.
e) Beregn likevektskonstanten K(T) ved T=500K , n&r DH¢=-184.6kJmol . Kommenter

resultatet.
Oppgave 3
En ideell gass som bestar av N identiske partikler har parti sjonsfunksjonen
..N
— iwzint 9
NI v, 5

a) Visat det kjemiske potensiadet er gitt ved (ligning 6.93 i laareboka)

a/Zi nt 0

g NV, &

Vi antar nd a vi har to beholdere med konstante volum V1 og V., . Beholderen med volum V,
er plassert i en hgyde z over beholderen med volum V. (Vi ser bort fra utstrekningen av
beholderne sammenlignet med z). De to beholderne er forbundet med et tynt rar , som har et
neglisjerbart volum. Beholderne inneholder en monoatomisk ideell gass (N atomer) med
temperaturen T. Atomenes masse er m.

m=-KTIn

b) Bestem Zx og finn det kjemiske potensialet for gassen i volumet V4, og tilsvarende
for gasseni V,. Vi antar at det er N, atomeri V109 N2 i Va.
c) Visat antall atomer N1 i V1 ved likevekt er gitt ved:

Vl

\/l +V2 err‘gz/ kT °
Bestem ogsa antall atomer N i volumet V.. Kommenter grensetilfellene
mgz/KT>>1 og mgz/KT<<1.

d) Finnden totale energien U for hele systemet.

e) Bestem systemets varmekapasitet (Husk: V; og V, er konstante).

f) Visat varmekapasiteten har grenseverdien 3/2Nk bade for mgz/kT>>1 og
mgz/kT<<1. Kommenter!

1

HIJIEMMEEKSAMEN FYS2160 HOSTEN 2005

Oppgave 1

Vi skal i denne oppgaven tenke oss a vi har en enatomig ideell gass som er begrenset til et
to-dimensjonat rom (" tynn flat beholder”). Det kan vises at entropien for gassen er gitt ved
(skal ikke vises)

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

A 2pmU u

— —) +2-,

N Nh’ H

der A er aredet av det to-dimensjonale rommet (erstatter volumet V i det tre-dimensjonale
tilfellet).

s=Nk§m

a) Bestem temperaturen og trykket for gassen. Kommenter resultatene.
b) Finn gassens kjemiske potensia. Diskuter hvordan uttrykket ditt avhenger av
massen og tettheten (N/A) .

Oppgave 2

En enatomig gass med N atomer brukes som mediumi en Stirlingmaskin. Denne
varmemaskinen opererer syklisk med fire prosesser. Farst en isoterm prosess 1® 2 ved en
hay temperatur Ty, sa en isokor prosess 2® 3 ved stort volum Vo, videre en isoterm prosess
3® 4 ved lav temperatur T, og til slutt en isokor prosess4® 1 ved lite volum V. Vi antar at
alle prosessene er reversible.

a) Tegn prosesseninni et PV-diagram. Vis at arbeidet som gassen utfarer pa
omgivelsenei prosessen 1® 2 er

szszunﬁ.
Vl
Gjer videre rede for at tilfart varme blir DQ;,=DWs.
b) Finntilsvarende utfert arbeid og tilfert varme for de tre andre prosessene. V erifiser
at den indre energien U oppfarer seg som en tilstandsvariabel.

c) Visa %=% , 0g vis a effektiviteten e for maskinen er gitt ved

34 |

11, 3
e e 2InV,/V,)’
der ec er virkningsgraden for en Carnotmaskin som virker mellom temperaturene
Thog T,. Hvordan kan Stirlingmaskinens effektivitet gkes?
d) 1 envirkelig Stirlingmaskin ordner en seg slik at varmen som avgis ved prosessen
2® 3lagresi et reservoar, og tilfgres igjen ved prosessen 4® 1. Beregn ogsa
maskinens effektivitet i dette tilfelle. Kommenter resultatet.

e) Gjegr om PV-diagrammet under a) til et ST-diagram (entropi-temperatur) slik at de
samme prosessene er inkludert. Diagrammet skal vaare kvalitativt, men formen pa
linjene bar vaare noenlunde riktig ( rette eller krumme). | resten av oppgaven vil du
ha bruk for uttrykket for entropien for en enatomig ideell gass, dvs. ligning (2.49) i
|aereboka.

f) Ved atautgangspunkt i Helmholtz fri energi F som er en tilstandsvariabel, skal du
vise a arbeidet DW utfart av gassen under en syklus er gitt ved
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DW =- [hsdT
der integralet er rundt hele syklusen.
g) Beregn arbeidet DW av ST-diagrammet og uttrykket under f), og sammenlign med
resultatet fraa) og b).

Oppgave 3
Her skal du gjare oppgave 5.6 i laaeboka
Hint: Du vil fa bruk for relasjonene

DH =DQ+DW,,, , DG£DW,,. , DH =DG+TDS,

som gjelder ved konstant trykk og temperatur. Pass pa fortegnet for disse starrelsene!
DQ>0: systemet tilfares varme, DWoiher>0: Systemet tilfares ” annet” arbeid.

L asning: Eksamen FY S2160 hasten 2003

Oppgave 1
a) Parti g onsfunksjonene:

¥
— KT —
Zvib _a. € -

E

=0 1- ek
£
Zint =1+e o
e
1+e kT
2,=72,%Z, = —, Z=2Z" (helesystemet)
1-e«

b) Antall atomer i tilstandene e, og &:

N,=NP@e)=-=—N_@Nn&T®0

e
int 1+e_ﬁ

, KT
N=N-2" =N gonaTE0

e

1+e ™ 1+ed

C) Midlere energi pr. partikkel:
e

e =eP(e)+e,P(e,) =e,P(e,) = .

1+e<
Systemets indre energi:
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U=Ng=_Ne

e

1+e<m

d) Systemets varmekapasitet Cy:

_dU _Ne*k ew

ORI

Grenseverdien for lave temperaturer(e/kT>>1):

C,

C, » Nk(%)ze'ﬁ ®0 N&T® 0

Ved T=0 er dle atomenei laveste tilstand e;. Ved en liten temperaturgkning tilferes det ikke
nok energi til & heve atomene til et hayere niva. Dermed kan ikke atomene gke sin indre
energi, og vi far Cy=0.

e) Helmholtz fri energi for systemet er gitt ved:

F=-KTInZ=-NKTInZ, =-NKTInZ,,
Entropien bestemmes av:

s=-FF% —Nkinz, +NKTLinz,
81” B N m
& . o
= NK@n(L+e )+ 16@
& 1+e 1

Ser a S® 0 nar T® 0, som stemmer med 3. hovedsetning. Videre ser vi at S® NkiIn2 for
T® ¥ . For hgye temperaturer er begge nivaene e; og & like sannsynlige, dvs.
multiplisitet W=2 for hvert atom, og entropien for hele systemet blir S=NkIn2.

Oppgave 2

a C,-C, =Nk, teori fralaaeboka

b) Reversibel prosess: dQ=TdS. Adiabat: dQ=0, som dermed gir dS=0. TdS-ligningen
med dS=0 gir for ideell gass:

dT av
—+Nk—=0
& T Y,
som integrert gir

Nk

TVS =TV9! = konstant
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c)

d)

For Van der Waal-gass far vi

Py =K
T V-Nb
og TdS-ligningen gir for dS=0:
T __ Nk_dv
T C, V- Nb

som integrert gir fglgende adiabat-ligning for Van der Waal gass:
Nk

TV - Nb)a =konstant, b =0 gir ligningen for idedll gass.

Den indre energien for en Van der Waal gass bestemmes av den termodynamiske
identiteten dU=TdS-PdV, som sammen med TdS-ligningen gir:

2
NKT v - pav =c,dT+ N
V- Nb v

nar trykket P finnes fraVan der Waal-ligningen. Nar ligningen ovenfor integreres
finnes:

dU =C,dT + dv

aN?

UTV)=GT- -

Det negative bidraget til energien som avhenger av aog V, skyldes tiltrekningen
mellom partiklene, som er inkludert i Van der Waal-ligningen.

+ konstant

Ideell gass: a=0 gir U(T)=Cy T+konstant.

Oppgave 3

a)

b)

Teori fralaaeboka.

Det kjemiske potensialet er i prinsippet bestemt av partikkeltallet i gassen:
1
N = R
aj' e(ej—m)/kT -1
Hvis alle N bosonene er samlet i det laveste nivaet e; ved en tilstrekkelig lav
temperatur mavi ha

€™ 51, eler €™ »1+(e - m)/KT
Dette gir daresultatet
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m=e, - —
N

1 2

e(el- m)/KT, 1 - e(ez—m)/kTg -1

Det kjemiske potensialet mved temperaturen T4 bestemmes av denne ligningen,
og resultatet blir:

Cc) Betingelsener

— A ellkTg_ eZ/kTgl:l
m kTgIngZe e d

5 /KT,

med betingelsen 26 >¢e*" | dller e, - e, <KT,In2.

FY S2160. L gsning eksamen hgsten 2004

Oppgavel
a) Reversibel prosess: TdS=dQ, adiabatisk: dQ=0, dvs. dS=0.

Entropien: S=kInW, U =3/2NKT , og S=KIn(KV"T*"/?)
Konstant S medfarer In(VT*?)" =konstant, og VT*? = konstant .

b) F=U-TS gir dF=dU-TdS-SdT, som med den termodynamiske identiteten
dU=TdS-PdV+nmdN med dN=0 gir dF=-PdV-SdT, og dermed

p=.&F6  o_ &FO
&V &TT 2
Ved aderivere Sm.h.p. V finnes s videre (Maxwell-rel asjon):

S _ TeqFou _ TédF6U _aPO
&V & a

adEg =N—k , 0g dermed dP=NdeT,

som har tilstandsligningen for ideell gass som en lgsning, dvs.

p=NKy
Y,
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d) Forandringen i entropi ved en vilkarlig prosess fratilstand i til tilstand f er gitt ved:

DS =kIn(KV,"T,™/2)- kiIn(KV,"T™'?) .
Litt omordning av denne ligningen gir:

Vfo3/2 =\/i-ri3/2eDS/Nk ]

Oppgave 2
a) Fraden termodynamiske identiteten dU=TdS-PdV+ndN har vi med n¥0 for fotoner
dU=TdS ved konstant volum.
Av det oppagitte uttrykket for U/V finner vi
dU =4avk*T°dT

Som videre gir

— du — 412

dS—?—4aVk TdT .
Integrert gir denne relasjonen

S= 13‘ aVK(KT)® , nér vi antar S(0) =0,

b) F=U-TS=aV(KT)" - gaV(kT)“ =. %aV(kT)“ .
Videre finner vi:

AF o _1

ENVg 3

c) Isoterm ekspansjon fraV1 til V2 ved temperaturen Th:

P=- a(kT)* .

DU12 = a(kTh)4N2 - Vl) )

2
- 1

D\le = dDdV = §a(kTh)4(\/2 - Vl) )
1

4
DQh = DU12 + D\le = Ea(kTh)A(Vz - Vl) .

Oppgave 3
b) Fermienergien bestemmes av relasjonen (bestemmer egentlig partikkeltallet ved
T=0, og utnytter at partikkeltallet er uavhengig av temperaturen):

N = do(e)de =bV ¢yede ,
0 0

o = &3N QZIS
F &0V
c) Den totae energien ved T=0 bestemmes av
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€

U, = Oeg(e)de bV Oes’zde ——bVe gNeF .

d) Varmekapas teten (for kT<<eF) er gitt ved

KT
C, = ?11# 0 _ 7 NkSL
@ €
Varmekapasiteten for en tredimengjonal " Einstein-solid” med N atomer er etter
ekvipartisjonsteoremet gitt ved C=3NKk. For elektroner (dvs. fermioner) i et metall er
verdien for e omtrent 5eV. Vi har daat e-/k er av starrel sesorden 60 000K, dvs.
uttrykket for Cy funnet ovenfor er ok for ale praktisk mulige temperaturer.

C _p’kT
C 6 e

Konklusjonen er daat de frie ledningselektronene i et metall bidrar svaat lite til
metallets varmekapasitet.

<<1, sdenkT <<e.

e) Entropien for fermigassen bestemmes av den termodynamiske identiteten dU=TdS-
PdV+mdN, som gir dS=dU/T ved konstant volum og partikkeltall.
Entropien kan ogsd bestemmesav dS=dQ/T =C,dT /T . Vi finner
21,2 21,2
Pk NdT , somintegrert gir S = Pk
2e. 2e.
nar vi antar S(0)=0. Merk a S ogsad avhenger av V og N gjennom e, slik at vi har
funnet et generelt uttrykk for entropien.

dS=

NT ,

FYS2160. K ortfattet |asning eksamen hgsten 2005

Oppgave 1
a)

dU =dQ- PdV , adiabat dQ=0, dvs. dU—EkadT—-PdV—-NTdeV

2

Integrert: TV =TV = konstant .

b) Effektiviteten: e=- =" 9. &
Qh Qh Qh

c) Tilfertvarme: Q, =% fNK(T, - T,) , avgitt varme: Q, :% NK(T, - T,) .
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e=1- %:1- To-To )
Q  T-T

Adiabater: T.(rV) =TV, T,(rV.) =TV, somgir
a b bYb d b c'b

T,-T, 1

rg_l(Td - T.) i ret
f=3 gir e=0.78, =5 gir e=0.60. Vi ser at en gass med fa frihetsgrader gir hayest effektivitet.

For en gitt varmemengde Q, :% fNK(T, - T,) blir temperaturforskjellen mindre jo sterre

verdien er for f. En mindre temperaturforskjell gjer at adiabatene kommer nsamere
hverandre (se figuren), og arbeidet W = ﬁdeV blir mindre. Litt mer intuitivt har vi a med

stor verdi for f gar mye av den tilfgrte varme med til indre bevegelse for gasspartiklene
(rotasjon, etc.). Dette bidrar ikke til & heve trykket i gassen, og mindre arbeid utfares.

Oppgave 2
a  Z,=€"™ +1+e™X =1+2cosh(mB/KT) .

T inz, =- 2™ GnhmB/KT) , b =1/KkT .
b ya

1

g=-

Alternativt: € = Zi g mBe™'"" + mBe ™' g=- 2—ZBsinh(mB/kT) .
1

b) F=-KkTInz,, F:é-Ts,s:e'TF,

Entropien:  S=kIn(1+2cosh(mB/KT)) - @%sinh(mB/kT) :

Alternativt: S=- E=l(kTInZl) , EtC.
T 9T

c) For KT >>mB harvi €™ »1+mB/KT , ogvi har

S=kIn3- 2k(M™By? ® kIn3for KT >>mB .
3 KT

Sammenligner vi med S=kInW, ser vi at multiplisiteten er 3, dvs. for hgye
temperaturer blir ale tre nivéene like sannsynlige.
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d) Partigonsfunksonen Z =2z" . NB! Ingen faktor 1/N! da de enkelte systemene
sitter i ro pa hver sin plass (for eksempel N paramagneter).

m=2Gc=L(F+Pv)=LF, (P=0)
N~ N N

Kjemisk potensid: 1
=-—KTInZ=-KkTInZ, .
N

Alternativt: m=(F) =-kT |nz =-KTInZ, .
N N
Oppgave 3
a) Selageboka
ONNENVEY: § WYY ———
s BE \™j =0 e(ej—m)/kT -1 )
Av dette uttrykket kan vi (i prinsippet) bestemme det kjemiske potensialet n(T)
uttrykt ved T og N.
— 1

C) Nj:nBE(ej):W.

Vihar e, >mfor dleg. For T® 0 vil daN;® O for j>0, siden e, <e, <e, << .
Videre maNo® N og n® e, (nxep).

d) Klassisk Boltzmann fordeling : ﬁB(e):ﬁ hvis €™ >>1 .
e

¥ ¥
— & 1 — QKT & /KT _ /KT
N—a—(ej_m),kT—e ae’' =e""Z,
j=0 € i=0

som gir falgende uttrykk for det kjemiske potensialet:

m=- kTIné .
N

Dette er det samme uttrykket som vi har frafer (ligning (6.93) i laareboka) for en
klassisk ideell gass. Det viktige er at vi med utgangspunkt i kvantestatistikken far
et riktig resultat for muten de litt uoversiktlige diskusjonene ang. identiske
partikler i kap.6 (faktoren 1/N!).
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FY S2160 Hjemmeeksamen h04. L gsninger .

Oppgave 1
P A
P, a b
P, d C

v

S S S

b) 6o

ol . .
S=-o0— ir det oppgitte resultat.
SaT . g pPY
Last med hensyn paT (behgvesi neste punkt):

,.215

aPo .
T - e eleZSISkN .

c) Vametilfaresved prosessen a® b, ved det konstante trykket P,.

S ,2I5'S,
Dan - C\)TdS: }@9 c\pZS/SkN dS
s edag ¢
_lap o 5N
e€apg 2
Ser at DQin>0 (S>S)), dvs. varme inn i systemet. Ved prosessen ¢c® d gar det
varme ut av systemet. DQ, finnes av DQin, vVed a bytte om indeksene 1 og 2.

d) Effektiviteten:

(eZSZISkN _ e2§/5kN) _

.25
e= bW :[x?i””-l[x?mlzl- aig .
DQ,, DQ,, &P 5

Oppgave 2
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a) Forutsetninger: Kongtant trykk og temperatur under reaksjonen (prosessen). Alle
stoffer som inngar kan behandles som ideelle gasser. P, er partidtrykkene for de

enkelte gassene.
H,+Cl, A 2HCI ,
b) n,=14, n,=14, n,=-2
P, P
;2 (;lz =eDG(T,P0)/RT — K(T) ]

HCI

DG(T,Po)=-2:95.3kJmol *=-190.6kJmol . RT=2.48kJmol™,

K(T)=4.240%
Reaksjonen gar sterkt (fullstendig) mot heyre, dvs. H, og Cl, reagerer fullstendig
og gir HCl.
o . _ AGo .
¢) Kan starte med ahuskerelagonen S=- 8ﬁ_ . Denne gjelder for molekylene
% N

(systemet) far reaksgonen (H, og Cl,), og ogsa etter reaksjonen (HCI), og vi har for
forandringen DG i G under reaksjonen og forandringen DS i entropien tilsvarende

DS(T,R) =- diT DG(T,R,)) . Videre har vi (ved konstant temperatur)

DG(T,R,) =DH(T,R,) - TDS(T,R,) . Dette gir

d _1d _DG(T,R)
d—InK(T)——( (T.R)/RT) = = DG(T.R)- —
P)- DH(T,P, +TDS(T,P))
_DH(T,R)
~RT?

d) Oppgitt svar fas ved rett frem integrasjon av ligningen under ¢) med DH(T,Po)=DHo.

e) Vi setter T1=298K og T»=500K. Frab) har vi K(T1)=4.240"*. Direkteinnsetting i
l@sningen frad) gir K(T2)=4.940%. Ogsa ved T=500K gér reaksjonen ganske
fullstendig mot hayre, men likevektskonstanten er ca. 10" ganger starre enn ved

T=298K.
Oppgave 3
a) Avrelagonene F=-kTInZ og m= adES finnes det oppgitte resultat.
&N &,

b) ForgasseniVier Z, =€ ™" K mensZy=1for gasseni V,. De kjemiske
potensialene blir dafor V; og V:
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- mgz/KT 0 &V 0
n1=-kTIna%3—i : n1=-kTIn§ Z s,
g NlVQ Q NZVQ ﬂ
c) Betingelsen for likevekt er m=m , som sammen med N;+N,=N gir
N v =N
1 V1+V2en‘g2/kT ’ 2 V2 +Vle— mgz/ KT

For mgz/kT>>1 er N1 tilnaamet lik null, mens for mgz/kT <<1 finner vi N1/N>=V1/V .

d) Den totale energien er gitt ved
U =g N,KT +g NLKT + N,mgz

3 NkT Nz
2 V, +V,e™

e) Varmekapasiteten ved konstant volum (V1 og V; er konstante):

" 2 mgz/ KT
o, =Y 3y NV (ke

2 V, (KT) (1+£emgz/kT)2

1
Grenser: mgz<<kT : Cy® 3/2Nk. Hgydeforskjellen for V; og V, er uvesentlig, tilfart
varme gar med til & varme opp hele gassen. mgz>>kT: Cy® 3/2Nk. N; er tilnaamet
lik null, tilfart varme gar med til & varme opp gassen i V, (N2 tilnaa'met lik N). For

midlere temperaturer er Cy>3/2Nk. Tilfgrt varme gar med til & varme opp hele
gassen, samt a lgfte noen atomer opp fraV, til V.

HIEMMEEKSAMEN HO5. KORTFATTET LASNING

Oppgave 1
a) Ved abenytte de kjente relasonene
1:8911_59 og P:TaéT—S.;(_j finnes
T 8ﬂu A, A 8ﬂAQJ,N
T= i NKT

U=NKT stemmer med resultatet fra ekvipartigonsteoremet med f=2.

b) Kjemisk potensid:
afS 6 A 2p mkT

m=-TE20 - y7p 222D 2p mkT
&N & N h

h2

)=KT Inr - KT In( ) .
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Vi ser at mgker med tettheten r =N/A , og videre at mavtar med gkende masse m,
som i det tredimensjonale tilfellet.

Oppgave 2
a) Arbeidet som gassen utfgrer pa omgivelsenei prosessen 1® 2 er

2
DW,, = gPaV = NkThIn\é .
1 1
b) Utfert arbeid og tilfart var me ved de andre prosessene er som falger:

4
! V

DW,, = PdV = NKT, In(CL) , DW; = DW,, =0,
3 2

3
DQ12=DVV12’ DQ23=DU23:'§Nk(Th'T|)’

3
DQ34=D\N34 J DQ41=DU41=§Nk(Th' T|)
Videreserviat DU =DU,, +DU,, +DU,, +DU, =0, dvs. U oppferer seg som
en tilstandsvariabel.

c) Effektiviteten er gitt ved e=ﬂ :
DW =DW,, + DW,, + DW,, + DW,, = NK(T,, - T|)|nv ,
1

DQ,, =DQ, +DQq = NKT, In2 + 2 NK(T, - T) .
1

Til slutt:

1.1, -
e e v,

For & fa hey effektivitet mavi hahgy kompresjon, dvs. stor verdi for Ve :
1
d) | dettetilfellet opererer maskinen som en Carnot-maskin mellom temperaturene Th,
og T, og effektiviteten er gitt ved

_DVV_Th'T|_
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e) ST-diagram: For prosessene 1-2 og 3-4 er temperaturen konstant, dvs. rette linjer
parallelle med S-aksen. For prosessene 2-3 og 4-1 er volumet konstant, mens
entropien avhenger av T ( seligning 2.49).

st V=V,
< 2
3
/
S 1
4 V=V,
| | -
I I e
T, T, T

f) Av definigonen av F samt den termodynamiske identiteten fal ger

dF =- PdV - ST ,
og siden F er en tilstandsvariabel falger at

BdF =0=- PPAV - PSIT =- DW - PHIT ,
somgir DW =- DT .

g) Nérvi skal regne utintegralet [)SdT merker vi oss a dT=0 for prosessene 1-2 og
3-4, dvs. intet bidrag. For prosessene 2-3 og 4-1 er det konstant volum, V, og V1. Vi
har da

3 1
DSAT = OS(T,V,)dT + §S(T,V,)dT

= T'C‘{scr,vz) - S(T,V,)]dT .

Innsatt uttrykket for S (ligning 2.49) finner vi satil slutt

. V
DW =- HSIT = NK(T, - T)In:2 |

1
som er det samme som vi fanti a) og b).

Oppgave 3
a) Her ska vi se pareaksonen

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

C,H,,0, +60, ® 6CO, +6H,0,
som foregar ved konstant trykk og temperatur.
Forandringen DH i entalpien (H=U+PV) nar ett mol C¢H1,05 reagerer finner vi i
tabellen bak i laareboka etter relasjonen
DH =6DH (CO,) +6DH (H,0) - 6DH (O,) - DH(C,H,,0;)

= - 2803kJmol **.

Tilsvarende for Gibbs-funkgonen G=U-TS+PV
DG=-2880kJmol ™.
b) Avrelasjonen DG £ DW,,. ser vi daat vi kan maksimalt fa ut 2880kJ som annet

other
nyttig arbeid (dvs. ikke PdV-arbeid).

c) Ved”ideell operagon” (reversible prosesser) gjelder DQ=TDS ved konstant
temperatur. Av tabellen bak i laaeboka finnes entropiforandringen nér ett mol
CsH1206-molekyler omdannes til & veere DS=262JK *mol™. Ved T=298K svarer
dette til at en varme DQ=TDS=78kJmol ™ tilfer es utenfra (kroppen var fungerer som
varmereservoar med konstant temperatur 37C).

Varmemengden som tilferes kan ogsa bestemmes av relasjonen

DQ=TDS=DH-DG=77kJmol™, som bortsett fraen liten numerisk ungyaktighet
stemmer med verdien bestemt direkte fra entropiforandringen. At (litt) varme matas
fraomgivelsene (kroppen) er kanskje et uventet resultat. Det er en felge av 2.
hovedsetning som krever entropigkning som falger av at 7 molekyler under
reaksionen splittes opp i 12 mindre molekyler. Entropigkning betyr at det ma tilfares
varme.

e) Ved”ikke-idell operasjon” (irreversible prosesser) har vi som for ideell operasjon
TDS=DH-DG, dvs. entropiforandringen er den samme i begge tilfelle. Av TDS>DQ
falger det daa mindre varme matilfares. Relasjonen DG<DW e Si€r at vi far ut
mindre nyttig muskelarbeid enn det maksimale pa 2880kJ som vi fant under b). Det
kan for gvrig bemerkes at fotosyntesen i de granne plantene er den omvendte
reakgonen i forhold til den vi har studert i denne oppgaven.

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

