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TSLab 1: Adiabatisk reversibel termodynamikk: lydbolger.

Vi skal i denne labgvelsen studere noen enkle (men ikke trivielle) sider av termodynamikken: adia-
batiske og reversible (isentropiske) prosesser i luft (x Na + O2), og i karbondioksyd (CO-)." Ved &
utnytte interferens (resonans) i Kundts rgr til & male lydhastigheten kan vi avlede en rekke termo-

dynamiske stgrrelser.

TSLab 2: Ikke-adiabatisk termodynamikk: faseoverganger.

Vi skal i denne labgvelsen studere noen viktige ikke-adiabatiske (reversible) termodynamiske pros-
esser: faseoverganger i Ho0O.> Vi bestemmer smeltevarmen L for is ved hjelp av kalorimetri,
og fordampningsvarmen L; for vann ved a studere damptrykkets temperaturavhengighet p(T") o<
exp(—Ly/RT) (Clausius-Clapeyrons ligning for en ideell gass).

I. (TSLAB 1) ADIABATISK REVERSIBEL
TERMODYNAMIKK: LYDBOLGER

Avsnitt A - E er en oppsummering av de viktigste
ideene som skal belyses av denne gvelsen. De fem resul-
tatene som er ngdvendige for & kunne fullfgre oppgavene
i avsnitt F' er rammet inn.

A. Innledning: Hva er en fysisk teori (modell)?

En teori skal vere sa enkel som mulig, men
tkke enklere. Albert Einstein

Virkelig, reell materie bestar av molekyler, som bestar
av atomer, som bestar av. elektroner, protoner og
ngytroner, som bestar av kvarker og gluoner, som bestar
av ... Hvordan kan vitgjore fysikk nar materien er sa
komplisert? Svaret er at vi bare kan modellere ett lag av
“den kosmiske lgken” om gangen. Fysikk er kunsten a
forenkle — & ignorere detaljer som ikke er viktige for det
man har valgt a modellere.

Dette lar seg gjore fordi de fleste detaljene som er
viktige' (relevante) for mikrofysikken ikke er viktige for
makrofysikken. Tenk Selsystemet. I forhold til planetene
er du mikrofysikk, og du er revnende likegyldig for Jor-
dens bane-gjennom verdensrommet. For a finne denne
er det en meget god tilngermelse & modellere Solen og
planetene som punktersom adlyder Newtons mekanikk.

Det er ikke uvanlig at makroskopiske begreper ikke har
noen mikroskopisk mening. Et enkelt atom har hverken
trykk eller temperatur. Dette fenomenent, at helheten
(den kollektive oppfarselen) er mer (eller i hvert fall an-
derledes) enn summen av sine bestanddeler, kalles emer-
gens. At “kollektivet” (gassen) glemmer “individenes
personlighet” (molekylenes mikroskopiske detaljer) kalles
universalitet. Uten disse begrepene kan vi ikke forsta
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Figure 1. Originalillustrasjon fra artikkelen til August Kundt
i Annalen der Physik i 1866, som viser staende bglger i Kundts
ror.® Vi skal i denne gvelsen gjenta hans eksperiment med
moderne maleutstyr, blant annet for a teste den termody-
namiske gassteorien.

fysikk eller noen annen naturvitenskap. Paradeeksem-
pelet er termodynamikk og statistisk mekanikk.

I denne oppgaven skal vi blant annet tenke over hva
som er viktig og hva som ikke er viktig i termodynamisk
gassteori. Det forste vi ma finne ut er hvordan vi skal
modellere molekylene i en gass: hva er relevant, og hva
er ikke relevant? Vi gnsker a vite hvordan de termody-
namiske variablene trykk, temperatur osv. beskriver den
kollektive makroskopiske oppferselen til de mikroskopiske
molekylene.

B. Fra molekyler til mol

Den aller enkleste molekylmodellen er at atomene
er udelelige matematiske punkter uten “personlighet”
(dvs. ingen andre fysisk malbare attributter), som
holdes sammen av stive pinner uten personlighet. Dette
punktédpinne molekylet kan bevege seg og rotere i rom-
met, men det er alt. En bedre modell er a erstatte



pinnene med fjeerer, slik at molekylet ogsa kan vibrere
(punktéfjer modellen). En enda bedre modell er & er-
statte punktene med Bohrske atomer, hvor elektronene
kan eksiteres til forskjellige tilstander med ulik energi (os-
cillatoréfjer modellen), men det skal vi ikke studere her.

Ved romtemperatur (7" ~ 300 K) kan vi komme for-
bausende langt ved a tenke pa luften som punktépinne
molekyler som ikke snakker sammen, en sakalt ideell gass.
Et atom i grunntilstanden har en maksimalt symmetrisk
bglgefunksjon som vi kan modellere med et matematisk
punkt. Ved lav temperatur kan atomene hverken ek-
siteres eller vibrere, fordi det krever en temperatur pa
tusen grader eller mer.

For ideelle gasser har vi en sveert direkte og enkel bro
mellom mikro- og makrofysikken, som gar via varmeka-
pasiteten. Det eneste som termodynamikken til denne
“matematiske” gassen husker av mikrofysikken er hvor
mange frihetsgrader f molekylene har, og hvor tunge de
er. MERK: Med “frihetsgrader” mener vi i denne sam-
menheng ikke alltid det samme som i klassisk mekanikk
(se neste avsnitt).

Jo flere frihetsgrader molekylene i en gass har, jo
mer varme kan gassen lagre. Dette males av de molare
varmekapasitetene ¢, (konstant trykk) og cy (konstant
volum).

For en ideell gass bidrar hver termodynamiske frihets-
grad med R/2 til cy:

R R
CV:f57 Cp:(f+2) Ea (1)
hvor R er den molare gasskonstanten:4
¢p —cy = R =8.3144598(48)J/K/mol. (2)

Forholdet mellom varmekapasitetene kalles adiabatkon-
stanten eller isentropeksponenten
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hvor den siste ligningen forutsetter at gassen-er ideell.
Dette forholdstallet bestemmer bl.a. de makroskopiske
adiabatligningene for en ideell gass, som sier at pV?7,
TV og T p'7=" er konstanter.

For.en ideell gass er tilstandsligningen
pV = nmolRT7 (4)

hvor mme er stoffmengden malt i SI-enheten mol, dvs.
Nimot = M[Mmol = N /N a'er antall mol i gassen, hvor m er
massen til gassen, My er massen til ett mol av gassen,
N er antall molekyler i gassen, og N4 er Avogadros tall.

Sammenhengen med statistisk mekanikk fremgar av

pV = NkpT, kp=1.38064852(79)x 1073 J/K (5)

hvor kp er Boltzmanns konstant.* Den termodynamiske
gasskonstanten R er proporsjonal med den statistisk-
mekaniske konstanten kg, og forholdstallet er Avogadros

konstant*
N4 = R/kp = 6.022140857(74) x 103 /mol.  (6)

Den vanlige utledningen av denne sammenhengen er
sapass kronglete at det ikke er helt klart hvor lite som
skal til for at den holder. Dette er grunnen til at denne
teorien er sa universell som den er:. safremt noen enkle
betingelser er tilfredsstilt sa holder termodynamikken alle
steder til alle tider. For spesielt interesserte (dette er
ikke pensum) har vi derfor lagt ved en alternativ (og
mye enklere) konstruksjon av statistisk mekanikk.

C. Frihetsgrader

Mekaniske (kanoniske) frihetsgrader er (generaliserte)
koordinater: de uavhengige variable som er ngdvendige
for a beskrive systemets tilstand. For n partikler er
det totale antallet koordinater Fi. = 3n, uavhengig av
hvilken dynamikk de har (hvilke krefter som virker mel-
lom dem). Med andre ord, gitt 3n initialbetingelser sa
har de koblede bevegelsesligningene en entydig lgsning.

Med det vi kan kalle ““termodynamiske” eller “ener-
getiske” frihetsgrader f mener vi alle forskjellige mater
vi kan lagre energi i systemet.

Hvis atomer.i denne sammenheng er uten utstrekn-
ing  (uten indre treghetsmoment), og molekylet har
s rotasjonssymmetriakser, sa er det 3 — s rotasjoner
av molekylet som kan lagre kinetisk rotasjonsenergi.
Kinetisk energi kan ogsa lagres ved a bevege massesen-
teret i tre forskjellige retninger. Ved “romtemperatur”
er dette alt som kan skje, slik at det totale antallet
mekaniske og energetiske frihetsgrader er det samme:

from:From:6_5 (7)

Ved hgy temperatur (mye hgyere enn den vi har i denne
gvelsen) kan atomene i et fleratomig molekyl ogsa vibrere.
Antallet mekaniske vibrasjonsfrihetsgrader er

Fvib:Ftot_From:3n_6+s7 (8)
mens antallet energetiske vibrasjonsfrihetsgrader er
fuib = 2Fyip = 60— 12 + 2s. (9)

Legg merke til at Fiot + Fyipb = 3n er konstant, slik
at flere rotasjonsfrihetsgrader (mindre symmetri) gar pa
bekostning av vibrasjonsfrihetsgradene, og omvendt (mer
symmetri gir flere vibber).

Grunnen til at vi ma doble energiregnskapet for en
oscillator er at den har bade kinetisk og potensiell en-
ergi. Hvis vi modellere bindingen mellom to atomer som
en fjeer med en gitt fjeerstivhet v; (som bestemmes av
hvor sterk bindingen er) sa lagres det en potensiell en-
ergi proporsjonal med vy i fjeeren nar den er strukket
eller sammenpresset. Ved tiltrekkelig hgy temperatur



kan hver fjeer lagre like mye energi av hver type, og der-
for bidrar vibrasjoner dobbelt sa mye som translasjoner
og rotasjoner til energilagringskapasiteten. Vi definerer
O som den karakteristiske temperaturen som ma over-
skrides for at en gitt vibrasjonsmode skal kunne eksiteres
(k=1,2,...,Fp). Verdien pa ©y o vi/kp er bestemt
av fjeerkonstanten. For vanlige molekyler er O flere
tusen grader, og ofte mener vi med “romtemperatur”
Trom << Or(VE).

D. Lydbglger

Lyd er longitudinelle trykkbglger, og hastigheten til
denne bglgen vil folgelig avhenge av temperatur, trykk,
og andre termodynamiske stgrrelser. Vi skal bruke
Kundts rgr til & male lydhastigheten (se Fig.1), og
bruke dette til a undersgke hvordan varmekapasiteten
e« (n, 8, Mo, T') avhenger av molekylstrukturen og tem-
peraturen.

Direkte bestemmelse av lydhastigheten ved a finne
resonansene i roret

Vi skal kontrollere frekvensen til en lydbglge som mates
inn i et rgr med en eller flere gasser. Ved a “lytte”’ oss
frem til resonansfrekvensene for staende bglger i rgret kan
vi bestemme lydhastigheten til gassen inni rgret, ved a
utnytte at: hastigheten c til en bolge tilfredsstiller alltid

(10)

hvor X\ er bglgelengden og v er frekvensen til bglgen. Po-
enget er at vi ved hjelp av kunnskap fra belgeleeren for
staende bglger kan resonere oss frem til bplgelengden for
resonansfrekvensene.

Beregning av lydhastigheten for ideelle gasser ved a finne
temperaturen v roret

Fra bglgelaeren vet vi at lydhastigheten c er gitt av tet-
theten p til materialet (gassen) og den adiabatiske kom-
presjonsmodulen I:

K= V— =9p — (11)

f+2 (12)

hvor vi har brukt at K
p o< V77, og ligning (3).

Eksempel: Tettheten til luft er py » 1.29 kg/m3 ved
To = 0°C og hgyden hg = 0m over havet (hvor trykket er
po = 1 atmosfaere ~ 1.0125 x 10° Pa). Hvis luften er en

= vp folger av adiabatligningen

ideell gass gir from = 5 lydhastigheten ¢ ~ 331 m/s, som
stemmer godt med den eksperimentelle verdien.

Siden p = m/V = nMuya/V og pV = nRT far vi den
termodynamiske ligningen for lydhastigheten i en ideell

gass:
id YRT
T) = =
¢ ( ) \/Mmol

Kombinerer vi dette resultatet med 'termistorfunksjo-
nen’ T(r) far vi lydhastigheten i‘en ideell. gass ved
romtemperatur direkte fra resistansen r = Ry/10°8) i ter-
mistoren (hvor R;, som er antall:Ohm i termistoren; ikke
ma forveksles med gasskonstanten R):

rom(r S) krom(s) V to - Inr (14)

der to ~ (Ty +25)/24 ~ 12,4464, og

(f +2)RT
meol

(13)

Ko = fomx2 VR8s 2R g
from Mmol 6-s Mmol

Legg merke til at det’er den molare massen som er
viktigst for lydhastigheten: jo lettere gassen er jo fortere
gar lyden. For eksempel er lydhastigheten i helium ved
romtemperatur (20°C)<over 1000 m/s. Et unntak fra
denne regelen er neon, som er litt tyngre enn ammoni-
akk og vann: My, (NH3) = 17.03 g/mol < My, (H20) =
18.02g/mol < My, (Ne) = 20.12g/mol. Grunnen er at
neon har feerre frihetsgrader, som i dette tilfellet er nok
til & overkomme den lille forskjellen i molekylmassene.

E. Termistorfysikk

Hensikten med denne delen av lab-gvelsen er a under-
streke at maleapparatene (sensorene) vi bruker ogsa er
fysiske systemer. De er derfor bare nyttige i den grad vi
forstar deres fysikk. I praksis benytter vi ofte tabeller
og grafer for a konvertere den uavhengige variabelen vi
faktisk maler til den avhengige variabelen vi trenger.

Et godt eksempel som vi kjenner fra tidligere kurs
er Hall-effekten, som oppstar nar en elektrisk strgm
mgter et magnetfelt. Dette er et interessant fenomen
som vi studerte i FYS1120: Elektromagnetisme, for &
fa en bedre forstaelse av bade elektromagnetismen og
bandstrukturen (kvantemekanikken) i halvledere. Etter a
ha forstatt denne fysikken kan vi utnytte fenomenet til a
lage apparater som kan bestemme magnetfeltstyrken med
stor ngyaktighet, ved & male Hall-motstanden (poten-
sialet) pa tvers av strgmretningen. Det er ofte slike Hall-
sonder av halvledere som brukes kommersielt.

For a kunne gi en kvantitativ sammenligning av
fysikken til en trykkbglge (lyd) med termodynamisk
gassteori ma vi kunne male temperaturen med god
ngyaktighet. Vi skal gjore dette ved a male den elektriske
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Figure 2. Ved & male motstanden R.[2] i termistoren kan vi
fra diagrammet lese av temperaturen 7' [°C']. Den (nederste)
rgde grafen er termistorfunksjonen T'(r) ~ 25 -24Inr, som er
tilpasset fabrikantens tabell-verdier (bl& punkter).

motstanden Ry i-en spesiell type halvleder som kalles en
termistor. “Termistorfunksjonen”

T(r)=25-24Inr (16)
|

der r = Rt/losQ og R; er antall Ohm i termistoren,® er
plottet i Fig. 2. Den gir temperaturen i grader Celsius.

Denne formelen avviker litt fra tabellen ved lave tem-
peraturer, men siden den stemmer meget godt i det tem-
peraturomradet vi skal studere (20 -50°C) (se Fig. 2), sa
ser den ut til & modellere den mest relevante fysikken i
termistoren.

F. OPPGAVER

Oppgave 1.1 Hva er lyd?
(teoretisk “prelab”: repetisjon av bglgelaeren)

Hensikten med denne oppgaven er & minne om hva
lyd er (Fig. 3), hva plane og staende trykkbeglger i et ror
er, og hvordan resonansbetingelsen avhenger av grense-
betingelsene, dvs. hva man har i endene av rgret.

1.1.1 Plane trykkbolger

Bruk den vedlagte analoge trykkbglgesimulator. #1
(Fig.10) til & bli fortrolig med hva en plan longitudinell
trykkbolge er.

1.1.2 Staende trykkbolger

Bruk den vedlagte analoge trykkbglgesimulator #2
(Fig.11) til & bli fortrolig med hva en staende longi-
tudinell trykkbglge er.

1.1.3 Resonans-betingelsen

Fra/ tidligere kurs (FYS2130: Swvingninger og bglger,
eller lignende) vet vi at betingelsen for resonans og
staende lydbglger i et ror med lengde L er:

oL )
n=m, TLEN(), 6=0,§ (17)

der 9 = 0.(0 = 1/2) hvis antall propper i endene pa rgret er
et liketall (oddetall). Diskuter dette, og utled en formel
for differansen Avy = v, —1y mellom resonans-frekvensene
v o< ng = ng+k og en vilkarlig referanse-resonans vy med
ukjent resonans-tall ng. Vi skal finne lydhastigheten fra
stigningstallet til grafen av Avy.

TRE MATER A SE PA PLANE LYDB@LGER
(LONGITUDINELLE KOMPRESJONSB@LGER)

Molekyltettheten (trykkgradienten) @ tid t = O vist som 'temperaturkart'.
Bruk vedlagte analoge 'papirregnemaskin’ for & visualisere

tidsutviklingen av partikkeltettheten (trykket).

avstand fra venstre vegg (sort): x

0

0

trykk

forskyvning i x—retningen
y(x, 1) o cos (kx — wt) @t
p(x, t) o« sin (kx — wt) @t

bla (‘kald): ekspandert gass

rod ('varm'): komprimert gass

Figure 3. Tre mater a “se” lyd.



Oppgave 1.2 Maling av lydhastigheten
(den eksperimentelle delen av denne lab-gvelsen)

Vi skal i dette eksperimentet bruke staende lydbglger
for a male lydhastigheten i gasser. En skisse av hovedap-
paraturen er vist i Fig.4. Gassen er inni et langt ror
(med oppgitt indre lengde L med usikkerhet +1.5mm,
malt med laser) som er “korket” i begge ender med mas-
sive messingskiver.

Proppen i den ene enden har et lite hull i midten
som slipper inn lydbglger generert av en liten hgyttaler.
Denne drives av en harmonisk vekselspenning fra en sig-
nalgenerator, som har flere knotter pa hgyre side hvor
amplituden (signalstyrken) kan reguleres slik at lydde-
tektoren ikke “klipper” toppen og/eller bunnen av sig-
nalet.

I den andre enden av rgret registreres lyden med en
miniatyrmikrofon plassert midt pa innsiden av den andre
proppen. Denne er koblet til en batteridrevet forsterker
festet pa utsiden av proppen, jmf. fotografiet i Fig.5.
Signalet fra mikrofonforsterkeren, som er proporsjonalt
med lydtrykket ved mikrofonen, sendes til et oscilloskop.
Pass pa at signalet inn og ut av rgret alltid er en klassisk
sinus-kurve, uten “klipping” av noe slag. I motsatt fall
er amplituden til innkommende signal for stor.

Oppgaven er a finne resonansfrekvenser hvor signalet er
betydelig stgrre enn for naerliggende frekvenser. Selv om
vi med denne avanserte generatoren kan velge frekvenser
med en ngyaktighet pa 1073 Hz, sa kan vi ikke bestemme
maksimalt utslag pa oscilloscopet med noe i naereheten
av denne usikkerheten.

Dere er fire undergrupper som skal finme hver sin lyd-
hastighet i fire forskjellige ror:

K1: inneholder. COs ved T'= Tyom (fylles av labveileder!)
K2: inneholder luft ved T > Trom (Tmax ~ 50°C)

K3: inneholder luft ved T = Trom

K4: inneholder luft ved T' >> Ty (Imax = 0.25A1)

Til slutt skal resultatene fra K1 - K4 sammenlignes og
kommenteres. Etter at meste oppgave er utfort skal disse
eksperimentelle wverdieme for lydhastigheten ogsa sam-
menlignes med de teoretiske forventningene fra teorien
for ideelle gasser.

1.2.1 Resonansene

Bestem frekvensen til alle resonansene i K1 - K4 i
frekvensintervallet fra 200 - 300 Hz opp til ca. 2000 Hz.
Du finner kanskje en resonans under 200 Hz, men den har
sa stor usikkerhet at det er bedre a fokuserer pa hgyere
frekvenser. Frekvensbestemmelsen skal veere sa noyaktig
som du klarer i lgpet av ca. 30 s med “fine-tuning” for

Hoyttaler I_|Reﬂektor med hull (ikke ta ut) Reflektor med mikrofon
/ \
1% \,
il
— Kundts rer
Multimeter Oscilloskop
— coo0o0
[ oo VAC 000
000000000 o] oo
Signalgenerator Q00! /

Figure 4. Skisse av en del av apparaturen vi bruker for a male
lydhastigheten i en gass (enten luft eller CO i denne gvelsen).
Vi maler samtidig temperaturen inni rgret med en liten ter-
mistor som ikke er vist her, og gjennom den samme dysen
kan vi slippe inn andre gasser enn luft. Noen av apparatene
er pakket inn for & kunne varme opp gassen til 50 — 60°C ved
hjelp av en varmekilde viklet rundt rgret: enten en varmt-
vannsslange, eller en ‘motstandstrad som varmes opp av en
elektrisk strgm. (OBS: Imax = 0.25 Al)

| | Ved sjekkav batteri:
Mal spenning mellom
| | ytterste pinner i bryter
nar bryteren star“AV "
5 Spenningen skal da
e~ vaere ca2.5-3VDC.

Red flekk
markerer
MPA”

Figure 5. Kretskortet med av/pa-bryter for mikrofonforsterk-
eren, som drives av et lite batteri (den runde skiven pa hgyre
side) med spenning 2 2.3V.

hver resonans. Estimer en omtrentlig usikkerhet i reso-
nansfrekvensene.

Bruk ligning (10) og (17) til & gjgre en lineer
tilpasning (regresjonsanalyse, minste kvadraters
metode) av dataene for a finne lydhastigheten.

Dette gir ogsa standardavviket som skyldes tilfeldige
variasjoner i dataene (men ikke systematiske feil). Jo
flere datapunkter, jo mindre blir denne usikkerheten.

Siden det er usikkert hvilken bglge som er lengst bgr
vi plotte differanser for a eliminere en systematisk feil-
tilordning av resonanstallene (bruk Ay fra forrige opp-
gave). Da behgver vi ikke vite hvilken verdi av reso-
nanstallet ng som hgrer til forste observerte resonans-
frekvens 1, forutsatt at vi ikke hopper over noen reso-
nanser.

1.2.2 Temperaturavhengighet
Hvis reret ikke er pakket inn, prgv a endre temper-



aturen ved a blase eller holde pa rgret (hvis rgret ditt
er er pakket inn ldner du naboens rgr). Hvor sta-
bil er malingene? Ansla maleusikkerheten i temper-
aturmalingene.

1.3.4 Sammenligning av malinger og beregninger

Sammenlign de eksperimentelle malingene fra
Oppgave 1.2 med de teoretiske resultatene for
ideelle gasser fra Oppgave 1.3.3. Hva kan du si
om luft (Ny + Oz) og karbondioksyd?

Oppgave 1.3 Lyd og molekylenes termodynamikk
(analytisk “postlab”: lyden av ideelle og reelle gasser)

Vi skal fgrst analysere hvordan antall mikroskopiske
frihetsgrader avhenger av molekylstrukturen.

1.3.1 Geometri

Hvor mange rotasjonssymmetrier s, kan et molekyl
med n =1,2,3,... punkt-atomer ha?

1.3.2 Atomfysikk

Bruk resultatene fra Oppgave 1.3.1 og det periodiske
system til 4 lage en tabell som angir de forskjellige
mekaniske og energetiske frihetsgradene i punktéifjer
modellen av edelgasser, luft, hydrogen, vann, Kkar-
bondioksyd og ammoniakk. Tegn alle (rotasjons- og
vibrasjons-) modene i diatomer og i COy. [Hint: Sym-
metrien til molekylet avhenger av hvilken gruppe hvert
atom tilhgrer.]

1.3.3 Temperaturavhengighet

Bruk (14) og (15) til & lage et diagram som viser bereg-
net lydhastighet i hydrogen, helium, neon, argon, nitro-
gen, oksygen, luft, karbondioksyd og ammoniakk, som
funksjon av resistansen i termistoren, under forutsetning
av at gassen er ideell.

Oppgave 1.4 Termistor-temperatur
(metrologi, halvledere og termodynamikk)

Vi har utnyttet at resistansen i en halvleder er et
fglsomt termometer. Fenomenet er en konsekvens av ter-
modynamikken til ladningsbeererne i materialet.

1.4.1 Resistansen er temperaturavhengig

Resistansen i et metall gker tilnsermet linesert med
temperaturen (“sperreballongeffekten”): r(T) = a+ 5T +
.... Vihar i denne labgvelsen observert at det er motsatt
i halvledere: hvorfor gar motstanden i en halvleder ned
nar temperaturen gar opp?

1.4.2 Bandpopulasjoner

Hva er den fysiske grunnen til at ’termistorligningen’
(16) er omtrent riktig? Med andre ord, kan du finne en
kvalitativ forklaring pa at temperaturen i en halvleder
ikke avhenger linezert, men logaritmisk (til ledende or-
den), av resistansen? [Hint: Hva er den statistiske
fordelingen av ladningsbaererne (elektroner og hull) mel-
lom valensbandet og ledningsbandet?]

Dette er ikke bare av akademisk interesse. For a unnga en
klimakrise gnsker vi a lagre drivhusgassen C'O; 1 jordsko-
rpen, og i den forbindelse studerer man termodynamikken
til CO32, og blandinger av CO2 med andre gasser.

Ved T >> 1 K drives faseoverganger av klassiske temper-
aturfluktuasjoner. Ved 7" << 1 K kan vi ha kvantekritiske
faseoverganger som drives av kvantefluktuasjoner. Disse
er av interesse for fremtidens elektronikk, bl.a. kvante-
datamaskiner.

3 A. Kundt (1866). “Uber eine neue Art Akustischer Staub-
figuren und iiber die Anwendung derselben zur Bestimmung
der Shallgeschwindigkeit in festen Kérpern und Gasen”. An-
nalen der Physik (Leipzig: J. C. Poggendorff.) 127 (4).
The NIST Reference on Constants, Units, and Uncertainty.
US National Institute of Standards and Technology. 2014
CODATA recommended values. OBS: Sl-enhetene skal re-
defineres i november 2018.

Log-linezer tilpasning av T'(r) = 25 — blnr til fabrikantens
tabell gir stigningstallet b » 23.9548 ~ 23.955 ~ 23.96 ~ 24.
T-verdiene med b ~ 23.9548 og b = 24 avviker med mindre
enn +0.05°C, sa i vare eksperimenter kan vi sette b = 24.



VEDLEGG OM DATABEHANDLING

1 fysikk er et tall uten benevning og usikkerhet verdilgst.

Dette er en uformell introduksjon til “lineser re-
gresjon”, som er den viktigste og mest brukte metoden
for & analysere eksperimentelle data.

Det er helt ngdvendig for en fysiker a raskt kunne gjgre
seg opp en mening om data som hun maler selv eller
far presentert. Dette kan ogsa bli aktuelt pa eksamen.
En maling eller et tall utledet fra malinger har ingen
verdi uten tallets usikkerhet. Den raskeste og mest ro-
buste metoden for & tilpasse en modell til malte data
er a uttrykke den som en lineser sammenheng, plotte
maledataene pa en slik mate at de faller omkring en rett
linje, og sa tilpasse en rett linje.

Del T og IT er komplementaere. Del I handler mest
om selve eksperimentet og data-innsamlingen, i vart
konkrete eksempel der frekvensdata innhentes for a finne
lydhastigheten i en gass. Del IT handler mest om data-
analysen, og viser hvordan elektronisk databehandling
utfores ved hjelp av vedlagte Matlab-skript (eller Python-
skriptet som du finner pa hjemmesiden til FYS 2160).

DEL I: KUNDTS ROR

Oppgaven er a bruke litt bglgeteori og malinger til a
konstruere en dataliste av tall-par, som kan oppfattes
som punkter i et plan. Du skal bruke denne listen til &
finne den mest sannsynlige verdien ¢ til lydhastigheten i
gassen (basert pa det du vet, som er bglgeteori og dine
malinger, ikke noe annet.) Vi bruker “linjalmetoden” til
a finne ¢.

“Linjalmetoden” er en litt vag men grafisk illustrasjon
av hvordan vi tilpasser en rett linje til et datasett. Etter
a ha plottet datapunktene i et plan legger du en linjal
mellom disse slik at de‘ligger mest. mulig “jevnt spredt”
pa begge sider av linjalkanten, som er den rette linjen
som passer “best” til datasettet (der “best” per definisjon
betyr “den minste kvadratsummen”, se under).

Legg merke til at du bruker hele datasettet, og derfor
all tilgjengelig informasjon, nar du plasserer linjalen. Det
er derfor dette gir det beste estimatet basert pa denne
datalisten. Bare unntaksvis ser det ut som et punkt lig-
ger pa linjen, og du skal aldri “connect the dots”: det
forteller ingenting, det kan vaere misvisende, og det kom-
binerer ikke hele datasettet pa noen fysisk meningsfull
mate. Fy!

I praksis bruker-vi en regnemaskin til a prgve ut alle
linjer y = axr + b, ved at den varierer stigningstallet a
og skjeeringstallet b. For hver av disse linjene bereg-
ner den summen av kvadratet av datapunktenes avstand
fra linjen. Den minste kvadratsummen vinner, og stign-
ingstallet @ til denne linjen inneholder informasjonen om
det beste estimatet av lydhastigheten (andre ganger er
vi ogsa interessert i b, men ikke her).

Spredningen av datapunktene rundt linjen gir standar-
davviket. Hvis du ikke allerede har en applikasjon som
tilpasser linjen og finner standardavviket automatisk kan
du bruke vedlagte script. Uten dette universalverktpyet
kan du ikke gjore fysikk, sa hvis dette ikke allerede sitter
i ryggmargen ma du lere deg “lineer regresjon” na!

Til slutt skal du sammenligne ditt eksperimentelle re-
sultat med teorien for ideelle gasser, som sier at ¢ oc \/T.
Du ma derfor ogsa estimere den mest sannsynlige verdien
T pa temperaturen mens du tok data.

Denne sammenligningen er meningslgs hvis vi ikke vet
usikkerheten dc i estimatet ¢, og 07 i estimatet 7. Det
gir ingen mening a si at to tall er “nser” hverandre hvis
du ikke har en malestokk for a male avstanden mellom
disse to tallene. Er den ‘estimerte verdien m, = 3.1415
“neer” den eksakte verdien 7 = 3.1415926535897932...,
selv om det fins uendelige mange tall mellom disse to
tallene? Malestokken er variansen (standardavviket) til
den estimerte verdien.

Hvis usikkerheten i estimatet 7, er dm, = £0.001 sa
skal 7, og m behandles som samme tall i fysikk, fordi vi
ikke har noe empirisk belegg for a si at de er forskjellige.

Hvis usikkerheten 1 estimatet w, er dm, = £0.0001 sa
skal 7, og m behandles som forskjellige tall i fysikk, fordi
vi har empirisk belegg for a si at det er meget usannsyn-
lig at de fakstisk er samme tall. Absolutt sikkert er det
ikke, men absoluttheter har ingen plass i naturvitenskap.
Malet er a vite hvor usikker var kunnskap er, ikke “ab-
solutt sannhet”.

Uvissheten som kommer fra uungaelige statistiske vari-
asjoner (dessverre ofte kalt “feil”) kan man fa sa liten
som man har rad til, ved a innhente mer data. Hvor
stort avvik skal vi tillate fgr vi sier at data ikke stemmer
med modellen? Det finnes ikke noe facitsvar, men i par-
tikkelfysikk er konvensjonen at hvis avviket er mer enn
5 standardavvik (sannsynligheten for at dette skyldes en
tilfeldig fluktuasjon er mindre enn 0.0001), sa stemmer
ikke den eksperimentelle verdien med den teoretiske, og
modellen ma antagelig modifiseres.

Vanligvis, men av og til skyldes avviket ukjente “sys-
tematiske feil” som kommer fra en ufullstendig forstaelse
av apparaturen. Da kan det hende at et forbedret eksper-
iment, som faktisk maler det man tror det maler, er
det som trengs. Systematiske feil er alle eksperimenters
Achilles hel, fordi det ikke finnes noen systematisk mate
a identifisere disse feilkildene.

Linjalmetoden

I denne oppgaven er datasettet en liste

Hvo,no}, {v1,na}, {ve, nat, .o {vn, nv }}

av N + 1 tall-par {vg,ng}, hvor v er en observert res-
onansfrekvens, og n er et heltall (“resonanstallet”) som
angir hvor mange bglgelengder A som far plass i rgret ved



denne frekvensen (resonansbetingelsen). Fordi v = ¢/ =
(¢/2L) x n vil stigningstallet a = ¢/2L til linjen v(n) gi
oss et estimat ¢ av lydhastigheten.

Det er fort gjort a tilordne feil resonanstall til den
laveste resonansfrekvensen du finner, men det er lett a
finne alle resonansene over 2-300 Hz. Vi velger derfor
a starte med en vilkarlig resonans vy mellom 200 Hz og
300 Hz. Resonanstallet ng er ikke kjent, men siden de
etterfglgende resonansene har ni = ng + 1, ny = ng + 2,
n3 = ng + 3, osv., sa vil frekvens-differansene vy — 1y ikke
inneholde det ukjente tallet ng:

vi—vp=(Mmo+1l)a-npa=a
vo — vy = (ng +2)a-nga =2a

v3—1vp = (ng+3)a—-nga=3a

vE — Vo = (no + k)a —npa = ka.

Med andre ord, ved a ofre ett datapunkt (k = 0) har vi
identifisert N punkter

vk =vg+ka, k=1,...,N, (18)

hvor verdien til alle stgrrelsene unntatt stigningstallet a
er kjent (skjeeringstallet b = v er input, ikke output).
Linjen som passer best til disse N punktene (iflg. minste-
kvadratsum-metoden) gir det beste estimatet a = a + da.

Handplotting pa millimeter-papir og bruk av linjal gir
ofte et forbausende godt estimat av (@,b). Grunnen er
nok at evolusjonen har utstyrt oss med meget god billed-
behandling, ikke minst for & gjenkjenne symmetrier. For
en rett linje betyr “jevn spredning” av datapunktene at
“bildet” skal veere mest mulig symmetrisk, med linjen
som symmetriakse. Hvis vi er interessert i en ikkelineger
funksjon av de uavhengige (malte) variablene, sa vil vi
vanligvis forsgke a finne en (ikke-lineser) transformsjon
til nye variabler som er linezrt avhengige (se siste avs-
nitt for noen eksempler).

Usikkerhetstrekanten (Pythagoras)

Nar den beste linjen er funnet kan vi beregne hvor stor
spredningda (variansen, standardavviket) det er rundt
stigningstallet @ til denne linjen.

Standardavviket er-definert slik at dersom du gjentok
ngyaktig samme eksperiment mange ganger, sa vil du
finne a € (@ - da,a + da) i ca. 68.3% av eksperimentene,
a € (@—20a,a + 20a) i ca. 95.5% av eksperimentene,
a € {(a - 30a,a + 3da) i ca. 99.7% av eksperimentene,
a € (a - 4da,a+40a) 1 ca. 99.99% av eksperimentene,
a € (a - 50a,a+50a) i ca. 99.9999% av eksperimentene,
etc.

Det beste estimatet av lydhastigheten er é = 2La, men
hva er usikkerheten §c? Mer generelt: hva er usikker-
heten i verdien av en funksjon f(x1,z2,...) av en eller
flere uavhengige stokastiske variable x1, x3,... som har
hver sin usikkerhet dx1, 0xo,... 7

o,f = 6y-ofjay

_I X =X+ 0X

Oxf = ox-of Jox

Figure 6. “Usikkerhetstrekanten”: addisjon av usikkerhet.

Hver usikre variable x; bidrar til usikkerheten i f, men
mindre enn man naivt. skulle tro. Hvis alle malte verdier
er uavhengige, sa “trekker de i ortogonale retninger”, og
skal derfor ikke adderes linsert, som er den naive forvent-
ningen. Det ville gi for stor usikkerhet i f.

Hvis det bare er en variabel finner vi usikkerheten i
f(x) ved & derivere, 0f = |df /dx|oxz. Hvis det er to eller
flere variable bidrar hver gjennom de partiell-deriverte,
men disse skal “adderes i kvadratur”. For to variable
kan vi bruke Pythagoras pa “usikkerhetstrekanten” vist
i Fig.6 som en huskeregel. Usikkerheten ¢f (variasjo-
nen rundt forventningsverdien f = f(z,7)) er gitt av hy-
potenusen, som er mindre enn summen av katetene:

(021) + (0yf)? < 8o f + 0y f. (19)

(For flere variable bruker du den opplagte generaliserin-
gen av denne formelen.)

Eksempel:

f(z,y) =2y = %= (?)2+(?)2~ (20)

Vi ser at det er den relative usikkerheten r, = dx/x, etc.
som er relevant. Siden de opptrer kvadrert i formelen vil
en relativ usikkerhet som er vesentlig mindre enn en an-
nen bidra med sveert lite til den relative usikkerheten i f.
Vi kan da droppe en av variablene, og ligningen forenkles
til en mye brukt form, §f ~ ydz. Fig.7 viser hvor fort
bidraget fra variabelen med minst relativ usikkerhet, her
ry = 0yly, “der” i forhold til ry > 7.

For a rettferdiggjgre at du kan bruke dc » 2Lda til a
beregne usikkerheten i lydhastigheten i denne oppgaven,
ma du verifisere at den relative usikkerheten i a er mye
stgrre enn den relative usikkerheten i L.



2 4
N R A
14 V2
Iy = 0X/X
13 ry = oyly
rg = 5f/f
=12
11
2%
10 1
20%
00 02 0.4 06 08 10

p =Tylrx <1

Figure 7. Relativ usikkerhet nar f = x-y og ry <ry. Vi ser
at hvis ry er 20 % av r,, sa bidrar den bare med 2 % til den
relative usikkerheten i f. Hvis 7y er 10 % av r, bidrar den
med mindre enn 1/2 %.

Ikke-linezre modeller

Den analytiske prosessen vi har brukt her for a estimere
lydhastigheten i en gass er prototypisk: metoden er den
samme for & analysere alle linesere (proporsjonale)-sam-
menhenger i Naturen, f(x) = az+b. Dette er mer generelt
enn det ser ut, fordi vi kan bytte ut en ikke-linger relasjon
med en linezr en, for eksempel:

o f(x)=a/x+0b: definer z = 1/x forsa studere g(z) =
az +b.

e f(x) =cexp(ax +b): ta logaritmen pa begge sider
for & studere g(z) = In f(x) = ax + b, der den nye
konstanten er b=b+lne.

e f(z) = cln(ax + b): eksponensier begge sider for a
studere g(z) = exp f(x)/c = az +b.

o f(x) = (ax+b)%: taroten av begge sider for a stud-
ere g(x) = /f(x) =ax+b.

Hvis det er usikkerheten dz til en variabel x som er
kjent/(vanligvis bestemt ved hjelp av “linjalmetoden”)
ma du bruke “Pythagoras-metoden”, selv om det bare er
en uavhengigvariabel z, for a finne usikkerheten i enhver
stgrrelse som er en funksjon av x. For eksempel:

f(z) =ar+b = 5f:‘g—£6x =a oz, (21)
f@)=afz+b = bz = %53@’ = % (22)

= dg= ‘%52‘ = % dz,  (23)

Hvis det er usikkerheten 6z til en transformert variabel
z = z(z) som er kjent (vanligvis bestemt ved hjelp av

“linjalmetoden” anvendt pa en linearisert relasjon g(z) =
az+b), ma du bruke“Pythagoras-metoden” pa g(z), ikke
g(z): dg = adz. (Usikkerheten i = er da dx = |dz/dz|dz.
F.x., hvis z = 1/2 sa er 8z = 6x/x? og dx = 6z/22.)

DEL II: LINEAR REGRESJON
AV MODELLER TIL DATA

Den raskeste og mest robuste metoden for a tilpasse
en modell til malte data er a uttrykke den som en lineser
sammenheng, plotte maledataene pa en slik mate at de
faller omkring en rett linje, 0g sa tilpasse en rett linje.

Fig. 8 viser hvordan man raskt kan gjgre dette for hand
nar man har en modell som sier at § = az?.

Det som er vanligst & gjgre er derimot a plotte kon-
trollparametrene (tid, frekvens, stromstyrke) pa x-aksen
og de malte verdiene pa y-aksen. Det er fint a gjgre for a
vise hva man-egentlig har malt. Husk at det er datapunk-
tene som skal markeres; ikke en strek mellom disse! Hvis
du har estimater for usikkerheten sa vis disse pa grafen.
Det neste man gjerne gjor er a finne en tilpasningsmodell
som er lett tilgjengelig i programvaren. I Matlab bruker
man ofte polyfit. Den tilpasser et polynom av gnsket
grad til dataene.

Siden vi tror dataene bgr folge y = ax?, sa velger vi et
polynom av grad to. Problemet er at da far man med seg
to ekstra tilpasningsparametre, siden polyfit(x,y,2)
bruker modellen y = ax? + bz + c. Resultatet av dette
er vist i Fig.9 sammen med resultatet av modellene
y = ax?® + br og y = ax®. Resultatet for tilpasningsko-
effisienten @ (som skal veere lik 1) som vi er interessert
i, er'a=1.00 +0.02 for modellen y = az?, a = 0.92 + 0.09
for modellen y = axz?® + bx og 0.5 + 0.4 for modellen
y = az® + bz + ¢ (som du matte brukt hvis du bruker
polyfit).

Figure 8. Rask plotting (2-5 minutter) , tilpasning og feiles-
timering for hand. Malte data, y, plottet mot ”modell”-
parameter, 2. Heltrukne linjer er to forskjellige tilpasninger
etter gyemal. Det endelige resultatet for helningen er mid-
delverdien * halve forskjellen mellom helningen til de to lin-
jene.
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Figure 9. Malte data, y, plottet direkte mot “kontroll-parameteren” x (til venstre), og plottet mot “modell-parameteren” x>

(til hgyre). Svarte linjer: modellen y = az?, rode linjer: y = az® + bz, bla linjer: y = az’ + bz + c.

Lineszer tilpasning i Matlab "\". For var modell beregnes @ med a=x."2\y;. Hvis
du bare vil gjore tilpasning og finne estimat for stan-

Den trygge maten a gjore tilpasninger til ngyaktig
den modellen du gnsker er & bruke backslash-operatoren

Matlab-skript

function [ b,stdb ] = linregr( X,Y )

b = X\Y; % Least squares solution to the equation Y=X*b

E =Y - Xxb; % Errors in each point

MSE = (E’*E)/(length(Y)-size(X,2)); % Mean squared errors
Covar = MSE.*inv(X’*X); % Covariance matrix

stdb = diag(sqrt(Covar)); 7% Standard error of fitting coefficients
end

T o lo 1o 1o 1o 1o 1o To o ToTatate Jo o o o o o oo Totatatatoto oo o o o o o o oo Tato

% Eksempel p bruk

% Forskjellige mter gjre tilpasning til/data.

% Kjr programmet mange ganger og se hvordan resultatene varierer

% Lager syntetiske data med sty
x=(5:10)";

std_noise=4;
noise=std_noisexrandn(size(x));
y=x. 2+noise;

% Hvis du har et estimat for usikkerheten til mlepunktene br du

% plotte med errorbar

figure(1)

subplot(1,2,1), errorbar(x,y,std_noise.*ones(size(x)),’ob’,’LineWidth’,2)
xlabel(’x’), ylabel(’y’)

subplot(1,2,2), errorbar(x."2,y,std_noise.*ones(size(x)),’ob’,’LineWidth’,2)
xlabel(’x.727), ylabel(’y’)

% 3 modeller y = X * b

dardavviket til tilpasningskeeffisientene, sa kan du bruke
skriptet 1inregr som er vist i neste avsnitt.



% 1)

X1 X."2;
[bl,stbl]=linregr(X1,y);
subplot(1,2,1), hold on,
subplot(1,2,2), hold on,
% 2)

X2 = [x x.72];
[b2,stb2]=1linregr (X2,y);
subplot(1,2,1), hold on,
subplot(1,2,2), hold on,
% 1)

X3 = [ones(size(x)) x X.
[b3,stb3]=linregr(X3,y);
subplot(1,2,1), hold on,
subplot(1,2,2), hold on,

Analog

11

plot (x,X1xb1,’-k’,’LineWidth’,2), hold off
plot (X1,X1*b1,’-k’,’LineWidth’,2), hold off

plot(x,X2xb2,’--r’,’LineWidth’,2), hold off
plot(X1,X2*b2,’--r’,’LineWidth’,2), hold off

~21;

plot(x,X3*b3,’-.b’,’LineWidth’,2), hold off
plot(X1,X3*b3,’-.b’, ’LineWidth’,2), hold off

trykkbgalgesimulator for a visualisere en plan lydbglge
(longitudinell kompresjensbglge)

rnm —

tid —

Figure 10. Analog trykkbglgesimulator #1: visualisering av plane lydbglger. Lim sammen to stive ark med en glipe mellom
arkene pa maksimalt en millimeter. Ved a dra glipen (“rgret”) i tidsretningen vil du se en propagerende trykkbglge som fortetter
og fortynner “gassen” av sorte prikker.
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Analog trykkbglgesimulator for & visualisere stéende lydbalger
(longitudinelle kompresjonsbgl ger)

NT NN
=

N NN N\ N\
N N =
N N\ =
M/\
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Figure 11. Analog trykkbglgesimulator #2: visualisering av staende lydbglger. Lim sammen to stive ark med en glipe mellom
arkene pa maksimalt en millimeter. Ved a dra glipen (“rgret”) i tidsretningen vil du se en staende trykkbglge som fortetter og
fortynner “gassen” av sorte prikker.





