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Oppgave 1 En super symmetri

Vi definerer to operatorer

A . Db N A . D
A= + W (&), At = —
o TW@), oe o

hvor W er en differensierbar funksjon av en variabel.

+W(2), (1)

a) Vis at Hamiltonoperatorene

~9 ~2
7= AtA=1" 7, = AAt = 2
A= AlA= -4V (), og Hy=AAl=4Vi(@), ()

hvor m tolkes som massen til en partikkel, er hermitiske, og finn V_ og
V. uttrykt ved W i posisjonsbasisen. [3 poeng]
Svar: H_ og H+ er hermitiske fordi
At = (ATA) = AfATY = AtA— A 3)
Al = (AANT = (AN AT = 44T = A,. (4)
Videre kan uttrykkene skrives
Ad = (=il W> <iﬁ - W)
< V2m V2m
~9 .

= G =W, (5)

2m  \/2m

AAT = <i\/§7m+W(x)> <i\/§7m+W(az)>

A9 .
p ? A~ 2
= — + —p, W]+ W*(x). 6
s =BV W) ()
Her ma vi veere forsikte néar vi regner ut kommutatoren. Vi bruker en
testfunksjon f(x), og at i posisjonsbasisen er & = x og p = —ih%:

p,Wlf(z) = pW(x)f(z)—W(z)pf(x)
=l ww ) + i @)L )

dz dz
L dW () , d . d
= —ih - f(:v)—th(x)%f(ﬂz)—thW(x)%f(:c)
= ™Dy, @
slik at
B hodW(z)
V@) = W) - e, )
V(@) = WQ(x)+\/ZideZf). ()

Funksjonen W (z) kalles superpotensialet.



b) Vis at dersom |n~) er en normert egentilstand til H_ med egenverdi
E, sa er Aln~) en egentilstand til H, med samme egenverdi, og vis
at dersom |m™) er en normert egentilstand til H, med egenverdi E,,
sa er Aflm™) en egentilstand til H_ med samme egenverdi. Finn den
korrekte normeringen for begge de nye tilstandene. |3 poeng]

Svar: Vi har at H_|n~) = E,|n~), da er
HyAln™) = AATAln™) = AH_|n~) = AE,|n") = E,Aln™), (10)
og med Hy|mt) = Ep|m™), sa er

H_Atm*y = ATAAY\m™) = ATH, |jm™) = ATE,,|jm™) = B, Af|jm™).

(11)
Normen til Ajn~) er (n~|ATAn=) = (n~|H_|n") = E,(n"|n~) = E,,
slik at den korrekt normerte tilstanden er

Aln™). (12)

Normen til Af|m*) er (mT|AAT|m™) = (m*|Hy|m™) = Ep(m*|m™) =
FEyp,, slik at den korrekt normerte tilstanden er
—Almt) (13)
——Alm™).
VEnm

c) Vis at egenverdiene til H_ og H, aldri er negative. [2 poeng]

Svar: La |n~) veere en (normert) egentilstand til H_ med egenverdi
E,. Vihar at (n~|H_|n") = (n"|ATA|n~) > 0 fordi dette er normen
til en tilstand A|n~). Samtidig ma (n~|H_|n~) = E,(n"|n") = E,
slik at E,, > 0. Pa samme méte mé (m™|H,|m*) = (mT|AAf|m*) > 0

fordi det er normen til ATjm*), og dermed er E,, > 0.

d) Gitt at det finnes en vakuumtilstand |0) for H_ med den lavest mulige
egenverdien Ey = 0, vis at A|0) er nullvektoren. Kommenter svaret i
lys av oppgave b). [2 poeng|

Svar: Vi méa ha (0|H_[0) = (0|Eo|0) = E(0|0) = Ey = 0, men da
er ogsi (0]H_|0) = (0|ATA|0) = 0, som, gitt egenskapene til indre-
produktrom, betyr at A\O> = 0 er nullvektoren. Dette betyr at i kor-
respondansen mellom tilstandene som vi fant i b), sa er denne ene
egentilstanden A|0) til A ikke en fysisk (normerbar) tilstand. Dette
er symmetrisk, vi far samme konklusjon for H_ dersom fLr har en
egentilstand med Fy = 0.



e) Bruk resultatet i oppgave d) til & finne bglgefunksjonen for en egentil-
stand |0) til A_ med energi Ey = 0, uttrykt ved hjelp av W (z). Hva
slags krav mé vi stille til W (x) for at denne bglgefunksjonen skal vaere
normerbar? 3 poeng]

Svar: For vakuumtilstanden |0) er

A0y = (z\/ng + W(@)) 0) = 0. (14)

Dette betyr at i posisjonsbasisen er bglgefunksjonen gitt ved

(=g + W) vola) = 0

h CWO(QT)+
V2m dz

W(z)o(x) = 0
dipo(x) _@
Yo(z) Wie)dz
Ing(z) =
dol) = exp( [ w ) 15)

For at bglgefunksjonen skal veere normerbar mé 1y — 0 nar x — 4o0,
da ma integralet av W (z) divergere mot +o0o nar z — £oo.

\/%/W

f) Kan vakuumtilstandene til H_ og 1':I+ begge ha null energi? Begrunn
svaret. [1 poeng]

Svar: Nei. Det folger pa samme mate som i d) at dersom |0) er va-
kuumtilstanden til A, med energi Fy = 0, si er A'|0) nullvektoren.
Det gjor at vi kan finne den tilhgrende bglgefunksjonen pa samme méate
som over, som né, pa grunn av fortegnsforskjellen mellom A og A, er

gitt ved
V2m
Yo(x) = exp <h/W(a:)dx> (16)

Denne bglgefunksjonen er bare normerbar dersom W (z) divergerer mot
—o0 nar x — £o00, sa vi kan ikke ha to slike vakuumtilstander samtidig.

V(z) =V (fﬂ - 1) : (17)

g) Gitt potensialet



h)

definert pa intervallet (O,a)ﬂ vis at Hamiltonoperatoren til systemet
kan skrives pa samme form som en av Hamiltonoperatorene i . Finn
den tilhgrende funksjonen W (z) og bunnpunktet Vy. Hint:
d 1 1
= (18)

dr tan x sin?z’

[2 poeng]

Svar: Vi prgver med

h T

W) == o atan =

som gir

V(z) = Vi(e)=W?3(2) + ——

2 h2 1 h? 2
2 T
a

m2h? [ cos? It N 1
2ma? \ sin2 %’” sin? %

w2h2 2
= 9ma? siHQ%_1 ) (20)

Vi kan na identifisere bunnpunktet i potensialet med Vi = %, og

2ma? tan 2m a2 sin? =

Hamiltonoperatoren kan skrives som H .

Finn alle egenverdiene til Hamiltonoperatoren til systemet i g), samt
eksplisitte uttrykk for de tilhgrende normerte bglgefunksjonene. Du
kan anta at alle lgsningene i kap. 2 i Griffiths er kjent. [3 poeng]

Svar: Det korresponderende potensialet til V(z) = Vi (x) er

h dW(x)  w2h? (coszm 1 )

Vo(z) = W2(x)—\/% dr _ 2ma? z

sinQ% " sin2 T2
- % (21)

S1
a

Dette er potensialet for en uendelig brgnn i intervallet (0, a) med null-
niva —Vj, og vi kjenner bade egenverdiene til Hamiltonoperatoren H_
og egentilstandene (bglgefunksjonene) som

n?m?h?

By =% 5 Vo, n=12..., (22)

1Og uendelig utenfor.



0g
Y, (z) = \/gsin %T:B. (23)

Siden E; = 0 sa gir ikke n = 1 noen fysiske tilstander for V. (se
oppgave d)), men for n > 2 far vi energiene
n?n?h? (n? —1)w2h?

Er = - Vy=—""" =23 ... 24
0 2ma2 B n PRS) ( )

og de normerte bglgefunksjonene er
+ 1 Anfy—
V En

= 2ma L4 W) \/ginm
 Vn? — 1rh \V2m dx o PR

V2ma h d h T \/5 .onm
- - _ Zsin—=z
Vn? —1rh \V2mdx  /2matan 7F a a
V2a <n7r nm 7 sin Tm)
= ———— | —cos—z— —

n2—17m \ a a a tan Zx
1 nmw sin 2T ¢
= — | ncos —zx — < (25)
n?—1Va a tan 2z

Vi kan samle de to Hamiltonoperatorene i
-~ [H- 0
H = P I 26
[ 0 H +] 20)
for & studere begge systemene samtidig, hvor de tidligere tilstandene né er

komponenter i en to-komponents vektor som den nye Hamiltonoperatoren H
virker pa. Vi definerer samtidig to nye operatorer

= B 8} og Qf = [8 “g]. (27)

{A, B} = AB + BA, (28)

O

i) Vi kaller

for antikommutatoren til operatorene A og B. Vis at Hamiltonope-
ratoren kan skrives som

{Qhoy=1. (29)

2 pocng]



J)

k)

Svar:

Vis at Q og QT kommuterer med Hamiltonoperatoren H ,

[Q,H]=0.
[2 poeng]
Svar:
Q.1 = 0.0'0+00" =[0.0Q] + [2.0Q
= QQ'Q-0Q'00+0Q0Q" - QQ'Q
= —Q'QQ+QQQ" =0,

[QT, H | = 0 folger pa samme mate, eller, litt raskere,

(31)

0=0"=(Q H)' = H'Q" - Q"H' = HQ" - Q'H = —[Q", H]. (34)

Gitt at |n) er en egentilstand til H, vis at Q|n) og Qf|n) er egentilstan-
der med samme energi. Implikasjonen av dette er at () representerer
en (super) symmetri for systemet beskrevet av H; energien er bevart

under bruk av Q. [1 poeng]

Svar: Vi har at H|n) = E,|n). P4 grunn av kommutatorene mellom

Q, QT og H er
HOIn) = QM |n) = QBuln) = EQln),

og
HQ'n) = Q"H|n) = Q"E,|n) = E,Q'|n).

(35)

(36)



