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Oppgave 1
a) Start med integralet
1 é(t b)z
\/ gz +a’
Integragonsvei: Halvsirkel i gvre halvplan med radius R. Integranden har en enkel pol i
. . N 1 e¥td -
ovre halvplan i z=ia, med tilhgrende residy lik — .For t- b3 0 vil integralet
P YK 7 Za %

over halvsirkelen gad mot null ndr RR ¥ etter Jordans lemma. Resultatet blir da

¥ w(t- b)
f(t)= ! é dw—\/Elea(”” fort3 b.
NE. w +a’ 2a

For tilfellet t<b vil vi kunne bruke Jordans lemma ved a legge integrasonsveien til nedre
halvplan. Man kan ogsa gjare en enkel substitusion av integrasonsvariabd til w=-z,
beholde integrasjonsvien i gvre halvplan, men na med motsatt integragonsretning. Det
generelt riktige svaret blir som ovenfor, men med t-b erstattet med [t-b|.

b)

Integragonsveien blir som for @), men nd er det enkle poler pa den reelle aksen i —aog a
Vi legger sma halvsirkler i gvre halvplan med sentrum i —aog ah.h.v. Det er naingen
andre poler, of f(t) blir gitt ved prinsipalverdien av integralet:

() = — Ow e —dw = pi(Res(- 8 +Res(a))

:-\/Elsinat
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Her har vi ogsa brukt Jordans lemma for gvre halvplan og antatt t 3 0. For t<0 kan vi
gjere som under a), legge integragonsveien til nedre halvplan, eller enklest substituere
w=-z. Resultatet blir at t i svaret ovenfor generelt ma erstattes med |t|.

Oppgave 2
Laguerres differensialigning:

xy"+(1- x)y'+ly=0
¥
Frébenius: y=§ a x™*

n=0
Innsatt gir det indeksligningen (n=-1): a,s(s- 1) +a,5 =0, og med a* O finner vi
da s=5=0, dvs. bare en lgsning. For n>-1 gjelder relasonen

[ - n a
(n+1)?

Ay ="



Vi ser at for | =N vil rekka bryte av, dvs. a,.1=0for n3 N . Med s=0 blir dalgsningen et
polynom av grad N. En finner videre at

a,=(-1" og

(N - n)i(n!)za0 ’

Y n N! n
V(0 =868 (- ' e X
(Kommentar: Pa side 545 i laareboka finnes indeksligningen og dermed s (eller s) ved &
dele med 22, og s& sette z=0. Man m& vagre forsiktig med hva man deler med, bl.a. ikke
0. Dette er ingen god fremgangsméate, indeksligningen finnes av at rekka dere finner ma
vage lik O ledd for ledd (ulike potenser, se forelesning). Vi trekker ikke poeng for dere

som har |gst problemet slik, men dere far en kommentar.)

Oppgave 3
Differensialligningen
X"+2x'+ (1+k*)x=F(t), k1 0
a) Med F(t)=H(t) og de gitte betingelser blir den Laplacetransformerte av x gitt ved

1 _1 k
sg(s+1)*+k°g Sskgs+1)*+k’g
Vi ser a den Laplace-transformerte er faktorisert som G(s)F(s), svarendetil g(t)=1 og

f(t) :%e'tsinkt

L[x] = =G(s)F(s)

Etter foldingsteoremet er da x(t) gitt ved

1
1+Kk?
Dette resultatet kunne ogsa finnes ved delbrgkoppspalting:

1% ., . 5 1. ...
xt)==¢¢'sink dt = 31- € '(coskt + =sinkt),
0= gl €' (coskt +2 sk

1 _ 1 éa s+1 1 u
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b) Greens-funksjon. Initialbetingelsene gitt ved t=0, og vi kan vi lat gatil ¥.
Differensialignigen som bestemmer G(t,t ) er som falger:

2
%G(t,t )+ Z%G(t,t )+ (L+k?)G(t,t ) =d(t-t).
Vi har separate lgsninger for t<t og t>t hvor ligningen er homogen. L@sningene er gitt i

oppgaveteksten.



¥
c) Av x(t) = g5t t)Ht)dt felger at x(0)=0 og X' (0) er oppfylt ved akreve G(0,t)=0
0

og %G(t 1)]==0. Videre har vi kravet om at G(t,t) skal vaze kontinuerlig for t=t,

mens %G(t 1) skal haen diskontinuitet pa 1 ved t=t. Vi finner dalett at A(t)=B(t)=0.
C(t) og D(t) finnes av ligningssettet

C(t)cosk + D(t)sinkt =0

_C(t )sinkt +D(t )coskt :%e‘

L gsningen er

C(t)=-%é sinkt |, D(t):%é coskt

Dette gir da l@sningene for G(t,t) so er gitt i oppgaven:

G(t,t):%e“'”sink(t-t ), t>t

G(tt)=0, t<t .

€) Siden G(t,t )=0 for t<t behgver vi bare dintegrere fra 0 til t ndr vi skal bestemme x(t).
Med F(t)=H(t) finner vi da:

t

x(t)=tc‘p(t,t)F(t )dt :%c‘)e“'”sink(t-t)d

0

t
:%(‘ja'”sinkudu, ust-t.
0

Resultatet blir som oppgitt i oppgaven og funnet under a). Vi ser at Greens-funkgonen
gir samme integralet for x(t) som vi fant ved bruk av Laplace-transformasjon og
foldingsteoremet.

Oppgave 4
Laplace-Igningen i plane polarkoordinater r og q:

N _19, Tu(ra),, 1Tu(ra)_
Neu(r,q) ==— = =0.
() = =g
a) Separagon av variable: u(r,q)=R(r)f(q) gir falgende ligninger for R(r) og f(q):



2
r’ dngr) + rde(r) =1 ?R(r)
r r

dzf(q):_l Zf(q)

Ligningen for R(r) er av Euler-Cauchy type og har l@sning

R(r)=Cr' +Dr' ,
mens ligningen for f(q) er en vanlig svingeligning med |@sning

f(Q)=Ee""+Fe'"9 .
Betingelsen u(r,g)=u(r,aq+p) krever €'?* =" =1, dlerl p =2np , m=1,2,3,,,
dvs. | =2m. For & kunne oppfylle denne betingelsen ang. g ma vi ha ensvingeligning,
dvs. separasjonskonstanten ma velges positiv, dvs. som | 2. For | =0 finner vi R(r)=alnr+b
f(q)=ca+d (a, b, c og d konstanter), og betingelsen ang. g er oppfylt for c=0. Ved &
omskrive lgsningen for f(q) til trigonometrisk form finner vi l@sninger av typen

U, (r @) = Ay, (r)cos2mg + B, (r)sin2ng ,
Azm(r) :C I2mr zm + Dl2mr-2m
B, (1) =C 5l ™"+ Dyt "

A(r)=alnr +b .
Superposigon av dike lgsninger gir da en generell 1gsning:

U(r.Q) = & [ Aw()c0S2ma + B, ()sin2m]

b) For &oppfylle betingelsen u(r,q)® On&r r® ¥ maviha C, =C, =a=b=0.
Videre medfarer betingelsen u(d,g)=g(q)=-o(-q) at u(r,q) ma vaae en odde-funksoni q,
og dermed mavi ha en sinusrekke, dvs. vi mdogsdha D', =0. Vi har dafglgende:

¥
u(r,q)=q D, r sin2m
m=L

¥
udg)=q D,,d*"sin2ng =9(@) -
m=1

Av den siste ligningen ovenfor finner vi s&



p
D, = dzmpgc‘jsi n2nmgg(q)dg ved & benytte at
0

p p
Osin2ng sin2rgdg = 2 ¢pin2nmg sin2mdg =pd,, -
p 0

Til sammen f&r vi da

2mp

90 Sp@)sinzmdy , A,,(r) =0.

r

(9]

B,n(r) =

'C5||\_)
il

¢) Vi madeleintegralet som bestemmer D', opp to deler, fra0til p/2, og frap/2til p.
Resultatet blir:

. A%
D :_dZm 1_ _ m ’
= o @-(-1"), og

u(r q):ﬁ é¥_ iﬂgan
P mwas. 2mr®” '



