Lasning av partielle differensialligninger ved hjelp av Greens-
funksoner

Vi husker metoden med Greensfunksjoner for ordinaare inhomogene diff. ligninger:
y"+P(x)y'+Q(x)y =R(x) ,

y(x) = @ (x x)R(x)dx",

der Greensfunksgionen G(x,x’) er bestemt av ligningen
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d“G(x,x") +P(X) dG(x, x")
dx? dx
Integrasjonsgrensene a og b er bestemt av grensebetingel sene, for eksempd y(a)=y(b)=0,
som medfarer G(a,x’)=G(b,x")=0. x og X’ er da begrenset til omradet [a,b]. Alternative
betingelser kan vaae y(a)=0 og y’ (8)=0. Da kan vi typisk haa=0 og b=¥.

+Q(X)G(x, X)) =d(x- Xx') .

Vi vil ndundersgke om vi kan bruke en tilsvarende mate til & lgse inhomogene partielle
differensialigninger. Som eksempel tar vi farst den viktige Poissonsligning i tre
dimensjoner:

der U () er potensialet som
skyldes ladningsskyen r (1) . r(r’)dv’

u(r)
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I likhet med |gsningen ovenfor for ordinaare ligninger prover vi:
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der dV er et volumelement som refererer til posisionen 1 *. Vi setter inn i Poissons
ligning:



R2U(f) =- ei(‘jilze(F,F')r avaE), 3
0
og merker oss at N? bare virker pdden variable t slik at N? virker p&integranden i
integralet ovenfor.
Videre ser vi at vi fér riktig lasning for U (f') ved & bestemme G(f,t ") av ligningen
ReG(, ) =d(f-1), (4

der d(f - ") er den tredimensjonae d -funksjonen, som har egenskaper som den en-
dimengjonale:

d(f - ) =d(x- x)d(y- y)d(z- 2),
Of (Fd(F- Fyav(ry= ().
Vi ser ndat ligning (4) for G(f,r ") innsatt i (3) passer med Poisson-ligningen:

NZU(F)=-eic‘p|(F-F')r(F')dV(F'): rf .
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Hvordan bestemmes s& G(r,t ') av ligningen (4) ovenfor? Vi ser at den ligner p&
Poissons ligning, men har en enklere hayreside, og skulle dermed vaare enklere & lgse. Vi
tar utgangspunkt i at ”ladningsskyen” r (1) fraen punktladning er gitt ved

r(F)=cod(r - r’), somgir
g Oav()=agi - Tav() =q.

Etter Coulombs lov er potensialet U (') i posisjonen ¢ fraen punktladning i posisjonen
I’ gitt ved

Av Poissons ligning falger dafor en punktladning:
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N&r vi sammenligner ligningene (4) og (5) har vi ogs&en lasning for G(f,f ) :

rry_. 1
G(r,r)— W (6)

Lgsningen av Poissons ligning er dafraligning (2):

u()=- eic‘;;(F,F')r (FYav ()

-1 ‘r(F')dvF' 7
e, P10
Denne | gsningen er egentlig lett & forstd, den gir oss potensialet U (1) i f somen ”sum”
av bidrag frasmé& ladningsbiter r (f )dV(r ) i posisonen t ’ etter Coulombs lov. Dette
resultatet er typisk for Greensfunksjoner. De gir oss |@sningen for et komplisert problem i
form av en sum av bidragene til lgsningen (dvs. sterrelsen vi vil beregne) frade enkelte
"kilder”, for eksempel smaladningsbiter, sma massedeler.

| det mer generelletilfellet med en ligning av formen

Du() = f (),
der D er en differensial operator ( D =N? for Poisson-ligningen), har vi lgsningen

u(f) = () FaHav(ry)
med G(f,f") bestemt av

DG(f,r)=d(r- 1.

| tillegg kommer sa grensebetingel ser.

Schrodingerligningen

Et annet viktig eksempel pa bruk av Greensfunksjoner gjelder lasningen av Schrodinger-
ligningen for et ikke-bundet problem, dvs. med energi E>O:

N Resefy D=5 (). E>0,smgir
2m
(@ +ky (H=uly (., k=2, uh=2TE,(. ®

Praver med en Greensfunksjon:



y (N =F()+BENUEY CIVE), (9
der f () er bestemt av den homogene ligningen
(K2 +K2)f () =0. (10)
Vi far datil slutt falgende resultat nar (9) settesinn i (8), og (10) benyttes:

(2 +k2y (1) = R+ k3G Py (v @)
=u(ly (.

Denne siste ligningen bestemmer ogsa Greensfunksjonen, som blir gitt ved
(K2 +K2)G(T,F ) =d(F - 1) . (12)

A 1gse denne ligningen og bestemme Greensfunksjonen gir en litt mer omfattende gvelse
i kompleksintegrasjon som vi ikke tar med her. Resultatet er imidlertid

rr gir-r
rr)y=-—ypr—-

G( :
dp|r-r’

Vi ser at ligning (12) for G(r,t ") svarer til ligning (8) for y ('), men ndmed et
"potensia” gitt barei det ene punktet I =1 '. Det er viktig & merke seg at
Greensfunkgonen i utgangspunktet ikke avhenger av det aktuelle fysiske system, dvs.
ikke av potensialet U (1) . Egenskaper ved systemet kommer bare inn via

grensebetingelser.

Den praktiske l@sningen av et dlikt kvantemekanisk problem bestar i farst & anta

y (') =f (I '), sette denne approksimative | @sningen inn p& hayresiden i ligningen (9)
som bestemmer y ('), og dermed finne en mer ngyaktig lgsning (iterasjon). Dette gir den
sakalte fgrste Born-approksimasjon i den kvantemekaniske teorien for spredning.
Deretter gjentas prosessen (andre Born-agpproksimasjon etc.) til lgsningen forhdpentlig
konvergerer.



