FYS307 - V03
OPPGAVEARK A

Oppgave Al: Tidekraftpendel

a) Utled uttrykket for perioden til en
matematisk pendel med lengde ¢ i et
omrade der tyngdens akselerasjon er g.
Hva er perioden til en matematisk pendel
med lengde 0,25 m ved jordas overflate?

b) En tidekraftpendel bestar av to like,
massive punkter forbundet med en stiv,
masselgs stang. Stangen har lengde 2/.
Pendelen kan svinge om stangens midt-
punkt, som tenkes fiksert i konstant av-
stand R fra jordas massesenter. Svingnin-
gene foregar i et fast (ikke-roterende) ver-
tikalplan. Jorda betraktes som en sfeerisk
symmetrisk massefordeling. Kreftene pa
massepunktene er skissert i fig. A.1.

Pendelen har to likevektsposisjoner, hvil-
ke? Undersgk stabilitetsegenskapene til
likevektsposisjonene. Bruk spinnligning-
en og utled et utrykk for perioden til
stangens svingebevegelse om den stabi-
le likevektsposisjonen. Finn perioden ved
jordas overflate. Har man en lignende
svingebevegelse i et homogent gravita-
sjonsfelt?

Figur A.1: Tidekraftpendel



Oppgave A2: Potensialproblemer

a) Beregn gravitasjonspotensialet ¢(r) for et kuleformet masseskall. Tyk-
kelsen av skallet kan neglisjeres og masse pr. flateenhet, o, regnes a vaere den
samme overalt pa kuleflaten. Finn potensialet bade for r > Rogr < R, R

betegner radius til kuleskallet.

b) La R veere jordradius og M jordmassen. Beregn gravitasjonspotensialet
¢(r) for r < R og r > R. Massetettheten kan regnes a vere konstant for
r < R. Beregn hva tyngdeakselerasjonen er pa jordoverflaten. Sammenlign

med den vanlige oppgitte verdi g = 9, 81m /s>

c) Vi tenker oss at et hult rer bores gjennom
sentrum i jorda. (Se bort fra praktiske problemer!)
En kule slippes fra jordoverflaten ned i rgret. Finn
posisjonen til kula som funksjon av tiden. Hva er
perioden til de svingninger kula utfgrer?

d) Anta at rgret ikke gar gjennom jordas sentrum,
men har en minsteavstand fra dette punkt som be-
tegnes med s. Undersgk hvordan perioden til sving-
ningene varierer med s for en kule som sklir frik-
sjonslgst (dvs. uten a rotere) frem og tilbake i roret.

Figur A.2: Et hult

rgr bores gjennom
sentrum i jorda.



Oppgave A3: Jord-manesystemet

a) Sett opp bevegelsesligningen for jorda og manen. (Regn dem som punkt-
masser, gravitasjonskrefter fra andre himmellegemer neglisjeres). Vis at en
mulig lgsning av ligningene beskriver en bevegelse hvor jorda og manen
gar i sirkel om det felles massesenter. Beregn ut fra kjennskap til jord- og
manemassen og manens omlgpstid, hva radius er i de sirklene som jorda og
manen beskriver. (Sammenlign radius i jordas sirkelbevegelse med jordradi-
en).

b) Beregn gravitasjonspotensialet langs forbindelseslinjen mellom jorda og
manen, og fremstill resultatet i et diagram. I hvilken avstand fra jorda er
tyngdekraften fra jorda og manen like sterke?

¢) Manen trekker med forskjellig kraft pa et kilogramlodd ved jordoverfla-
ten som befinner seg pa den siden av jorda som vender mot manen, og pa et
som befinner seg pa motsatt side. Finn denne forskjellen.



FYS307 - V03
OPPGAVEARK B

Oppgave B1l: Roche-grensen

a) En sferisk mane med masse m og radius R gar i bane rundt en planet
med masse M. Vis at hvis manen kommer nasermere planetens senter enn

1
2M N\ 3
r = (—) R
m
vil steiner pa manens overflate bli hevet p.g.a. tidekreftene.

Avstanden 7; kalles Roches grense. En mane som kommer ngermere planeten
enn denne grensen, vil gdelegges av tidekreftene.

Figur B.1: Kometen Shoemaker-Levy 9 fotografert av Hubble-teleskopet i
mars 1994.

b) Kometen Shoemaker-Levy 9, som kolliderte med Jupiter i juli 1994,
hadde allerede fgr kollisjonen blitt revet i biter etter a ha passert naer Jupiter
i 1992. Gitt at kometen hadde en masse pa m = 2,0 - 10'2kg, og neermeste
passering var 96000 km fra Jupiters sentrum i 1992, estimér storrelsen pa
kometen fgr den ble revet opp. Massen til Jupiter er M = 1,9 - 10*" kg



Oppgave B2: Tvilling-paradokset

Nyttarsdag 1994 forlater en astronaut (A) jorda i et romskip med hastighet
v = 0, 8¢ og reiser til den naermeste stjerne, a-Centauri. Denne befinner seg
i en avstand pa 4 lysar malt i jordas referansesystem. Idet han nar stjernen
gjor han straks vendereis og nar tilbake til jorda nyttarsdag 2004 (jordtid).

Astronauten har en bror (B) som er igjen pa jorda, og de er enige om a sende
hverandre en hilsen pr. radiotelefon hver nyttarsdag til de igjen treffes.

a) Pavis at A bare sender 6 hilsener (det som sendes den siste reisedagen
medregnet), mens B sender 10.

b) Tegn et Minkowski-diagram hvor A’s reise er tegnet inn i jordas refe-
ransesystem. Tegn ogsa inn alle signalene som B sender. Pavis ved hjelp av
diagrammet at A bare mottar én hilsen under reisen til a-Centauri, mens
han mottar 9 pa tilbakereisen.

c) Tegn et nytt diagram, fortsatt i jordas referansesystem og med A’s reise
inntegnet. Men tegn denne gang inn signalene som A sender til B. Pavis
ut fra diagrammet at B mottar én hilsen hvert 3. ar de forste 9 arene etter
brorens avreise, mens han mottar 3 hilsener det siste aret av brorens reise.

d) Vis hvordan de resultater som er nevnt under punkt b) og ¢) kan utledes
fra Doppler-effekten.

Oppgave B3: 4-vektorer

a) Gitt tre 4-vektorer

A = 46, + 3¢, + 26, +¢é.,
B = 5@ +4é, + 3¢,
c

= ¢ +2e, + 3¢, +4¢e,, (B.1)

hvor
Cp Cp =0y € =¢€,-¢E =1, (B.2)

mens
& =—1 (B.3)

Vis at A er tid-lik (A- A < 0), B er lys-lik (B-B = 0) og C er rom-lik
(C-C>0).



b) Anta at A og B er to ortogonale 4-vektorer, A- B =0. Pavis folgende:

Nar A er tid-lik m& B veere rom-lik. Nar A er lys-lik sa kan B enten veere
lys-lik eller rom-lik. Hvis A og B er lys-like, sa ma de veere proporsjonale.
Nar A er rom-lik si kan B veere tid-lik, lys-lik eller rom-lik. Illustrer med
vektorer i et tre-dimensjonalt Minkowski-diagram.

c) Et skifte av basisvektorer er gitt ved

€y = coshae; + sinhae,,

€, = sinhaé; + coshaéy,

Cy = Cy

€y = €. (B.4)

Vis at dette beskriver en Lorentz-transformasjon langs x-aksen, hvor den
relative hastighet v mellom referansesystemene er gitt ved v = tanha. Tegn
vektorene inn i et to-dimensjonalt Minkowski-diagram og vis hva slags kurver
€y 0g €, beskriver nar o endres.

d) 3-vektoren ¢ som beskriver hastigheten til en partikkel, er definert rela-
tivt til en observatgr. Forklar hvorfor 4-hastigheten @ er definert uavhengig
av noen observategr. (Foreta et skille mellom vektoren @ selv og dens kompo-
nenter u”).

4-impulsen til en partikkel med hvilemasse m er definert som p'= mu =
mdZ/dr, hvor 7 er partikkelens egentid. Vis at p’er en tid-lik vektor som
oppfyller p- 7= —m?. Tegn inn i et to-dimensjonalt Minkowski-diagram den
kurve p'ma ligge pa, og forklar hvordan denne endres nar m — 0.

Anta at energien til partikkelen males av en observatgr med 4-hastighet .
Vis at energien han maler er gitt ved uttrykket

E=—p- i (B.5)

Dette er et nyttig uttrykk for a beregne partikkelens energi i et vilkarlig
referansesystem.



Oppgave B4: Overlyshastighet?

Kvasaren 3C273 (som befinner seg i punktet A pa fi-
gur B.2) skyter ut en del som beveger seg med romlig
hastighet vy mot oss i en vinkel ¢ med synslinjen.

a) Anta at ved samtidighet sendes to signaler til
jorda, et fra A og et fra B. Hvor mye tidligere vil
signalet fra B na jorda, enn det fra A?

b) Finn et uttrykk for den transverselle avstand-
en den utskutte delen har beveget seg nar den an-
kommer B. Hvor lang tid (relativt til jorda) har den
utskutte delen brukt?

c¢) Kall den transverselle hastigheten for v og rela-
ter den til vg. Den observerte (transverselle) hastig-
heten for lyskilden er v = 10c. Anta ¢ = 10, og finn
vg. Hva er den stgrste verdien ¢ kan ha?

Vo

Til Jorden

Figur B.2: Kvasaren
30273



FYS307 - V03
OPPGAVEARK C

Oppgave Cl:

a) Vis at fglgende gjelder:

P(A°E,) = A°p(&,) )
b)  Lakomponentene til p, /Yog B veere henholdsvis (-1,1,2,0),(2,1,0,—1)
og (0,2,0,0). Finn (i) p(A); (ii) p(B); (iii) p(A — 3B); (iv) p(A4) — 3p(B)

Oppgave C2:

a) Gitt to 1-former p og ¢. Vi lar komponentene til p veere (1,1,0,0) og de
til ¢ er (—=1,0,1,0). Vis, ved a benytte to vektorer A og B som argumenter,
at p ® ¢ # q ® p. Deretter, finn komponentene til p ® g.

b) Finn komponentene til den symmetriske og den antisymmetriske delen
av p ® g som ble definert i C2 a).

Oppgave C3:

a) Anta at her en (g) tensor med egenskapene at, for to vilkarlige vektorer
A og é, sa har vi . .

h(-,A)=ah(-,DB), (C.2)
hvor « er et tall som avhenger av A og B. Vis at det eksisterer 1-former p
og q slik at

h=p®q (C.3)

b) Anta at T er en G) tensor, w er en 1-form, ¥ en vektor, og T'(w; ¥) er
verdien av 7' pa w og v. Vis at T'( - ;) er en vektor og T'(w; - ) er en 1-form,
d.v.s. at en G) tensor avbilder vektorer til vektorer og 1-former til 1-former.



Oppgave C4:

a) La komponentene til en tensor M®% vaere gitt ved matrisen

0 1 0 0
1 -1 0 2
2 0 0 1 (C4)
1 0 -2 0

Finn (la den metriske tensoren ha komponenter 7,5 = diag(—1,1,1,1)):
1. komponentene til den symmetriske tensoren M(*?) og den antisymmet-
riske tensoren M7l
2. komponentene til M;
3. komponentene til M_7;
4. komponentene til M,g.
b) For tensoren med komponenter M?;, gar det an a snakke om de symmet-

riske og de antisymmetriske delene? Hvis ja, definer dem. Hvis nei, forklar
hvorfor?

Oppgave C5:

2
0

en vilkarlig (g) tensor, og D en vilkarlig (g) tensor. Vis

Anta at A er en antisymmetrisk ( ) tensor, B en symmetrisk (g) tensor, C

a) AYB.s=0;
b) AaﬁCaﬁ = Ao‘ﬁC[aﬁ];

¢) BasD* = B,sDP).



Oppgave C6:

Gitt fglgende former i et 4-dimensjonalt tidrom:

a oW’

B = Buw' Aw”

7= e

0 = dpw' AW’ (C.5)

Hvilken relasjon er det mellom

aNf og BAha ,
alhNy og yYAa (C.6)
BANd og NG 7

Oppgave C7: Koordinattransformasjoner i to dimensjoner

Vi studerer i denne oppgaven vektoren ¥ i det to-dimensjonale Euklidiske
plan E2%. {€,,;m = x,y} er et ortonormalt basissett i dette planet, dvs.

Er € = O (C.7)

Komponentene til en vektor # i denne basis betegnes ved x og y, eller ™,
m=x,y:

T =a1"e, = xe, +ye, (C.8)
Et annet skjevvinklet basissett betegnes med {€),; x = 1,2}. Vektoren 7 er,
uttrykt ved disse basisvektorene,

i=ale, =x'é) + 176 (C.9)
Sammenhengen mellom de to basissett er gitt ved ligningene

rto= 20—y

z? T4y (C.10)

a) Finn é) og €, uttrykt ved €, og €,. Bestem transformasjonsmatrisen M,
definert ved
" =M" 2" (C.11)

Hva er den inverse matrise M til M?
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b) Den metriske tensor g er gitt ved ligningen
ds® = g da'ds” = gppda™dz" (C.12)

der ds betegner avstanden mellom to punkter & og &+ dZ i planet. Pavis ut
fra denne likningen at vi har

€ € = Guv (C.13)

Hvordan kan matrisene (g,,) 0g (gmn) forbindes ved hjelp av transforma-
sjonsmatrisen M. Finn de eksplisitte utrykk for de to matrisene.

Skalarproduktet mellom to vektorer « og v kan altsa utrykkes som

u-v = gﬂyu“v"
G V" (C.14)

Vis ved utregning for @ = 2¢] og ¥ = 3€, at de to uttrykkene pa hayre side i
ligningen virkelig gir samme resultat for - v.

c) Med utgangspunkt i basisvektorene €, kan et nytt basissett «* defineres
ved ligningen
ot e, =o", (C.15)

Finn &' og &? uttrykt ved €, og é,. Hvorfor er @™ = €,, mens &" # €,?
En vektor # kan na utrykkes som
e -
T =ate, = x,d (C.16)

Hvilken forbindelse er det mellom kontravariante komponentene z* til vektor-
en I og de kovariante komponentene z,? Bestem begge sett med komponenter
for vektoren @ = 3€; + €.

Tegn inn i et (z,y)-diagram de tre sett med basisvektorer {€,}, {€},} og {<"}.
Hvilken geometrisk sammenheng er det mellom de to settene med vektorer
{€,} og {&"}? Tegn ogsa inn vektoren @ og beskriv hvordan komponentene
med hensyn til de tre basissett kan leses ut av diagrammet.

d) Finn matrisen (¢"”) definert ved

—»u.u—jy

& = g (C.17)

Pavis at den er invers til matrisen (g, ).
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Den metriske tensor er en symmetrisk tensor av rang 2, og kan derfor uttryk-
kes ved basisvektorene €, ® €, i tensor-produkt-rommet E? ® E2,

g=9"en ® ey, (C.18)
Vis at den ogsa kan uttrykkes pa folgende to mater:
g = Guid"®I"
g = g"e.®e,
Hvilken dimensjon har rommet som basisvektoren €, ® €, utspenner?

De antisymmetriske tensorene danner et én dimensjonalt underrom. Pavis
dette ved a vise at en antisymmetrisk tensor A,,, kan uttrykkes ved den ene
basisvektoren

€ N €y =€y @€y — €y XD ey (C.19)

Finn @ A U (4 og U er oppgitt under punkt b)) uttrykt ved basisvektoren
€, N €,. Hvilken sammenheng er det mellom dette uttrykket og arealet som
vektorene @ og ¥ utspenner? Bestem ogsa hakeproduktet &' A 2.

12
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OPPGAVEARK D

Oppgave D1: Duale former

La {é,} veere en kartesisk basis i det 3-dimensjonale Euklidske rom. Fra en
vektor A = A™¢,, kan vi danne former pa fglgende to mater:

1) Ved a konstruere en 1-form fra de kovariante komponentene A,, = g, A"
A=A,w" (D.1)

2) Ved a danne en 2-form ut fra de duale komponentene, som er definert ved
Qij = GijkAk,

1
91
Vi skriver denne formen ofte som o = %A, hvor x-opersjonen betyr a ta de
duale komponentene.

a=—ajw A’ (D.2)

Pa samme mate kan vi fra en 1-form o = o,,w™ konstruere en 2-form via de
kontravariante komponentene ¢™ = ¢""0,:

Gij = El'jkO'k (D?))
1
0 = 2|9ww AW’ (D.4)

Denne formen skrives ofte som 6 = xg, hvor *-operasjonen ogsa her betyr a
ta de duale av de kontravariante komponentene.

a) Gitt vektorene A= €z +2€y—€, og B = 2¢,—3¢,+¢€.. Finn de tilsvarende
1-formene A og B og de duale 2-formene a = *A og 3 = *B. Finn ogsa den
duale form 8 til 1-formen ¢ = w* — 2wY.

b) Ta ytreproduktet mellom formene A og B og vis at vi har folgende
sammenheng mellom 2-formene § = A A B og vektoren C = A x B:

Gij == eijkC'k <D5)
Vis at ytreproduktet A A B er gitt ved 3-formen

—

AN*B= (A B’ N’ Aw® (D.6)
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¢) A(Z) betegner na et vektorfelt. Vis at komponentene til den ytrederiverte
av A(Z) er gitt ved komponentene til V x A. Vis ogsa at 2-formen a = %A
er forbundet med V - A ved ligningen

—,

dx A= (V- -Aw" N’ AW’ (D.7)
Vi har altsa fglgende korrespondanser
dA ~ VxA (D.8)
d+«A ~ V-A (D.9)
Vis at for et skalarfelt f har vi fglgende korrespondanser

df ~ Vf (D.10)
dxdf ~ Vf (D.11)

Oppgave D2: Relativistisk roterende skive

En skive roterer i sitt eget plan med konstant vinkelhastighet w om en fast
akse A. Aksen velges som origo i et ikke-roterende kartesisk koordinatsystem
(x,y). (z-koordinaten neglisjerer vi i det folgende.) Bevegelsen til et gitt
punkt pa skiven kan da uttrykkes ved

x = rcos(wt + @) (D.12)
y = rsin(wt + ¢) (D.13)

hvor (7, ¢) er koordinater som angir punktet pa skiven.

a) En observatgr som kan bevege seg omkring pa skiven, utfgrer avstandsmalinger
mellom nabopunkter pa forskjellige steder. Disse utfgres mens han er i ro i
forhold til skiven pa stedet. Resultatet antar vi er det samme som malt

i et inertialsystem med samme hastighet som observatgren i det gyeblikk
malingen utfgres. Lengdene han maler kan uttrykkes ved en ligning

di* = fi(r,¢)dr* + folr, ¢)de? (D.14)
Finn fl (Ta ¢) 0g f2(’r7 ¢)

Vi antar na at han maler avstanden fra aksen A ut til et punkt (R,0) langs
linjen ¢ = 0, ved a legge sammen resultatet fra malinger mellom nabopunk-
ter. Hva blir resultatet?
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Han maler videre avstanden rundt skiven langs sirkelen » = R. Hva finner
han? Pa hvilken mate kan man av resultatet komme frem til at metrikken
han kartlegger er ikke-FEuklidsk? Vil skiven for observatgren fortone seg som
en positivt eller negativt krummet flate?

b) Vi innferer koordinatene (Z,§) som ligger fast i forhold til skiven, og er
gitt ved

Sh
|

T COS @, (D.15)
7 sin ¢ (D.16)

N}

Finn det invariante interval ds? = dz? + dy? — dt? uttrykt ved koordinatene
(Z,7,t). Sett opp den relativistiske Lagrange-funksjon for en fri partikkel og
finn bevegelsesligningene uttrykt i de samme koordinatene. Vis at ligningene
gar over i den ikke-relativistiske form, med et Coriolis ledd og et sentrifugal-
ledd nar vi antar at wr < 1 og at partikkelhastigheten v < 1.

c) Lyssignaler blir sendt ut fra aksen A. Hva slags baner vil lyssignalene
beskrive i (Z, §)-koordinatsystemet? Tegn figur. Et lyssignal som sendes ut
med frekvens 14 blir mottatt av observatgren i punktet r = R, ¢ = 0. Hvilken
frekvens v vil han male?

d) Rundt skiven r = R tenker vi oss at det ligger tett med klokker som er i
ro i forhold til skiven pa stedet. Klokkene er standardklokker, dvs. de maler
klokkens egentid. Vi gnsker na a synkronisere klokkene og tar utgangspunkt
i en klokke i punktet (R,0). De synkroniseres sa i retning med gkende ¢
pa folgende mate: Nar klokkene i punktet ¢ er stilt sa stilles klokken i na-
bopunktet ¢+ d¢ slik at de viser samme tid ved samtidighet i de to klokkenes
momentane hvilesystem.

Vis at det oppstar problemer med synkroniseringen nar denne prosessen er
gjennomfgrt rundt hele sirkelen, ved at den klokken vi tok utgangspunkt i,
ikke gar synkront med naboklokken som er stilt ifglge synkroniseringsproses-
sen. Finn tidsdifferensen som er oppstatt mellom disse to klokkene.

e) Lokalt omkring et punkt (r, ¢,¢) kan vi definere et inertialsystem som er
et momentant hvilesystem for punktet (r, ¢) pa skiven. I dette referansesys-
tem innfgres et ortonormalt sett av basisvektorer €5, €; og €. Vektoren €5
peker langs systemets tidsakse, e} i radiell retning og e; i tangentiell retning
pa skiven. Finn vektorene uttrykt ved &, €, og €,.

Banen til et lyssignal utsendt fra A studeres i de lokale inertialsystem langs
banen. Finn ut hvordan den romlige retning til lyssignalet forandrer seg rela-
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tivt til basisvektorene e} og €; utover langs banene. Er resultatet i over-
rensstemmelse med det som tidligere er funnet ut om lysbanen i (Z,7)-
koordinatsystemet?

16
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OPPGAVEARK E

Oppgave E1: Fri partikkel i hyperbolsk koordinatsystem

Metrikken i et todimensjonalt rom er gitt ved

ds* = dV?* — V2dU? (E.1)

a) Finn Lagrange-ligningene for banene til en fri partikkel i denne metrik-
ken. Vis at disse har Igsningene

1 1
v Vocosh(U —Up) (E.2)

nar partikkelen starter ved et tidspunkt U, fra en begynnelsesposisjon Vj og
med null begynnelseshastighet.

b) Vis at dette er rette linjer i koordinatsystemet (¢, z) definert ved

x = VcoshU (E.3)
t = VsinhU (E.4)

Finn partikkelens hastighet v uttrykt ved Uy og dens z-koordinat for t = 0
uttrykt ved Uy og Vj. Finn intervallet ds? uttrykt ved koordinatene z og t og
pavis at rommet som partikkelen beveger seg i er et Minkowski-rom med én
rom- og én tidskoordinat.

¢) Uttrykk den kovariante impulskomponenten py ved p, = —FE og p. = p
og vis at den er en bevegelseskonstant. Hvordan ser man dette direkte i

metrikken? Vis at den kontravariante komponenten pV ikke er noen bevegel-
seskonstant. Er py eller p¥ bevegelseskonstanter?

Oppgave E2: Romlig geodet i roterende referansesystem

Vi betrakter rommet med linjeelement

di? = dr® + ———d6? (E.5)
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Vi vil finne den korteste kurven mellom to punkter P, og P, med avstand
r fra sentrum (se fig. E.1). Vi velger tangentvektorer med lengde 1, og med
komponenter ' = (7, 0).

Figur E.1: Geodetiske kurver pa en ikke-roterende og roterende skive.

a) Skriv opp betingelsen for at tangentvektorene har lengde 1.

b) Sett opp Lagrangefunksjonen til kurven
1 )
L= -3 (E.6)
2
¢) Hvilken koordinat er syklisk? Sett opp et uttrykk for den konjugerte
impulsen til denne koordinaten.

d) Finn et uttrykk for 0 og 7 som funksjon av r, og finn differensiallikningen
for kurven (Hint: Finn dr/df = 7/6 som funksjon av r).

e) Bruk randbetingelen 7 = 0 for r = ro, § = 0 og vis at

29
Po Py
— =1/1 E.7
To * c? (E7)
f)  Vis at differensiallikningen kan skrives som
d 2 d do
e W_QL -z (E.8)
ry/r2—12 ¢ \/r2—r2 70

Integrér differensiallikningen og finn likningen for kurven. Plott kurven.

18
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OPPGAVEARK F

Oppgave F1: Differensialoperatorer i sfaeriske koordinater

Sfeeriske koordinater i et 3-dimensjonalt Euklidsk rom er gitt ved transfor-
masjonene

x = rsinfcos ¢
y = rsinfsin ¢
z=rcost
a) Regn ut den metriske tensor i sfeeriske koordinater ved a bruke uttrykket
ds® = da® + dy® + dz* = g, dxtdx”. (F.1)
Hvordan kan vi se av resultatet at de sfeeriske koordinatene er ortogonale?

b) Komponentene til Vf er pr. definisjon lik komponentene til vektoren
som formen df kan dannes fra. Finn uttrykket for V f i sfeeriske koordinater.

c) Benytt sammenhengen (se oppgave D1) V x A~ dA til & finne V x A i
sfeeriske koordinater.

d) Gjenta prosedyren fra b) og c) for

—

V-A~dxA (F.2)

og
VAf ~ dxdf. (F.3)

Kontroller uttrykkene i b), ¢) og d) ved a sammenlikne med dem man fin-
ner i Rottmanns formelsamling (Hint: dekomponer uttrykkene i ortonormal
basis.)
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Oppgave F2: Poincarés lemma

a) Benytt Poincarés lemma d*a = 0 for det tilfelle at a er en O-form, dvs. en
skalar funksjon f(x,y, z) og vis at det tilsvarer vektoridentiteten VxV f = 0.

b) For det tilfelle at A er en 1-form med tilhgrende vektor ff, vis at Poincarés
lemma d°A = 0 tilsvarer vektoridentiteten V - (V x A) = 0.

Oppgave F3: Parabolske koordinater

Sammenhengen mellom de kartesiske koordinatene (z,y) i planet og de pa-
rabolske koordinatene (£,m) er gitt ved likningene

x=£n (F.4)
y= (&) (F.5)

a) DBestem basisvektorene € og €, samt den metriske tensoren ge, i det
parabolske koordinatsystemet. Tegn koordinatene for £ og n inn i (z,y)-
planet. Tegn ogsa inn €¢ og €, (med riktig lengde) i noen punkter.

b) Bestem Christoffelsymbolene T'#,,,.

Finn en basistransformasjon til en ortonormal basis {55,5;7} slik at €z er
parallell med € og é; er parallell med ¢,.

Hva er sammenhengen mellom formene gé ,w" og W, w"?
Finn w® og w" uttrykt ved w?® og wv.

¢) Finn komponentene i den ortonormale basisen (Aé , A™) til en vektor A
uttrykt ved de kartesiske komponentene A* og AY.

La A veere den tilsvarende 1-formen, A = A,w® + Ayw’ = Aggé + Aﬁgﬁ.

Hvilken sammenheng er det mellom (A¢, A7) og (Ag, Ap)?

Hvordan en sammenhengen mellom den ytrederiverte til A og V x A (Se opp-
gave D1)7 Benytt sammenhengen til a finne V x A i parabolske koordinater
uttrykt ved AS og A",
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FYS307 - V03
OPPGAVEARK G

Oppgave G1: Uniformt akselerert referansesystem

Vi studerer i denne oppgaven et krumlinjet koordinatsystem (U, V') i det
todimensjonale Minkowski-rom. Sammenhengen med det rettlinjede koordi-
natsystemet (¢, z) er gitt ved

t = Vsinh(aU), (G.1)
x =V cosh(al), (G.2)

der a er en konstant. (Sml. oppgave E1.)

a) Tegn koordinatlinjene for U og V inn i et (¢, x)-diagram. Beregn ba-
sisvektorene ey og €y, og tegn dem inn i noen punkter i diagrammet. Finn
metrikken ds? = dx? — dt® uttrykt ved U og V.

b) Vi antar na at en partikkel har en bane i tidrommet som faller sammen
med én av kurvene V' = konstant. En slik bevegelse kalles en hyperbolsk
bevegelse, hvorfor?

Vis at partikkelen har konstant akselerasjon g langs banen, nar akselerasjon-
en males i partikkelens momentane hvilesystem. Finn denne akselerasjonen.
Finn ogsa partikkelens hastighet og akselerasjon i det stasjonsere systemet

(t,x).

c) Vis at i ethvert punkt pa partikkelbanen vil retningen pa (U, V')-koor-
dinataksene falle ssmmen med tids- og romaksen for partikkelens instantane
hvilesystem. Hvordan ser vi av uttrykket for linjeelementet at V-koordinaten
maler lengden langs romaksen, mens U-koordinaten, som betegnes som koor-
dinattiden, generelt ikke gir partikkelens egentid? For hvilken verdi pa V'
faller koordinattiden og egentiden sammen?

En kan se pa (U, V)-koordinatsystemet som et forsgk pa a binde de instan-
tane hvilesystemene langs banen sammen til et koordinatsystem som dekker
hele tidrommet. Forklar hvorfor dette ikke lar seg gjennomfgre overalt, idet
det oppstar en singularitet i koordinatsystemet i en viss avstand fra partik-
kelbanen.
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d) En stav beveger seg i sin egen lengderetning. Ved tidspunktet ¢ = 0 er
staven i ro, men den er akselerert. Lengden av staven malt i det stasjoneere
systemet er ved dette tidspunktet L. Staven beveger seg slik at det forreste
punktet har konstant akselerasjon malt i det momentane hvilesystemet.

Vi forutsetter at akselerasjonen av staven foregar slik at den infinitesimale
avstanden d¢ mellom nabopunkter pa staven, malt i det momentane hvi-
lesystemet er konstant. (Ingen strekning eller sammentrykning i det lokale
hvilesystemet.) Finn bevegelsen til det bakerste punktet pa staven i det sta-
sjoneere referansesystemet. Hvorfor kan staven ikke ha stgrre lengde enn en
maksimumslengde L,..7

Hvis det bakerste punktet pa staven har konstant akselerasjon, men staven
ellers akselereres som tidligere, er det da noen maksimalverdi pa L7

e) Et romskip forlater jorda ved tiden ¢ = 0 og beveger seg med konstant
akselerasjon ¢, lik jordens tyngdeakselerasjon, utover i verdensrommet. Finn
ut hvor langt romskipet har beveget seg i lgpet av 10 ar i romskipets egentid.

Fra jorda sendes det radiosignaler til romskipet. Pavis at radiosignaler som
sendes etter et tidspunkt 7' ikke vil na romskipet til tross for at signalene
beveger seg med lyshastigheten. Finn 7. Ved hvilket tidspunkt er radiosig-
nalene blitt sendt fra jorda, nar de mottas ombord pa romskipet 10 ar etter
avreisen (romskipets egentid)?

Beregn frekvensen til radiosignalene som mottas i romskipet, uttrykt ved
frekvensen 1y som de er sendt ut med, og tidspunktet ¢y nar de ble sendt fra
jorda, og undersgk hvordan den forandres nar to — T

Oppgave G2: Kovariant derivert

a) Anta at A", transformerer som en tensor. Vis at A", vil transformere
som en vektor, mens A**, ikke vil gjgre det. (Summasjon over gjentatte
indekser.)

b) Vis ut fra uttrykket

1
FMV}\ - 5 (guu,)\ + Gurpy — gu)\,u) (G3)

at I'*,, ikke er noen tensor.
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c) Antaat A*(x) er et vektorfelt. Vis at A*, = 24 ikke transformerer som

loking
en tensor, mens den kovariant deriverte,

AM;V = AM,V + l—wowAaa
gjor det.

d) Visat
Guvh = 0.

e) Pavis at kovariant derivasjon virker pa folgende mate:

(A"B,)., = A" \B, + A"B,,.

f) Vis at den kovariante divergens kan uttrykkes ved

N0}

V-A=

1
At = ——0
n o] u(

hvor g er determinanten til den metriske tensoren, g = det(g,. ).

at 0ng = G0 = 99" Gua-)
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OPPGAVEARK H

Oppgave H1: Parallellforskyvning

a) En kurve P()\) gar gjennom et punkt P = P(0). I dette punktet er det
definert en vektor A. Denne vektoren parallellforskyves langs kurven, slik at
vi i hvert punkt P()) far definert en vektor A()). Uttrykk betingelsen om
parallellitet av vektorene langs kurven som en likning for vektorens kompo-
nenter A*(\). Vis at ved en infinitesimal forskyvning dz* er forandringen i
vektorens komponenter gitt ved

dAF = —Ty, (z) ANz (H.1)

b) En lukket kurve har form av et infinitesimalt parallellogram med sider
da og db. Hjgrnene pa parallellogrammet betegnes i fortlopende rekkefplge
med A, B, C' og D. En vektor A parallellforskyves fra A og C' langs de to
kurvene ABC og ADC'. Vis at resultatet i de to tilfellene generelt ikke er det
samme. Benytt dette til a pavise at forandringen av Aved & parallellforskyve
vektoren langs den lukkede kurven ABC'DA er

§A* = —R5.5APda”db’, (H.2)

hvor R%g,s er Riemanns krumningstensor.

Oppgave H2: Geodetisk avvik

En geodetisk kurve x*(s) er parametrisert med veilengden s som parameter
(ds* = datdz,,). I neerheten av denne kurven ligger en annen geodetisk kurve
x'*(s) = x*(s) + n*(s), hvor n* er en liten stgrrelse. Tangentvektorene t* =
e da'n

e -— for de to kurvene avviker ogsa lite fra hverandre, th =
th + Attt Attt < 1.

Vi studerer et lite utsnitt av de kurvene, for parameterverdier mellom s og
s+ As, som vist pa figuren neste side. Ved a parallellforskyve vektorer langs
sidene i det tilneermete parallellogram AA’ B’ B, skal vi beregne storrelsen %.

For enkelhets skyld innfgrer vi symbolet Pgy for parallellforskyvning langs
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linjestykket BA, altsa slik at vg = Pgat4 er den vektoren som fremkommer
ved a parallellforskyve vektoren v/4 fra A til B. Tilsvarende symboler benyttes
for de andre linjestykkene. I tillegg indiserer vi vektorene med det punkt hvor
vektoren er definert. (Eks. £ er tangentvektoren i punkt A.)

Vi innfgrer storrelsen 7 = fl—’z. Vis at denne vektoren kan uttrykkes som

(tilsvarende uttrykk gjelder i punkt B). Vis videre at den kovariante deriverte
av denne vektoren kan uttrykkes ved ligningen
dr

%AS = PABFB — FA (H4)

(til forste orden i As).

Benytt de to ligningene ovenfor til a finne et uttrykk for 2—? som involve-

rer parallellforskyvning av tangentvektoren £, rundt den lukkede kurven
ABB'A’A). Vis ut fra dette at 7i(s), som gir avviket mellom de to geode-
tiske kurvene, oppfyller ligningen

d*n
€l ye, st =0 (H.5)

Skriv denne ligningen ogsa pa komponentform.
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FYS307 - V03
OPPGAVEARK 1

Oppgave I1: Et krumlinjet koordinatsystem i to dimensjoner

Metrikken pa en todimensjonal flate er i koordinatene u og v oppgitt som
ds® = vidu® + udv®. (L.1)

Vi skal vise pa to forskjellige mater at dette beskriver metrikken til det flate,
todimensjonale Fuklidske plan.

a) Utnytt sammenhengen
€y €y = Guv, (1.2)

ved a ta den ytre deriverte, til a bestemme konneksjonsformene ©*,. Beregn
krumningsformene R¥, og vis at de er identisk lik null.

b) Vis at metrikken kan bringes over pa formen
ds* = da® + dy? (L.3)

ved a finne en transformasjonsmatrise M™,, som gir sammenhengen mellom
basisvektorene €, og €, og kartesiske basisvektorer €, og €,.

Dette kan gjores ved a ta utgangspunkt i fglgende to sett likninger:

uv = gmanuMnua (14)
oM™, oM™,
o Ozt (15)

(Forklar hvor disse likningene skriver seg fra.)

Oppgave 12: Krumningstensoren til en kuleflate

Innfer et ortonormalt basisfelt pa en kuleflate, og bruk Cartan’s strukturlik-
ninger til a finne de fysiske komponentene til Riemanns krumningstensor pa
kuleflaten.
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Oppgave 13: Krumningsskalaren til et samtidighetsplan

Pa en roterende skive sa er det romlige linjeelementet gitt ved

T2

6> = dr® +

C

Innfer et ortonormalt basisfelt pa denne flaten og beregn Ricci’s krumnings-
skalar ved a bruke Cartan’s strukturlikninger.
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OPPGAVEARK J

Oppgave J1: Projeksjonstensoren

La den metriske tensoren for tidrommet i et koordinatsystem K ha kompo-
nenter g,,. En observatgr har 4-hastighet .

En vilkarlig vektor @ kan dekomponeres i en komponent @, parallelt med
og en komponent @, ortogonalt pa i, slik at @ = @) + a.

a) Vis at vi skrive:

7 Q)i ju? = —(@- D), (J.1)

+ (@ d)id (J.2)

=
—

Q
'_
Sl

Likning (J.2) kan omskrives vha. projeksjonstensoren

P=1I4+14®u (J.3)
der I er den vektorielle enhetsformen, som vi kan skrive

I =0,,w (J.4)
og u har komponenter u, = g, u".

Vis at (J.2) kan skrives
a,=P( ,d) (J.5)

slik at komponentene av @, og a er relatert via
al = P*,a" (J.6)

Siden u er tangentvektor til observatgrens verdenslinje, er P* a" projeksjo-
nen av d@ i det romlige samtidighetsplan ortogonalt pa tidvektoren i obser-
vatgrens lokale ortonormale basis.

b) Anta observatgren er i ro i K. Finn de blandete og de kovariante kom-
ponentene til P.
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c¢) La @ veere 4-akselerasjon til en partikkel. Hva slags bevegelse beskriver
den kovariante likningen P“V%V = 0. Forklar! (Hint: Finn tid- og romkom-
ponentene av denne likningen. I et instantant hvilesystem for partikkelen er

da/dr = (¢?,dg/dr) der 3-vektoren § er hvileakselerasjonen).

d) Betrakt et intervall dz* i tidrommet. Det har en komponent ortogonalt
pa en 4-hastighet « gitt ved do* = P*_dxz®. Det invariante romlige linje-
elementet dl er gitt ved df* = do,do*, og komponentene til den romlige
metriske tensoren, dvs. den metriske tensoren i det romlige planet ortogonalt
pa i, er definert ved d¢* = v, dz"dz". Finn v,, uttrykt ved g,,, og u®.

Finn spesielt v;; nar « er 4-hastighet til en observatgr som er i roi K.

Oppgave J2: Oppspalting av hastighetsfelt

I: Ikke-relativistisk hastighetsfelt

Vi studerer et hastighetsfelt ¥(7,¢). En partikkel beveger seg langs en bane
Z(t), med hastighet 0[Z(t),t]. Akselerasjon kan uttrykkes som

Dv
0= — J.7
i=— (J.7)
hvor g—f er den totalderiverte av hastighetsfeltet,
Dv  ov .
E = E—F(U'V)U. (JS)
Her er g—f den lokalt deriverte og
di
d_: = (7 V)7 (1.9)

er den konvektivt deriverte. Den lokalt deriverte beskriver endringen av ¢
med tiden i en fast posisjon. Den konvektivt deriverte skyldes posisjonsav-
hengigheten til hastighetsfeltet.

a) Vis at den konvektivt deriverte kan skrives pa matriseformen

dv vy Qv Oug

A A A

vy — Oy OUy  OUy

dt o ox Oy Oz Uy ( J.10 )
dvy vz Ovz  Ous v

dt or Oy 0z #
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b) Her er elementene i 3 x 3-matrisen komponentene til hastighetsfeltets
gradient. Spalt denne matrisen i tre deler, v; ; = 0;; +w;; + 0,5, der 0;; utgjer
trasen, w;; en antisymmetrisk del og o;; en trasefri, symmetrisk del. Her kalles
0;; ekspansjon, w;; rotasjon og o;; skjer.

II: Relativistisk hastighetsfelt

Vi studerer her et 4-hastighetsfelt @(Z) (hvor # na er et punkt i 4-rommet).
En partikkel beveger seg med 4-hastighet . 4-akselersjonen er gitt ved den
kovariant deriverte langs partikkelbanen,

du

= — J.11
¢ dr ( )

der 7 er egentiden til partikkelen. Den kan uttrykkes som
A = Ug; UM (J.12)

c) Hvaslags bevegelse har en partikkel med null 4-akselerasjon, som beveger
seg i et gravitasjonsfelt?

Projeksjonen av tensoren med komponenter u,. inn i det romlige samtidig-
hetsplan ortogonalt pa 4-hastigheten er

(ts) L = e PP, (1.13)

der P*  er komponentene til projeksjonstensoren (se oppg. J1).

d) Spalt denne i ekspansjon, rotasjon og skjeer pa tilsvarende mate som i
det ikke-relativistiske tilfellet.

e) Vis at uttrykkene for rotasjon og skjeer kan skrives
Wag = Ulag + ajatg), (koordinatbasis) (J.14)
Oap = Uwp) T Aalp) — Gaﬁ. (J.15)

f) Vi antar na at hastighetsfeltet beskriver bevegelsen til et fysisk referan-
sesystem, f.eks, gitt ved en samling partikler. Skriv ned forslag til kovariante
likninger som karakteriserer (lokalt) fglgende typer referansesystemer:

1. Ikke-roterende system
2. Stivt system

3. Inertialsystem
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OPPGAVEARK K

Oppgave K1: Ikke-relativistisk Kepler-bevegelse

a) Vi regner i forste omgang gravitasjonspotensialet i avstand r fra sola a
veere gitt ved V(r) = —GTM, med M som solmassen. Sett opp den klassiske
Lagrangefunksjonen i sfeeriske koordinater (r,0, ¢) for en planet med masse

m som beveger seg i dette feltet. Sola regnes a veere stasjoneer.

Hva er den fysiske betydningen av den kanoniske impulsen p, = €7 Hvor-
dan ser man av Lagrangefunksjonen at dette er en bevegelseskonstant? Finn
Eulerlikningen for 6 og vis at den kan bringes pa formen

i mrt0? + e =0 (K.1)
dt msin?6 /) ’

Vis ut fra denne likningen at planeten beveger seg i et plan ved a velge retning
pa z-aksen slik at vi ved et gitt tidspunkt, ¢ = 0, har 6 = 5 og 6 = 0.

b) Sett opp Eulerlikningen for r og benytt denne til a finne u = % som

funksjon av ¢. Vis at banene som beskriver bundne tilstander er ellipser.
Finn perioden T} for en sirkelbevegelse uttrykt ved radius R i sirkelen.

c) Hvis sola ikke er helt sfeerisk, men noe flattrykt, sa vil tyngdefeltet i
planet hvor sola har sin stgrste utstrekning modifiseres til

Vir)=—-——-—=. (K.2)

@ er en meget liten konstant. Vi antar at planeten beveger seg i planet hvor
dette uttrykket for V(r) er gyldig. Vis at sirkelbevegelsen fortsatt er mulig.
Hva er na sammenhengen mellom perioden T og radien R?

d) Vi antar na at bevegelsen avviker litt fra den rene sirkelbevegelse, u =
}—1% + w1, hvor u; < }—1%. Vis at uq varierer periodisk rundt banen,

uy; = ksin(fo). (K.3)

Finn f og pavis at banen dreier seg litt i rommet for hvert omlgp. Hvor stor
er vinkelen A¢ som planetbanen dreies pa ett omlgp?
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Konstanten @) kan skrives som @) = %JQGM R? hvor Jy er kvadrupolmoment-
parameter og R, er solradien. Observasjoner tyder pa at J, < 3-107°. Beregn
hvor stor dreining A¢ av banen til Merkur dette maksimalt kan fgre til, og
undersgk om det er nok til a forklare den observerte perihelbevegelsen til
Merkur-banen.

Oppgave K2: Den linezre felt-approksimasjonen

Vi antar at gravitasjonsfeltet er svakt, og innfgrer et neert kartesisk koor-
dinatsystem. Metrikken er gitt ved g,, = 1., + hy der n,, er Minkowski-
metrikken, h,, <1 og h,,\ er liten.

Einsteins feltligninger er R, — % g = 8mGT,,, der enhetene er valgt slik at

ws
c=1. R,, er Ricci tensoren og R = R’ 5 er den skalare krumningstensoren.

R,., = R%,,, der

o _ T« 1o} 1o} A o A
Rpe = s = Tuge + 10610 — T s (K.4)

er Riemanns krumningstensor.

I den lineaere approksimasjonen regnes bare til 1. orden i den metriske per-
turbasjonen h. Vis at Ricci tensoren da kan skrives:

RMV = (h,ua,ua + hzxa,,ua - h,uy,aa - h,;w) (K5)

N | —

der h = h,® = n®h,p.
Vis at Einsteins feltligninger i denne approksimasjonen kan skrives

[e% [e% @ aB By _
hw’y + hua,u — hW,a — oy — n,w(haﬁ’ — hﬁ ) = 167GT,, (K.6)
Denneﬁ ligningen kan forenkleg ved & innfgre stgrrelsen FLW = hy — %Wuh-
Anta h oppfyller betingelsen h ,,* = 0 (Lorenz gauge). Vis at feltligningen
da kan skrives

h, = —167GT,, (K.7)

MV7
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OPPGAVEARK L

Oppgave L1: Schwarzschild-Igsningen uttrykt i isotrope koordinater

a) En ny radiell koordinat p innferes slik at Schwarzschild-metrikken far
formen (med enheter slik at G = ¢ = 1)

-1
ds? = — (1 - %) dt* + (1 - %) dr? + r?d$y’ (L.1)
2M
- (1 B @) dt* + f(p)(dp” + ) (L.2)

der dQ? = df? +sin® fd¢?. Bestem funksjonene r(p) og f(p), og skriv opp det
eksplisitte uttrykk for linjeelementet med p som radiell koordinat.

b) Hvilken verdi har p pa Schwarzschild-horisonten, » = 2M? og i origo,
r = 07 Schwarzschild-koordinatene t og r bytter roller som tid- og radiell-
koordinat nar r < 2M Hvordan oppfgrer t og p seg innenfor horisonten.

Oppgave L2: Gravitasjonsfeltet utenfor en punktmasse i ro

En punktmasse med masse m befinner seg i origo i det naer kartesiske koor-
dinatsystemet fra oppgave K2. Dens energi-impuls tensor er Thy = md(7),

T,; =0 (n=1{0,i}), der §(7) er den tredimensjonale §-funksjonen.

a) Vis at nar vi skriver feltligningene i den linare feltapproksimasjonen pa
formen

hywo® = —167GT), (L.3)
sa har de i dette tilfelle lgsningen
- 4G
hoo = m’ der 7= (2> +¢y*+ 22)1/2 (L.4)
r
hi = 0. (L.5)

b) Vis at hy = hu — in,h og finn formen til det infinitesimale linje-
elementet utenfor punktmassen.
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c) Innfer sfeeriske koordinater og sammenlign med de oppgitte linje-elementene
i L1 a) nar disse metrikkene skrives til 1.orden i M/r (eventuelt M/p). Hva
observerer du?
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OPPGAVEARK M

Oppgave M1: Romskip som faller i et sort hull

a) I denne oppgaven brukes enheter slik at lyshastigheten ¢ = 1. Vi tenker
oss et romskip (A) som faller radielt inn i et (Schwarzschild) sort hull med
masse M = 5M. Hva er Schwarzschild-radius til det sorte hullet? Sett opp
bevegelseslikningene for romskipet i Schwarzschild-koordinatene r og ¢, med
egentid 7 som baneparameter. Ved tidspunktet ¢ = 7 = 0 befinner romski-
pet seg i posisjon 7 = 10'°m. Total energien er lik romskipets hvileenergi.
Lgs likningen for r med disse randbetingelsene. Hvor lang (egen)tid bruker
romskipet pa a na Schwarzschild-radius, og hvor lang tid bruker den pa a na
til singulariteten.

b) Vis at romskipet, idet Schwarzschild-radius passeres, maksimalt bruker
tiden A7 = 7GM pa a na inn til singulariteten, samme hvordan romskipet
mangvreres. Hvordan skal det mangvreres for a maksimalisere denne tiden?
(Hint: Vis ut fra uttrykket for linjeelementet i Schwarzschild metrikken at
dr < dr/+/rs/r — 1 nar romskipet befinner seg pa innsiden av Schwarzschild
radien r;.)

c¢) Romskipet (A) har radiokontakt med en romstasjon (B) som er sta-
sjoneer i punktet rg = 1 lysar. Radiosignalene sendes med jevne tidsinterval
AT og fast frekvens w bade fra A og B. Mottakeren i A mottar signaler med
frekvens w4 og mottakeren i B signaler med frekvens wg. Beregn w4 og wp
som funksjoner av romskipets posisjon. (Hint: Gjor utregningen i to trinn.
Finn forst ut forandringen i frekvens mellom to stasjongere inertialsystem i
punktene rg og r4 (romskipets posisjon). Beregn deretter frekvensforandrin-
gen ved overgang til et inertialsystem med romskipets hastighet.) Undersgk
om det skjer noe spesielt med frekvensene wy og wg idet romskipet passer-
er Schwarzschild-radius. Benytt resultatene til a diskutere hvordan det som
skjer i romskipet oppfattes for romstasjonene, og omvendt.
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Oppgave M2: Merkurs perihel-presesjon og den kosmologiske konstanten

a) [ det tilfellet at den kosmologiske konstanten A er forskjellig fra null, far
Einsteins likninger i vakuum formen F;; = —Ag;,. Generaliser Schwarzschild-
lgsningen for dette tilfellet ved a vise at metrikken blir

2M 1 dr?
ds® = —(1 — == — ZAr?)dt?
= = A T

5+ r2d§)?, (M.1)

der enheter slik at ¢ = G =1 er brukt.

b) Vis at banelikningen for frie partikler i metrikken som er funnet i a) har

formen (her er u = 1)

d? M
S bu= 4 3Mu? -

. M.2
do? L2 3023 (M.2)

L er partikkelens impulsmoment pr. masseenhet.

¢) Finn perihel-presesjonen pr. omlgp som denne banelikningen leder til.
(Hint: Anta at banen kan beskrives som en perturbasjon om en sirkelbane.)

d) Beregningene uten A-leddet gir overensstemmelse med observasjon med
en ngyaktighet pa 1” pr. arhundre. Hvilken begrensning gir dette pa stgrrelsen
til A?
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OPPGAVEARK N

Oppgave N1: Tidrommet inni og utenfor et roterende kuleskall

Et sfeerisk kuleskall med masse M og radius R roterer med konstant vinkel-
hastighet w,. I denne oppgaven skal metrikken inni og utenfor skallet finnes
som lgsning av feltlikningene i den lineaere feltapproksimasjonen (oppg K2)

V2has = —167T,p5 (N.1)

der h,p er den metriske perturbasjonen av Minkowski metrikken, dvs. h,gs
er uttrykt i tilnsermet kartesiske koordinater (t,z,y, z). Rotasjonen antas a
veere ikke-relativistisk, slik at beregningene kun gjores til 1. orden i Rw;.

Anta at skallet kan betraktes som stgv, slik at energi-impuls tensoren er gitt
ved

T = pu,, p=MS§r—R)/4ATR?
(—1, —Rw; sin 0 sin ¢, Rw; sin 0 cos ¢, 0) (N.2)

Uy,

der
x=rsinfcosp, y=rsinfsing, 2 =rcosf (N.3)

a) Bestem metrikken innenfor og utenfor kuleskallet og vis at

2M 2M
ds* = — (1 — —) dt* + (1 + f) (dz?* + dy* + d=?)

R
M
—2%7»2 sin2 dodt, <R

2M 2M
ds* = — (1 — —) dt* + (1 + —) (d?® + dy* + d=?)
T

r

4
—7J sin?dodt, r >R (N.4)

der J = (2/3) M R*w er skallets impulsmoment. (Hint: Beregn go, ved forst
& finne hg,. Pga. aksialsymmetrien er goy = g;(/; [goy]e=0- Anta at hg, har
formen hg, = f(r)sin 6 cos ¢.)
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b) Vis at Kerr-metrikken reduseres til den som er funnet under a), for
r > R, nar r > M. (Hint: Ekspander Kerr-metrikken til 1. orden i J/Mr,
innfgr sa isotrope koordinater (rr — p, se oppg L1) og ekspander resultatet til
1. orden i M/p.) Bruk resultatet til a vise at konstantan a i Kerr-metrikken
er lik kuleskallets spinn pr. masseenhet.

¢) Finn vinkelhastigheten

WL, = —gos/ Joe (N.5)

som lokale inertialsystemer roterer med, i forhold til inertialsystemer langt
borte.

Oppgave N2: Kinematikk i Kerr-tidrommet

Et elektrisk ngytralt, roterende sort hull kalles et Kerr sort hull. Nar tidrom-
met utenfor et Kerr sort hull beskrives i Boyer-Lindquist (BL) koordinater
tar linje-elementet formen

ds? = —e¥dt® + dr? + e dp* + e* (dp — wdt)?, (N.6)
der
2A 2
o — /)22 RS T pZ’ e = p?
32 2M
eV = (—2) sin?f, w= L 2(17’
P 9o %

p° = r*+a’cos’d, A=r*+a>-2Mr, X*=(?+d*)?—-a*Asin’0
Her er M hullets masse og a dets spinn pr. masseenhet.

a) Betrakt lys som beveger seg i positiv og negativ ¢-retning. Hvilken koor-
dinathastighet
d¢

har lyset?

Vi vil na underspgke Sagnac-effekten i Kerr-tidrommet. En sender-mottaker
er festet til et fast punkt i BL-koordinatsystemet. Lyssignaler med frekvens
v sendes ved hjelp av speil i begge retninger langs sirkelen r = rq, 0 = 7/2.
Finn faseforskjellen for lys som har gatt i motsatte retninger, nar signalene
treffer mottakeren.
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Resultatet viser at BL-koordinatsystemet likner et roterende koordinatsys-
tem nar en befinner seg i en endelig avstand r fra det sorte hullet. Ser koor-
dinatsystemet ut til a rotere nar man befinner seg uendelig langt ute?

b) Betrakt en fri partikkel i Kerr-tidrommet. Anta den beveger seg i ¢-
retningen, med en vinkelhastighet

Q= do/dt (N.8)

i forhold til BL-koordinatene. Sett opp Lagrangefunksjonen L til partikkelen
og finn dens impulsmoment,

Py = OL/9. (N.9)
Hvor stor vinkelhastighet har en partikkel med null impulsmoment?

¢) En observatgr med null impulsmoment kalles en ZAMO (Zero Angu-
lar Momentum Observer). Betrakt spesielt en ZAMO med faste r- og 6-
koordinater. Er en slik ZAMO i fritt fall?

I det folgende brukes betegnelsen ZAMO om de spesielle observatgrene med
faste - og f-koordinater. Innfgr et ortonormalt basisfelt (€}, €/, €, €, é/)’ der
€y er 4-hastigheten til en ZAMO. De duale basis en-formene er

v v ot 7 r

w =e'w, w' =e'w,

gél = M, g‘i/ = e¥(w? — wwh). (N.10)
Vis at

6_%/ — e*”(é’t + wé’¢>’ 6_;2/ = 67“57,

gé/ = eiAé’g, é;i’ = eiwé;b, (N.ll)

der (€, €., €y, €,) er koordinatbasisvektorene i BL-koordinatsystemet.

Vis at den fysiske hastigheten til partikkelen i punkt b), malt av en ZAMO,
er

v? = eV (Q —w). (N.12)
Hva er hastigheten vgb/ til et fast koordinatpunkt malt av en ZAMO?
d) Innfer et ortonormalt basisfelt gitt ved uttrykkene
€ = (—900)71/250, € = (’Yii)fl/z[gi — (9i0/900) €] (N.13)

39



der
Yii = Gii — 91‘20/ goo
Vis at

€ = He e, e =e e,

e = e e, € = A e Ve, + f?e*”vglé}, (N.14)

der v = (1 — (v(?/)2)*1/ 2. Finn de duale basis en-formene. Vektoren €; er 4-
hastigheten til en partikkel i ro i BL-koordinatsystemet, dvs. til en statisk
partikkel.

e) Finn den fysiske hastigheten v® til partikkelen fra punkt b), malt av

en statisk observatgr. Hvilken sammenheng er det mellom v‘ﬁ/, v‘i, og vg/?
Vis at det ortonormale basisfeltet assosiert med en statisk observatgr og det
assosiert med en ZAMO er forbundet med en Lorentz transformasjon.
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Oppgave O1: Den kosmiske frekvensforskyvning

Vi skal i denne oppgaven studere den kosmiske rgdforskyvningen i et ekspan-
derende univers og vise at denne, for sma avstander mellom sender og mot-
taker, kan deles i en kinematisk og en gravitasjonell del.

I medfglgende koordinater kan metrikken i det ekspanderende univers skrives
pa formen

ds® = —dt* + a*(t)[dx* + r* (x)d?). (0.1)

En observatgr O plasseres i origo av koordinatsystemet med x = 0. Obser-
vatgren mottar lys fra en galakse G i posisjon y.. Avstanden fra O til G
er

D = a(t)xe (0.2)

Lyset som sendes ut ved tidspunktet t., nar O ved tidspunktet ty. G’s hast-
ighet ved tidspunkt ¢, er

Ve =deXe,  Ge = (da/dt)i=, (0.3)
Hubble parameteren ved tidspunktet ¢, er
Hy =ao/ap, ag=alty), ao= (da/dt)i, (0.4)
Deselerasjonsparameteren ved tidspunkt ¢y er
Go = —apao/ad,  do = (d*a/dt?)—y, (0.5)

Vi antar at avstanden fra O til G er liten 1 forhold til universets radius. Vis
at denne antagelsen kan uttrykkes slik:

Ho(ty —t.) < 1. (0.6)

Ta med ledd til 2. orden i Hy(tg — t.) i alle rekkeutviklinger du far bruk for
i det fglgende.

Bolgelengde-forskyvningen til lys som utsendes med bglgelengden A\, og mot-
tas med bglgelengde Ay, males ved storrelsen

2= (Ao = Ac)/Ae. (0.7)
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Vis at den kosmiske bglgelengde-forskyvning for lys som sendes fra G til O
kan skrives som a
z=——1, (0.8)

Qe
og til 2. orden i Hy(tg — t.),

1
z = Hy(ty —t.) + (1 1 5qo) H3(ty — t.)*. (0.9)

Vi innfgrer na to stgrrelser zx og zg, en kinematisk og en gravitasjonell frek-
vensforskyvning, definert pa folgende mate. zx er forskyvning i bolgelengde
for lys utsendt av G' og mottatt av en observater A som er i ro i forhold til
O og som befinner seg i samme posisjon som G. Dvs. A har en hastighet V, i
forhold til G. zg er forskyvning i bglgelengde for lys utsendt av A og mottatt
av O.

Vis at z & 2 + 2¢ nar zxg < 1 og z¢ < 1. Finn zg ved a ta utgangspunkt i
likningen for Doppler effekten fra den spesielle relativitetsteorien

o = (14 Ve) /(L= VoIV — 1. (0.10)
Vis, ved a bruke uttrykkene for z og zg, at
1
zZq = —aqOHg(tQ - te)Q. (Ol].)
Tolk fortegnet til zg og gi en fysisk forklaring pa det.

Universet er massedominert ved tidspunkt ¢y, slik at p < p, der p er trykket
og p massetettheten i universet. Vis at Friedmanns likninger med p = 0,
A =0, der A er den kosmologiske konstanten , gir

q@H; = —Gpo,  po=p(to). (0.12)

Definer nullniva for det kosmiske gravitasjonspotensial i O’s posisjon. Be-
regn, i den Newtonske tilnsermelsen, det kosmiske gravitasjonspotensial ¢, i
senderens posisjon, og vis at

26 = — . (0.13)

Oppgave O2: Gravitasjonskollaps

I denne oppgaven vil gravitasjonskollaps bli beskrevet ved Oppenheimer-
Snyder lgsningen av Einsteins feltligninger.
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Ved a lgse Einstein’s feltligninger for vakuum utenfor et sfeerisk symmetrisk
legeme, dvs. for en metrikk av formen

ds? = =2 g2 4 250D 4r? 4 12402, (0.14)

finner man at lgsningen alltid kan reduseres til den statiske Schwarzschild
metrikken,

oM oM\ !
ds? = — (1 - —) dt? + (1 — —) dr? + r2dQ?. (0.15)
T T

Dette kalles Birkhoff’s teorem.

I denne oppgaven skal du finne en lgsning av Einstein’s feltligninger som
beskriver sfeerisk symmetrisk gravitasjonskollaps. Lgsningen skal beskrive
tidrommet bade utenfor stjernen og inni den. For a kunne knytte sammen
de to delene av lgsningen, ma den indre- og den ytre metrikken beskrives i
samme koordinater. Vi antar at den indre lgsningen har samme form som en
Friedmann lgsning. Friedmann lgsningene er beskrevet i medfslgende koor-
dinater, dvs. fritt fallende partikler har konstante romlige koordinater.

De innfallende koordinatene betegnes (r/, 7). Her er 7 egentiden til en fritt
fallende partikkel, som starter fra ro i det uendelig fjerne. Disse koordinatene
er knyttet sammen med Schwarzschild-koordinatene ved betingelsen

!/

r"=r for 7=0. (0.16)

a) Vis at transformasjonen mellom Schwarzschild-koordinater og de innfal-
lende koordinater utenfor stjernen er

o= M),

(r/2M)Y/? + 1
(r/2M)/2 =1

r

2M

1/2
t = T—4M( ) 4+ oMn

der M er Schwarzschild-massen til stjernen. Vis at Schwarzschild-metrikken
i disse koordinatene tar formen

3 —2/3
ds? = —d7? + |:1 _ §<2M)1/2TTI_3/2:| d’T’/Q
3 4/3
+ [1 - 5(2M)1/27'r'_3/2] 2 d0?. (0.17)

Vis at metrikken ikke er singulser ved Schwarzschildradien. Hvor er den sin-
gulaer?
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b) Anta at stjernen har en posisjonsuavhengig tetthet p(7) og at trykket i
stjernen er null. (Et positivt trykk gker tendensen til kollaps.) Anta videre
at tidrommet i stjernen er beskrevet ved en Friedmann lgsning med Euklidsk
romlig geomtri (k = 0). Finn lgsningen. Stjernens radius ved tidspunktet
T=0er Ry.
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