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IN2070
Segmentering ved terskling

Kap 10.3
• Global terskling
• Generelle histogramfordelinger og klassifikasjonsfeil
• To populære tersklingsalgoritmer
• Bruken av kanter, og effekten av ”støy” og glatting
• Lokal terskling

Disse notatene er basert på F. Albregtsens segmenteringsnotater
fra 2016.  Originalnotatene fra 2016 inneholder mange interessante

detaljer, og de anses som kursorisk pensum!
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Hva er segmentering?

• Segmentering er en prosess som deler 
opp bildet i meningsfulle regioner. 

• Segmentering er et av de viktigste 
elementene i et komplett bildeanalyse-
system.

• I segmentering får vi fram regioner og 
objekter som senere skal beskrives og 
gjenkjennes. 

• I det enkleste tilfellet har vi bare to 
typer regioner:
– Forgrunn
– Bakgrunn Eksempel: 

finne symboler for OCR
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Segmenterings-problemer
• Problemet blir banalt hvis vi bare har en objekt-region, 

og denne er homogen.
• Men vi har som regel 

flere objekter i bildet.
• Objektene er sjelden helt like, 

selv om de er av samme type.
• Ofte har vi flere typer/klasser 

av objekter samtidig.
• Belysningen kan variere 

over bildet.
• Refleksjon, farge etc. kan 

variere over objekter i bildet. Hva og hvor er objektet 
i dette bildet?
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To segmenterings-kategorier

• Vi skiller mellom to kategorier av metoder, basert på 
hhv. likhet og diskontinuitet mellom pikslene i bildet. 

1. Ved terskling og region-basert segmentering får vi fram 
de pikslene som ligner hverandre. 

Dette gir alle pikslene i objektet.
2. Ved kant-basert segmentering finner vi 

basis-elementer i omrisset til objektene:
• Kant-punkter, linje-punkter, hjørne-punkter..
• I neste steg: 

• Tynner brede kanter
• Lenker punktene sammen 
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Dagens verktøy: Terskling

• Hvis vi har grunn til å anta at objektene f.eks. er lysere enn 
bakgrunnen, kan vi sette en terskel T og lage oss et binært ut-
bilde g(x,y) ved mappingen: 

• Da har vi fått et ut-bilde g(x,y) med bare 
to mulige verdier.

• Vi tolker nå piksler med g(x,y)=1 
som objekt-piksler.

• Vi har gjort en global pikselvis klassifikasjon basert på 
pikselintensitet alene
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Terskling, eksempel
• Anta at et bilde har to 

intensitets-områder: 
forgrunn og bakgrunn.

• Histogrammet vil da vise to 
topper, gjerne med et ”dal-
søkk” mellom. 

• Avhengig av hvor mye 
forgrunn vi har i forhold til 
bakgrunn, kan det hende vi 
ikke ser to topper.

• Nøkkelspørsmål: Hvor skal 
vi legge terskelen?



Terskling av egenskapsbilde
• Terskling er ofte noe som gjøres på et bilde hvor 

teksturegenskapene til objektene vi er interessert i 
har blitt fremhevet
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Original

Fremhevet 
objekttekstur

Mer om dette i IN5520!



Pikselklassifikasjon basert på gråtone
• Anta at vi har histogrammene til bakgrunn og forgrunn hver for seg, 

henholdsvis h1 og h2
– Histogrammet for hele bildet er da h=h1+h2

• La oss så klassifisere pikslene kun basert på gråtone
– For hver gråtone må vi bestemme om en slik piksel skal klassifiseres til 

forgrunn eller bakgrunn
– Minimerer totalt antall feilklassifiserte piksler om vi velger ”forgrunn” for en 

intensitet ”i” om h2(i)>h1(i)   (Hvorfor?!)
– Da vil antall feilklassifiserte piksler være
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Hadde vi hatt h1 og h2, 
ville altså en 

”optimal” klassifikator
vært trivielt tilgjengelig!

Dagens viktigste «slide»!



Mulig fremgangsmåte: Finn h1 og h2
• Har vi h1 og h2 har vi altså alt vi trenger
• En mulig fremgangsmåte kan da være å anta enkle fordelinger for h1

og h2, og å finne de parametrene som gir modellhistogrammer som til 
sammen tilnærmer h best mulig

• Eksempelvis, anta to Gauss-fordelinger og tilpass:

• Vi skal se på en enklere variant hvor vi tilpasser to likeformede Gauss-
fordelinger og kun endre middelverdiene (Riddler & Calvards metode 
og Otsus metode)
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Summen av de to Gauss-kurvene
passer rimelig godt til det 

observerte histogrammet (blå linje)

Piksler med intensitet hvor 
rødt > grønt  

blir klassifisert til bakgrunn

En populær algoritme for slik tilpasning
kalles expectation-maximization (EM)

(Ikke pensum i dette kurset!)
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Noen begreper relatert til histogrammer

• La p1(i) og p2(i) være normaliserte bakgrunns- og forgrunns-
histogrammer

• La F og B være a priori sannsynlighet for bakgrunn og 
forgrunn (B+F=1)

• Det normaliserte histogrammet til bildet kan da skrives

• Vi har selvfølgelig h = (NM)p ,  h1 = (NM)Bp1 og  h2 = (NM)Fp2
der NM er antall piksler i bildet

)()()( 21 ipFipBip ⋅+⋅=

Merk: På noen av notatene er f(i) normalisert forgrunnshistogram, 
og b(i) normalisert bakgrunnshistogram
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Klassifikasjonsfeil ved terskling
• Andelen feilklassifiserte piksler:

– Andelen forgrunnspiksler klassifisert som bakgrunnspiksler
pluss andelen bakgrunnspiksler klassifisert som forgrunn

• For en gitt terskel t:

∫ ∫
∞−

∞

+=
t

t

dzzpBdzzpFtE )()()( 12

(Benytter ofte 
kontinuerlige variable, 

da våre histogrammodeller
ofte er definert for slike, 
jfr. normalfordelingen)
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Finn den T som minimerer feilen

• E(t) vil alltid ha et minimum der kurvene for forgrunns-
og bakgrunnshistogrammer krysser hverandre (hvorfor?)

• Kan også sette den deriverte lik 0 og vi får:

• Merk at dette er en generell løsning som gir minst feil.
• Det er ingen restriksjoner mht. fordelingene p1 og p2!

∫ ∫∞−

∞
+=

t

t
dzzpBdzzpFtE )()()( 12

)()(0)(
12 tpBtpF

dt
tdE

⋅=⋅⇒=

VIKTIG!
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Studie av to Gauss-fordelinger
• To Gauss-fordelinger med 

samme standardavvik, σ.
• D = μ2-μ1

• Like a priori sannsynligheter.
• D avgjør om vi ser to topper.

• Ulike a priori sannsynlighet.
• D avgjør om vi ser to topper.

• Veldig ulike sannsynligheter.
• Selv ved stor verdi for D ser vi 

ikke to topper.
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				mu1		24		mu2		40		D=		2

		6		sigma1		8		sigma2		8		sigma		8

		6		P1		0.25		P2		0.75

				0		0.0005539811		0.0001386465		0.0000001858		0.0000001396				0.0001387861

				1		0.000799765		0.0002001596		0.0000003445		0.0000002588				0.0002004183

				2		0.0011366953		0.0002844841		0.0000006287		0.0000004723				0.0002849564

				3		0.0015905227		0.0003980648		0.0000011295		0.0000008486				0.0003989134

				4		0.0021910376		0.0005483574		0.000001998		0.0000015009				0.0005498584

				5		0.0029714876		0.0007436829		0.0000034793		0.0000026137				0.0007462967

				6		0.0039674565		0.000992947		0.0000059648		0.000004481				0.000997428

				7		0.0052151232		0.0013052042		0.0000100676		0.0000075631				0.0013127673

				8		0.0067488709		0.0016890598		0.0000167288		0.0000125672				0.001701627

				9		0.0085982846		0.002151918		0.0000273665		0.0000205586				0.0021724766

				10		0.0107846649		0.0026991098		0.0000440745		0.0000331103				0.0027322201

				11		0.0133172836		0.0033329557		0.0000698827		0.0000524983				0.0033854541

				12		0.0161896996		0.0040518437		0.0001090853		0.0000819488				0.0041337925

				13		0.0193765333		0.004849422		0.0001676399		0.000125937				0.004975359

				14		0.0228311359		0.0057140155		0.000253631		0.0001905366				0.0059045521

				15		0.0264845809		0.006628374		0.0003777823		0.0002838034				0.0069121773

				16		0.0302463408		0.0075698407		0.0005539811		0.0004161701				0.0079860108

				17		0.0340068751		0.0085110006		0.000799765		0.0006008117				0.0091118124

				18		0.0376421793		0.0094208189		0.0011366953		0.0008539257				0.0102747446

				19		0.0410201214		0.0102662264		0.0015905227		0.0011948568				0.0114610832

				20		0.0440081662		0.0110140532		0.0021910376		0.0016459848				0.012660038

				21		0.0464818871		0.0116331586		0.0029714876		0.0022322864				0.013865445

				22		0.048333515		0.0120965709		0.0039674565		0.0029804934				0.0150770644

				23		0.0494797113		0.0123834329		0.0052151232		0.0039177847				0.0163012175

				24		0.0498677855		0.0124805573		0.0067488709		0.0050699901				0.0175505474

				25		0.0494797113		0.0123834329		0.0085982846		0.0064593349				0.0188427678

				26		0.048333515		0.0120965709		0.0107846649		0.0081018211				0.020198392

				27		0.0464818871		0.0116331586		0.0133172836		0.0100044137				0.0216375723

				28		0.0440081662		0.0110140532		0.0161896996		0.012162274				0.0231763271

				29		0.0410201214		0.0102662264		0.0193765333		0.014556336				0.0248225624

				30		0.0376421793		0.0094208189		0.0228311359		0.0171515554				0.0265723743

				31		0.0340068751		0.0085110006		0.0264845809		0.0198961523				0.028407153

				32		0.0302463408		0.0075698407		0.0302463408		0.0227221191				0.0302919598

				33		0.0264845809		0.006628374		0.0340068751		0.0255471653				0.0321755392

				34		0.0228311359		0.0057140155		0.0376421793		0.0282781342				0.0339921497

				35		0.0193765333		0.004849422		0.0410201214		0.0308157635				0.0356651855

				36		0.0161896996		0.0040518437		0.0440081662		0.0330604883				0.037112332

				37		0.0133172836		0.0033329557		0.0464818871		0.0349188348				0.0382517905

				38		0.0107846649		0.0026991098		0.048333515		0.036309843				0.0390089528

				39		0.0085982846		0.002151918		0.0494797113		0.0371709061				0.0393228241

				40		0.0067488709		0.0016890598		0.0498677855		0.0374624412				0.0391515009

				41		0.0052151232		0.0013052042		0.0494797113		0.0371709061				0.0384761103

				42		0.0039674565		0.000992947		0.048333515		0.036309843				0.03730279

				43		0.0029714876		0.0007436829		0.0464818871		0.0349188348				0.0356625177

				44		0.0021910376		0.0005483574		0.0440081662		0.0330604883				0.0336088457

				45		0.0015905227		0.0003980648		0.0410201214		0.0308157635				0.0312138283

				46		0.0011366953		0.0002844841		0.0376421793		0.0282781342				0.0285626183

				47		0.000799765		0.0002001596		0.0340068751		0.0255471653				0.0257473248

				48		0.0005539811		0.0001386465		0.0302463408		0.0227221191				0.0228607656

				49		0.0003777823		0.0000945487		0.0264845809		0.0198961523				0.019990701

				50		0.000253631		0.000063477		0.0228311359		0.0171515554				0.0172150324

				51		0.0001676399		0.0000419557		0.0193765333		0.014556336				0.0145982917

				52		0.0001090853		0.0000273011		0.0161896996		0.012162274				0.0121895751

				53		0.0000698827		0.0000174897		0.0133172836		0.0100044137				0.0100219034

				54		0.0000440745		0.0000110306		0.0107846649		0.0081018211				0.0081128517

				55		0.0000273665		0.0000068491		0.0085982846		0.0064593349				0.006466184

				56		0.0000167288		0.0000041868		0.0067488709		0.0050699901				0.0050741768

				57		0.0000100676		0.0000025196		0.0052151232		0.0039177847				0.0039203043

				58		0.0000059648		0.0000014928		0.0039674565		0.0029804934				0.0029819862

				59		0.0000034793		0.0000008708		0.0029714876		0.0022322864				0.0022331572

				60		0.000001998		0.0000005		0.0021910376		0.0016459848				0.0016464848

				61		0.0000011295		0.0000002827		0.0015905227		0.0011948568				0.0011951395

				62		0.0000006287		0.0000001573		0.0011366953		0.0008539257				0.000854083

				63		0.0000003445		0.0000000862		0.000799765		0.0006008117				0.000600898
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				mu1		20		mu2		44		D=		3

		6		sigma1		8		sigma2		8		sigma		8

		6		P1		0.25		P2		0.75

				0		0.0021910376		0.0005506067		0.0000000135		0.0000000102				0.0005506168

				1		0.0029714876		0.0007467334		0.0000000266		0.0000000201				0.0007467535

				2		0.0039674565		0.0009970199		0.0000000516		0.000000039				0.0009970589

				3		0.0052151232		0.0013105579		0.0000000987		0.0000000746				0.0013106325

				4		0.0067488709		0.001695988		0.0000001858		0.0000001404				0.0016961284

				5		0.0085982846		0.0021607447		0.0000003445		0.0000002603				0.002161005

				6		0.0107846649		0.0027101811		0.0000006287		0.000000475				0.0027106561

				7		0.0133172836		0.0033466269		0.0000011295		0.0000008534				0.0033474803

				8		0.0161896996		0.0040684636		0.000001998		0.0000015096				0.0040699732

				9		0.0193765333		0.0048693134		0.0000034793		0.0000026288				0.0048719422

				10		0.0228311359		0.0057374533		0.0000059648		0.0000045068				0.0057419601

				11		0.0264845809		0.0066555623		0.0000100676		0.0000076067				0.006663169

				12		0.0302463408		0.0076008907		0.0000167288		0.0000126396				0.0076135304

				13		0.0340068751		0.0085459112		0.0000273665		0.0000206771				0.0085665882

				14		0.0376421793		0.0094594614		0.0000440745		0.000033301				0.0094927624

				15		0.0410201214		0.0103083366		0.0000698827		0.0000528007				0.0103611373

				16		0.0440081662		0.0110592308		0.0001090853		0.0000824208				0.0111416516

				17		0.0464818871		0.0116808756		0.0001676399		0.0001266624				0.011807538

				18		0.048333515		0.0121461888		0.000253631		0.0001916341				0.0123378229

				19		0.0494797113		0.0124342274		0.0003777823		0.0002854381				0.0127196655

				20		0.0498677855		0.0125317502		0.0005539811		0.0004185674				0.0129503176

				21		0.0494797113		0.0124342274		0.000799765		0.0006042726				0.0130384999

				22		0.048333515		0.0121461888		0.0011366953		0.0008588445				0.0130050333

				23		0.0464818871		0.0116808756		0.0015905227		0.0012017395				0.0128826151

				24		0.0440081662		0.0110592308		0.0021910376		0.0016554661				0.0127146968

				25		0.0410201214		0.0103083366		0.0029714876		0.0022451449				0.0125534815

				26		0.0376421793		0.0094594614		0.0039674565		0.0029976618				0.0124571231

				27		0.0340068751		0.0085459112		0.0052151232		0.0039403521				0.0124862632

				28		0.0302463408		0.0076008907		0.0067488709		0.0050991944				0.0127000852

				29		0.0264845809		0.0066555623		0.0085982846		0.0064965422				0.0131521046

				30		0.0228311359		0.0057374533		0.0107846649		0.0081484895				0.0138859428

				31		0.0193765333		0.0048693134		0.0133172836		0.0100620415				0.0149313549

				32		0.0161896996		0.0040684636		0.0161896996		0.0122323316				0.0163007952

				33		0.0133172836		0.0033466269		0.0193765333		0.014640184				0.0179868109

				34		0.0107846649		0.0027101811		0.0228311359		0.0172503524				0.0199605335

				35		0.0085982846		0.0021607447		0.0264845809		0.0200107589				0.0221715036

				36		0.0067488709		0.001695988		0.0302463408		0.022853004				0.0245489919

				37		0.0052151232		0.0013105579		0.0340068751		0.025694323				0.0270048809

				38		0.0039674565		0.0009970199		0.0376421793		0.028441023				0.0294380429

				39		0.0029714876		0.0007467334		0.0410201214		0.0309932697				0.0317400031

				40		0.0021910376		0.0005506067		0.0440081662		0.0332509246				0.0338015313

				41		0.0015905227		0.0003996976		0.0464818871		0.0351199756				0.0355196732

				42		0.0011366953		0.000285651		0.048333515		0.0365189964				0.0368046473

				43		0.000799765		0.0002009806		0.0494797113		0.0373850194				0.037586

				44		0.0005539811		0.0001392152		0.0498677855		0.0376782337				0.0378174489

				45		0.0003777823		0.0000949365		0.0494797113		0.0373850194				0.0374799559

				46		0.000253631		0.0000637373		0.048333515		0.0365189964				0.0365827337

				47		0.0001676399		0.0000421278		0.0464818871		0.0351199756				0.0351621034

				48		0.0001090853		0.0000274131		0.0440081662		0.0332509246				0.0332783377

				49		0.0000698827		0.0000175615		0.0410201214		0.0309932697				0.0310108312

				50		0.0000440745		0.0000110759		0.0376421793		0.028441023				0.0284520989

				51		0.0000273665		0.0000068772		0.0340068751		0.025694323				0.0257012002

				52		0.0000167288		0.0000042039		0.0302463408		0.022853004				0.0228572079

				53		0.0000100676		0.00000253		0.0264845809		0.0200107589				0.0200132889

				54		0.0000059648		0.000001499		0.0228311359		0.0172503524				0.0172518514

				55		0.0000034793		0.0000008743		0.0193765333		0.014640184				0.0146410583

				56		0.000001998		0.0000005021		0.0161896996		0.0122323316				0.0122328336

				57		0.0000011295		0.0000002839		0.0133172836		0.0100620415				0.0100623253

				58		0.0000006287		0.000000158		0.0107846649		0.0081484895				0.0081486475

				59		0.0000003445		0.0000000866		0.0085982846		0.0064965422				0.0064966288
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To Gauss-fordelinger II
• Et eksempel:
• To Gauss-fordelinger

– bakgrunn : μ1 = 16 , σ1 = 3
– forgrunn : μ2 = 36 , σ2 = 8

• Normaliserte histogrammer:

• Skalerer med a priori sannsynligheter, 
f.eks.   P1 =0.2, P2 = 1-P1 = 0.8

• Dette kan forskyve både
– minimum i bildets histogram
– skjæringspunktet mellom fordelingene
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Terskling av to Gauss-fordelinger

• Anta at bakgrunns- og forgrunns-intensitetene 
følger hver sin Gauss-fordeling, b(z) og f(z),
slik at det normaliserte histogrammet kan skrives som

• F og B er a priori sannsynligheter for for- og bakgrunn
• µB og µF er middelverdiene for bakgrunn og forgrunn. 
• σB

2 og σF
2 er variansen for bakgrunn og forgrunn. 
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Optimal løsning – to Gauss-fordelinger

• Vi vet at optimal løsning ligger der hvor

• Vi setter inn for b(z) og f(z):

• Vi kan stryke √2π og ta logaritmen:

• Dette gir en annengrads-ligning i T: 

• Vi kan altså få to løsninger for T.
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To terskler – når kan det skje?
• Hvis standardavvikene i de to Gauss-fordelingene er forskjellige

– og skjæringspunktene mellom fordelingene 
(skalert med a priori sannsynlighet) 
ligger innenfor gråtoneskalaen i bildet

• En terskelverdi for 
hvert skjæringspunkt.

• Det er bare mellom
de to tersklene 
at flertallet av pikslene 
er bakgrunnspiksler!

0

0,032

0 8 16 24 32 40 48 56


Chart2

		0		0		0

		1		1		1

		2		2		2

		3		3		3

		4		4		4

		5		5		5

		6		6		6

		7		7		7

		8		8		8

		9		9		9

		10		10		10

		11		11		11

		12		12		12

		13		13		13

		14		14		14

		15		15		15

		16		16		16

		17		17		17

		18		18		18

		19		19		19

		20		20		20

		21		21		21

		22		22		22

		23		23		23

		24		24		24

		25		25		25

		26		26		26

		27		27		27

		28		28		28

		29		29		29

		30		30		30

		31		31		31

		32		32		32

		33		33		33

		34		34		34

		35		35		35

		36		36		36

		37		37		37

		38		38		38

		39		39		39

		40		40		40

		41		41		41

		42		42		42

		43		43		43

		44		44		44

		45		45		45

		46		46		46

		47		47		47

		48		48		48

		49		49		49

		50		50		50

		51		51		51

		52		52		52

		53		53		53

		54		54		54

		55		55		55

		56		56		56

		57		57		57

		58		58		58

		59		59		59

		60		60		60

		61		61		61

		62		62		62

		63		63		63

		0.25		0.5



0

0.0001663629

0.0001663629

0

0.0002002805

0.0002002805

0

0.000240173

0.000240173

0.0000000001

0.0002868885

0.0002868886

0.0000000004

0.0003413546

0.000341355

0.0000000016

0.0004045776

0.0004045793

0.0000000067

0.000477641

0.0004776477

0.0000000258

0.0005617004

0.0005617262

0.0000000929

0.0006579782

0.0006580711

0.0000003143

0.0007677535

0.0007680678

0.000000999

0.0008923508

0.0008933498

0.0000029824

0.0010331252

0.0010361076

0.0000083644

0.0011914446

0.001199809

0.0000220372

0.0013686685

0.0013907058

0.0000545427

0.0015661244

0.0016206671

0.0001268155

0.0017850803

0.0019118958

0.0002769905

0.0020267156

0.0023037061

0.0005683477

0.0022920885

0.0028604361

0.0010955188

0.0025821026

0.0036776214

0.0019837282

0.0028974713

0.0048811996

0.0033744354

0.0032386822

0.0066131176

0.0053923324

0.0036059613

0.0089982938

0.0080948497

0.0039992387

0.0120940885

0.0114155678

0.0044181162

0.015833684

0.0151231703

0.0048618379

0.0199850081

0.0188210895

0.0053292654

0.0241503549

0.0220040829

0.005818858

0.027822941

0.0241667573

0.0063286592

0.0304954165

0.0249338925

0.0068562903

0.0317901829

0.0241667573

0.0073989523

0.0315657096

0.0220040829

0.0079534359

0.0299575189

0.0188210895

0.0085161418

0.0273372314

0.0151231703

0.0090831089

0.0242062792

0.0114155678

0.009650053

0.0210656208

0.0080948497

0.0102124139

0.0183072636

0.0053923324

0.010765412

0.0161577444

0.0033744354

0.0113041117

0.0146785471

0.0019837282

0.011823492

0.0138072203

0.0010955188

0.0123185225

0.0134140413

0.0005683477

0.0127842431

0.0133525907

0.0002769905

0.0132158455

0.013492836

0.0001268155

0.0136087559

0.0137355714

0.0000545427

0.0139587148

0.0140132574

0.0000220372

0.0142618537

0.014283891

0.0000083644

0.0145147667

0.0145231311

0.0000029824

0.0147145736

0.014717556

0.000000999

0.0148589745

0.0148599735

0.0000003143

0.0149462944

0.0149466087

0.0000000929

0.0149755149

0.0149756078

0.0000000258

0.0149462944

0.0149463202

0.0000000067

0.0148589745

0.0148589813

0.0000000016

0.0147145736

0.0147145752

0.0000000004

0.0145147667

0.0145147671

0.0000000001

0.0142618537

0.0142618538

0

0.0139587148

0.0139587148

0

0.0136087559

0.0136087559

0

0.0132158455

0.0132158455

0

0.0127842431

0.0127842431

0

0.0123185225

0.0123185225

0

0.011823492

0.011823492

3.157669427212E-16

0.0113041117

0.0113041117

4.14196090998236E-17

0.010765412

0.010765412

5.1038972697958E-18

0.0102124139

0.0102124139

5.90818992619198E-19

0.009650053

0.009650053



Sheet1

				mu1		28		mu2		48		D=		2

		6		sigma1		4		sigma2		16		sigma		16

		6		P1		0.25		P2		0.5

				0		0		0		0.0002769905		0.0001663629				0.0001663629

				1		0		0		0.0003334624		0.0002002805				0.0002002805

				2		0.0000000001		0		0.0003998825		0.000240173				0.000240173

				3		0.0000000003		0.0000000001		0.0004776629		0.0002868885				0.0002868886

				4		0.0000000015		0.0000000004		0.0005683477		0.0003413546				0.000341355

				5		0.0000000066		0.0000000016		0.0006736126		0.0004045776				0.0004045793

				6		0.0000000269		0.0000000067		0.0007952614		0.000477641				0.0004776477

				7		0.0000001032		0.0000000258		0.0009352185		0.0005617004				0.0005617262

				8		0.0000003717		0.0000000929		0.0010955188		0.0006579782				0.0006580711

				9		0.0000012574		0.0000003143		0.0012782921		0.0007677535				0.0007680678

				10		0.0000039959		0.000000999		0.0014857438		0.0008923508				0.0008933498

				11		0.0000119297		0.0000029824		0.0017201301		0.0010331252				0.0010361076

				12		0.0000334576		0.0000083644		0.0019837283		0.0011914446				0.001199809

				13		0.0000881489		0.0000220372		0.0022788021		0.0013686685				0.0013907058

				14		0.0002181707		0.0000545427		0.0026075616		0.0015661244				0.0016206671

				15		0.000507262		0.0001268155		0.0029721182		0.0017850803				0.0019118958

				16		0.0011079621		0.0002769905		0.0033744354		0.0020267156				0.0023037061

				17		0.0022733906		0.0005683477		0.0038162753		0.0022920885				0.0028604361

				18		0.0043820752		0.0010955188		0.0042991423		0.0025821026				0.0036776214

				19		0.007934913		0.0019837282		0.0048242241		0.0028974713				0.0048811996

				20		0.0134977417		0.0033744354		0.0053923325		0.0032386822				0.0066131176

				21		0.0215693299		0.0053923324		0.0060038439		0.0036059613				0.0089982938

				22		0.0323793992		0.0080948497		0.0066586418		0.0039992387				0.0120940885

				23		0.0456622717		0.0114155678		0.0073560633		0.0044181162				0.015833684

				24		0.0604926816		0.0151231703		0.0080948498		0.0048618379				0.0199850081

				25		0.0752843587		0.0188210895		0.008873106		0.0053292654				0.0241503549

				26		0.0880163324		0.0220040829		0.0096882667		0.005818858				0.027822941

				27		0.09666703		0.0241667573		0.0105370741		0.0063286592				0.0304954165

				28		0.099735571		0.0249338925		0.0114155679		0.0068562903				0.0317901829

				29		0.09666703		0.0241667573		0.0123190877		0.0073989523				0.0315657096

				30		0.0880163324		0.0220040829		0.0132422905		0.0079534359				0.0299575189

				31		0.0752843587		0.0188210895		0.0141791831		0.0085161418				0.0273372314

				32		0.0604926816		0.0151231703		0.0151231704		0.0090831089				0.0242062792

				33		0.0456622717		0.0114155678		0.0160671193		0.009650053				0.0210656208

				34		0.0323793992		0.0080948497		0.0170034375		0.0102124139				0.0183072636

				35		0.0215693299		0.0053923324		0.0179241669		0.010765412				0.0161577444

				36		0.0134977417		0.0033744354		0.0188210897		0.0113041117				0.0146785471

				37		0.007934913		0.0019837282		0.0196858461		0.011823492				0.0138072203

				38		0.0043820752		0.0010955188		0.0205100607		0.0123185225				0.0134140413

				39		0.0022733906		0.0005683477		0.0212854748		0.0127842431				0.0133525907

				40		0.0011079621		0.0002769905		0.0220040831		0.0132158455				0.013492836

				41		0.000507262		0.0001268155		0.02265827		0.0136087559				0.0137355714

				42		0.0002181707		0.0000545427		0.0232409436		0.0139587148				0.0140132574

				43		0.0000881489		0.0000220372		0.0237456631		0.0142618537				0.014283891

				44		0.0000334576		0.0000083644		0.0241667575		0.0145147667				0.0145231311

				45		0.0000119297		0.0000029824		0.0244994313		0.0147145736				0.014717556

				46		0.0000039959		0.000000999		0.0247398556		0.0148589745				0.0148599735

				47		0.0000012574		0.0000003143		0.0248852413		0.0149462944				0.0149466087

				48		0.0000003717		0.0000000929		0.0249338927		0.0149755149				0.0149756078

				49		0.0000001032		0.0000000258		0.0248852413		0.0149462944				0.0149463202

				50		0.0000000269		0.0000000067		0.0247398556		0.0148589745				0.0148589813

				51		0.0000000066		0.0000000016		0.0244994313		0.0147145736				0.0147145752

				52		0.0000000015		0.0000000004		0.0241667575		0.0145147667				0.0145147671

				53		0.0000000003		0.0000000001		0.0237456631		0.0142618537				0.0142618538

				54		0.0000000001		0		0.0232409436		0.0139587148				0.0139587148

				55		0		0		0.02265827		0.0136087559				0.0136087559

				56		0		0		0.0220040831		0.0132158455				0.0132158455

				57		0		0		0.0212854748		0.0127842431				0.0127842431

				58		0		0		0.0205100607		0.0123185225				0.0123185225

				59		0		0		0.0196858461		0.011823492				0.011823492

				60		0		3.157669427212E-16		0.0188210897		0.0113041117				0.0113041117

				61		1.65678437812304E-16		4.14196090998236E-17		0.0179241669		0.010765412				0.010765412

				62		2.04155892533001E-17		5.1038972697958E-18		0.0170034375		0.0102124139				0.0102124139

				63		2.36327599063228E-18		5.90818992619198E-19		0.0160671193		0.009650053				0.009650053

						1.0000000085		0.25		0.8324886622		0.5





Sheet1

		





Sheet2

		





Sheet3

		







2022 | 08 IN2070 18

Hvor ligger optimal terskel?
• Vi har en annengradsligning i T:

• Hvis standard-avvikene i de to fordelingene er like 
(σB= σF= σ > 0) får vi en enklere ligning: 

• Hvis a priori sannsynlighetene F og B er omtrent like 
har vi en veldig enkel løsning:
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Ridler og Calvards metode:
Iterativ tilpasning av likeformede Gausser

• Anta to Gauss-fordelinger med forventninger μ1 og μ2, og med σ1≈σ2, og anta 
F≈B

• 1) Vi kjenner ikke den sanne μ1 og μ2 så vi starter med å gjette på en løsning
• 2) Beregner så en terskel ved T=(μ1+μ2)/2
• 3) Basert på denne terskelen, finner vi ny μ1 og μ2 som henholdsvis 

middelverdien til pikslene under og over terskelen

→ Dess mindre modellen passer med dataene, dess mer vil μ1 og μ2 endre seg

• Gjenta derfor 2) og 3) til den nye terskelen ikke endrer verdi (T konvergerer)

• Dette er en enkel og rask måte å finne parametrene μ1 og μ2 som gir 
fordelinger som tilnærmet best ”passer” histogrammet vårt, jfr. lysark 9

– Husk at vi antar σ 1≈σ 2 og F≈B

• Algoritmen beskrives i DIP s. (746) (også kjente under navnet k-means)
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Otsus metode:
Likeformet Gausstilpasning direkte søk

• Bakgrunnstankegang: Anta at bildet inneholder to 
populasjoner av piksler, slik at pikslene innenfor hver 
populasjon er noenlunde like, mens populasjonene er 
forskjellige.

• Målsetting:
Let igjennom alle gråtonene, og finn en terskel T slik at hver av 

de to klassene som oppstår ved tersklingen blir mest mulig 
homogene, mens de to klassene bli mest mulig forskjellige.

– Klassene er homogene: 
variansen i hver av de to klassene er minst mulig.

– Separasjonen mellom klassene er stor: 
avstanden mellom middelverdiene er størst mulig.
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Otsus metode – I/II
• For en gitt terskel t, la σ1

2(t) og σ2
2(t) være variansen til 

pikslene i henholdsvis bakgrunn og forgrunn, og σB
2(t) være 

(den vektede) variansen til middelverdiene:

• der P1 og P2 er sannsynligheten for bakgrunn og forgrunn 
(P1 = antall bakgrunnspiksler/totalt antall piksler i bildet, P2=1-
P1), og μ er (den totale) middelverdien i bildet

• Otsu foreslår at vi velger t som minimerer
σw

2(t) = P1σ1
2(t) + P2σ2

2(t)
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Otsus metode – II/II
• σW

2(t)+σB
2(t) = σTot

2 og er uavhengig av t (altså konstant)

• Å minimerer σw
2(t) er altså det samme som å maksimere σB

2(t)

• Vi kan altså likeså godt maksimere σB
2(t) (Ved å prøve alle 

terskler t)

• Divideres σB
2(t) med totale variansen får vi et kvantitativt mål 

på separabilitet:
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Otsus metode; i praksis
• Gitt et NxM pikslers bilde med G gråtoner.
• Finn bildets histogram, h(k), k= 0,1,2,..,G-1.
• Finn bildets normaliserte histogram:

• Beregn kumulativt normalisert histogram:

• Beregn kumulativ middelverdi, μ(k):

• Beregn global middelverdi, μ:

• Beregn variansen mellom klassene, σB
2(k):

• Finn terskelen der σB
2(k) har sitt maksimum.

• Beregn separabilitetsmålet, η(t):
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Hvis vi nå bare antar at P1=P2 …
• Et lite eksempel:
• For = μ1 = 20 og μ2= 44, 

med σ1 = σ2 = 8, 
så vil 
T = (μ1+μ2)/2= 32 
være en OK terskel, 
selv om P1 =0.6 ≠ P2.

• For P1 =0.9 ≠ P2
vil feilen bli ganske stor.
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Effekten av a priori sannsynlighet
• Total tersklingsfeil mot log10(P1/P2) 

for fire verdier av μ2-μ1 = Dσ:

D = 1 
D = 2  
D = 3  
D = 4 

• Feilen øker raskt ved
log10(P1/P2) ≈ 1

• => Otsus metode bør bare brukes 
når 0.1<P1/P2<10.

• Det samme gjelder for Ridler & Calvard.
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Bruk av kant-informasjon
• Hvordan kan vi unngå problemene som følger av at objekt 

og bakgrunn har ulik a priori sannsynlighet?
– Bruk bare piksler som ligger på eller nær overgangen mellom 

objekt og bakgrunn.
– Forholdet mellom a priori sannsynligheter blir da ≈ 1.

• Hvordan gjør vi det?
– Bruk en gradient-estimator, og terskle resultatet.
– Bruk en Laplace-operator (nullgjennomgang), og utvid resultatet.

• Dette er egentlig en sirkelslutning:
– For å forbedre tersklingen av objektet trenger vi objektets omriss.
– For å avgrense omrisset trenger vi en terskling.
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Eksempel I
• Gitt et bilde f(x,y) der objekt-arealet er relativt lite.
• Beregn et kantbilde

– Enten gradient-magnitude eller absoluttverdi av Laplace.
• Terskle kantbildet med en høy terskel.

-> ”maske-bilde” GT(x,y)
• Finn histogram av 

f(x,y) • GT(x,y)
• Finn optimal terskel 

med f.eks. Otsu.
• Anvend på f(x,y).
• Nær perfekt 

resultat.
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Eksempel II
• Vi ønsker å finne de lyse strukturene i f(x,y).
• Vanskelig histogram:

– Otsu ->”feil” terskelverdi
• Beregn abs(Laplace)
• Terskle (høy percentil)

-> ”maske-bilde” GT(x,y)
• Finn histogram av 

f(x,y) • GT(x,y).
• Finn optimal terskel 

med f.eks. Otsu.
• Anvend på f(x,y).
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Effekten av støy i bildet
• Gitt to-nivå gråtonebilde 

– G=256.
– A priori sannsynligheter ≈ 0.5.

• Støy
=> Mister bimodalitet.

• Global terskling 
=> Mange feilklassifiserte piksler.

• Støyfjerning +  terskling:
+ Bimodalt histogram 

=> bedre terskling
– Blurring av bildet

=> feil langs objekt-kanten.
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Flernivå-terskling
• Har vi flere klasser av objekter med forskjellig intensitet, 

så kan vi utvide dette til M gråtone-intervaller ved hjelp av 
M-1 terskler. 











−≤≤−

≤≤
≤≤

=

− 1),(hvis1
...

),(hvis1
),(0hvis0

),(

1

21

1

GyxftM

tyxft
tyxf

yxg

M



2022 | 08 IN2070 31

Flernivå Ridler & Calvards metode
• Ridler & Calvards metode kan generaliseres til M terskler:

• Nytt sett terskelverdier beregnes til alle terskler er stabile
– dvs til alle differansene |tn,k – tn,k-1|, 1≤n≤M, er mindre enn ΔT.

• Prosedyren konvergerer vanligvis raskt. 
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Flernivå Otsu-terskling
• Maksimeringskriteriet til Otsu, σB

2, kan generaliseres til M klasser 
(altså M-1 terskler):

• Finn de M-1 tersklene t1>t2>...>tM-1 som maksimerer uttrykket over
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Global, variabel eller adaptiv?

• Global terskling : 
– Samme verdi for T over hele bildet.

• Variabel terskling: 
– Verdien av T varierer over bildet.

• Lokalt adaptiv terskling: 
– T beregnes fra bildets lokale 

egenskaper 
(μ, σ, ...)

Ved Otsus metode:
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Eksempel – bimodalitet i lokale vinduer

Unimodal

Bimodal, skjevt forhold

Bimodal, ca 1:1
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Adaptiv terskling ved interpolasjon
• Globale terskler gir ofte dårlig resultat.
• Globale metoder kan benyttes lokalt.
• Dette virker ikke der vinduet bare inneholder en klasse!
• Mulig oppskrift:

– NIVÅ I: Del opp bildet i del-bilder
• For del-bilder med bi-modalt histogram, eller som for eksempel har 

godt Otsu-separasjonsmål:
– Finn lokal terskelverdi Tlokal(i,j)

– NIVÅ II: Piksel-for-piksel interpolasjon:
• Gå gjennom alle piksel-posisjoner

– bestem adaptiv terskelverdi T(x,y) 
ved interpolasjon mellom de lokale terskelverdiene Tlokal(i,j).

• Terskle så hvert piksel (x,y) i bildet i terskelverdiene T(x,y).
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En enklere adaptiv metode
• En metode som benytter det dere lærte i forelesningen om 

gråtonetransformer
• Beregn middelverdi og standardavvik innenfor et glidende (nxn) 

vindu over hele bildet. 
• Nieblacks metode: Sett den lokale terskelverdien til 

• La ut-bildet være gitt ved

• Ex.: for w = 31, k = - 0.8 :
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Oppsummering terskling
• Generelle histogramfordelinger og klassifikasjonsfeil

– Har vi h1 og h2 har vi alt: forgrunn der h2(i)>(h1) 
altså der F*p2(i) > B*p1(i)

– Terskling og (lokale) klassifikasjonsfeilminima der h1(i)=h2(i)

• To vanlige globale tersklingsalgoritmer:
– Begge antar og tilpasser likeformede «Gausser»
– Ridler og Calvards metode (iterativ, gjentatt klassifikasjon til stabile μ1 og μ2)
– Otsus metode (prøv alle terskler, søk maksimal separasjon)

• Ulik apriori sannsynlighet og bruken av kantinformasjon
• Effektene av ”støy” og bruken av lavpassfilter
• Flernivå-terskling
• Lokale adaptive metoder

– Håndtere mangel på lokal bimodalitet
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