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Det som star som definisjoner nedenfor er definisjonene fra forelesningene den
9. og 16. mars. Det som star angitt som teoremer er oppgaver. Oppgaven er a
bevise teoremet. Vi anbefaler at dere gjgr oppgavene fortlgpende nar dere leser
igjennom dokumentet. De aller fleste er veldig enkle, og er ment som hjelpemid-
del for a forsta og repetere definisjonene de star sammen med.

Hvis ikke annet er oppgitt sa er alle definisjoner og oppgaver gitt med tanke pa
et gitt (dvs. vilkarlig, men fastlagt) sprak, £. Anta at £ har likhet (=) som et
bingert relasjonssymbol og at dette tolkes som likhet i alle modeller.

Definition 0.0.1 (£-setning) En setning i £, eller L-setning, er en lukket
formel i £, dvs. en formel uten frie variable.

Videre i dette dokumentet vil vi ofte skrive “¢ € L” som forkortelse for “¢ er
en L-setning”. Merk at dette f.o.f. gjelder i dette dokumentet. Senere i kurset
vil vi nok bruke denne forkortelsen for a si at ¢ er en (ikke ngdvendigvis lukket)
L-formel, men her er vi mest opptatt av setninger.

Definition 0.0.2 (Semantisk implikasjon) Gitt en mengde L£-setninger, T,
og en L-setning, ¢. Vi sier at ¢ er en semantisk konsekvens av I og at I implis-
erer ¢ semantisk, og skriver

T'E¢

hvis folgende holder: For alle £-modeller, M, hvis alle setningene i I" er sanne i
M sa er ogsa ¢ sann i M.

Theorem 0.0.3 En L-setning er gyldig, dvs. sann i alle modeller, hvis og bare
hvis ¢ er en semantisk konsekvens av den tomme mengden av L-setninger.

Definition 0.0.4 (Teori og aksiom) 1. En teori er en mengde L-setninger
som er lukket under semantisk konsekvens. Dvs. en mengde, T, er en teori
hvis fglgende holder: For alle £-setninger, ¢, sa har vi at

TE¢=¢cT



2. For en mengde, I', av L-setninger sa sier vi at I' definerer eller aksiomatis-
erer teorien som bestar av tillukningen av I' under semantisk konsekvens.
Vi skriver Tr for denne teorien, og den er altsa definert som fglger:

Tr = {6 € LI & ¢}
Theorem 0.0.5 1. T CTr

2. Ty er lukket under semantisk konsekvens (dvs. at denne mengden er en
teori, slik definisjonen over pastar).

Husk at vi skriver “M E ¢” for “¢ er sann i (modellen) M.

Definition 0.0.6 (Teorien til en modell) Gitt en £-modell, M. Teorien til
M skrives og defineres som fglger:

T(M) = {¢ € LIMF ¢}

Theorem 0.0.7 Gitt en L-modell, M. Da er T(M) lukket under semantisk
konsekvens (dvs. at denne mengden er en teori, slik definisjonen over pastar).

Definition 0.0.8 (Komplett teori) En mengde L-setninger, I', er komplett
hvis fglgende holder: For alle L-setninger, ¢, sa er enten ¢ eller —¢ med i I'.

Theorem 0.0.9 1. Hvis T' er en komplett mengde L-setninger sa er I' en
teori.

2. Gitt en L-modell, M. Da er T(M) komplett.

Definition 0.0.10 (Teorien til en klasse modeller) Gitt en klasse, X, av
L-modeller. Teorien til X skrives og defineres som fglger:

T(X) ={¢ € LIME ¢ for alle M € X}

Theorem 0.0.11 1. T(X) er lukket under semantisk konsekvens (dvs. at
denne mengden er en teori, slik definisjonen over pastar).

2. Det finnes en klasse, X, slik at T(X) ikke er komplett.
3. Det finnes en klasse, X, slik at T(X) er komplett.

Definition 0.0.12 (Elementaer klasse) Gitt en mengde, I', av L-setninger.
Klassen av alle £L-modeller som gjgr alle setningene i I' sanne er et eksempel
pa en sakalt elementer klasse (fordi den er definert av en mengde forsteordens
setninger, ordet “elementaer” henviser ofte til forsteordens logikk), og skrives

Mod(T') = {M | M er en L-modell, og M E ¢ for alle ¢ € T'}
Theorem 0.0.13 Mod(T') = Mod(Tr).

Definition 0.0.14 Vi skriver M F T" hvis M € Mod(T")



Definition 0.0.15 (Elementzer ekvivalens) To L-modeller, M og N, kalles
elementert ekvivalente, og vi skriver

M=N
hvis T(M) = T(N), dvs. hvis
ME&NEG
for alle L-setninger ¢.

Definition 0.0.16 (Isomorfi) Gitt to £-modeller, M og N, og en funksjon
F :|M| = |N| fra domenet til M til domenet til N'. Vi sier at F er en isomorfi
hvis fglgende holder:

1. F er en bijeksjon, dvs. 1-1 og pa.
2. F(cM) = ¢V for alle konstantsymboler, ¢, i £.
3. F(fM(my,...,mp) = fN(F(my),...,F(mg)) for alle funksjonssymbol-
er, f(z1,...,x) 1 L og alle argumenter (my,...,my) € |M|~.
4. M E R(my,...,m;) © N ER(F(my),...,F(my))
Vi sier at M og N er isomorfe, og skriver
MEN

hvis det finnes en funksjon fra domenet til M til domenet til NV som er en
isomorfi.

Theorem 0.0.17 Gitt to L-modeller, M og N, og en funksjon F : |M| — |N|
fra domenet til M til domenet til N. Anta at F er en isomorfi. Da har F
en invers funskjon, F~1 : [N| = |[M|, og F~1 er ogsd en isomorfi. (Dvs. at
MEN=N2M.)

Folgende oppgave er mer krevende enn de andre, i hvert fall i den forstand at
den krever endel arbeid.

Theorem 0.0.18 Gitt to L-modeller, M og N'. Da har vi at
MEN=M=N

(Hint: Bruk strukturell induksjon. Forst paa termene i L for d vise at F(tM) =
tN). Deretter pd formlene i L for a vise at M E ¢(my,...,mg) & N E
o(F(mq),...,F(myg)). Dette er en veldig nyttig oppgave, men den er ganske
drgy. Hvis du vil gjore det enklere for deg kan du anta at L ikke har konstant-
eller funksjonssymboler og hoppe over induksjonen pa termene.)

Definition 0.0.19 (Oppfyllbarhet) En mengde, I', av L-setninger er oppfyll-
bar hvis det finnes en L£-modell som gjgr alle setningene i I' sanne, dvs. hvis

Mod(T) # 0
Theorem 0.0.20 1. T er oppfyllbar hvis og bare hvis Tr er oppfyllbar.
2. T er ikke oppfyllbar hvis og bare hvis I' E ¢ for alle L-setninger ¢.



