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Det kan veere greit & ha denne definisjonen foran seg.

Definition 0.0.1 (Isomorfi) Gitt to L£-modeller, M og N, og en funksjon
F : M| — |N| fra domenet til M til domenet til N'. Vi sier at F er en isomorfi
hvis fglgende holder:

1. F er en bijeksjon, dvs. 1-1 og pa.
2. F(cM) = ¢V for alle konstantsymboler, ¢, i L.

3. F(fM(my,...,mp)) = fN(F(ml)7 ..., F(my)) for alle funksjonssymbol-
er, f(x1,...,2) i £ og alle argumenter (myq,...,my) € M|

4. M E R(my,...,mg) © N E R(F(my),...,F(mg))
Vi sier at M og N er isomorfe, og skriver
M=N

hvis det finnes en funksjon fra domenet til M til domenet til AV som er en
isomorfi.

Theorem 0.0.2 Gitt to L-modeller, M og N'. Da har vi at
MEN=>M=N

PROOF Siden M 2 A si finnes det, og da kan vi velge oss, en isomorfi F' :
M — N. Sa ma vi vise at for enhver setning ¢ i £ sa har vi at

MEYp & NEY

Vi bruker induksjon pa formlene i £ for a vise at

ME ¢(ma,...,mg) © N E ¢(F(mi),...,F(my)) (1)

som det fplger av (ikke sant?). Husk at basistilfellet, en sakalt atomer formel,
er av typen R(t1,...,t,), der R er et relasjonssymbol med aritet n og t1,...,t,
er n termer som kan ha frie variable i seg. Derfor trenger vi fgrst en induksjon



pa termer for & vise fglgende: For enhver term t(x1,...,2,) med frie variable
som vist, sa har vi at

F(tM(ma,...,mp)) =tV (F(my),...,F(my)) (2)

Husk at mendgen termer er definert ved at ethvert konstantsymbol er en term,
enhver variabel er en term, og hvis f er et funksjonssymbol med aritet n og
t1,...,t, er termer sa er f(t1,...,t,) en term. Da far vi folgende induksjon:

Basistilfelle: For et konstantsymbol, ¢, i £: Ariteten er null, s& vi ma vise
at F(¢cM) = V. Men dette er punkt 2 i definisjonen av isomorfi. For en
variabel, x: Ariteten er én, sa da blir det & vise at for et hvilket som helst
element m € M sa har vi at F(m) = F(m), som er selvinlysende.

Induksjonssteg: Gitt et funksjonssymbol f i £ med aritet n og n termer

t1(x1,... s Ty, )sevstn(Tnys. .., Ty, ) med frie variable som vist. Induk-
sjonshypotesen er at ligningen (2) holder for termene t¢4,...,t,. For el-
ementer mi,, ..., M1y ooy Mpyyeen My 1 (domenet til) M ma vi vise
at

F(fM(t.{Vl(mll" e 7m1k1)7 s 7tnM(mn17 s ’mnkn)))

= fN(tjl\/(F(mh)’ IR F(mlkl))7 IR t{n\/(F(mnl)a IR F(mnkn)))
(her er det, litt slurvete, underforstatt av listen av elementer ma passe
til listen av variable, altsa at hvis noen av variablene er identiske sa ma
tilsvarende elementer ogsa vaere det). Ved a bruke forst punkt 3 i defin-
isjonen av isomofi og deretter induksjonshypotesen far vi:

F(fM(t.{M(mh?' e ,mlkl)a cee 7t7/:/1(mn17 cee 7mnkn)))

= fN(F(th(mll,. . ,mlkl)), . ,F(tnM(mm,. My, )

= fN(t{\[(F(mll)a ) F(mlkl))7 s atﬁ[(F(mnl)a ) F(mnkn)))

Dette avslutter induksjonsbeviset for termer. Vi kan na begynne pa induksjons-
beviset for formler, som altsa skal vise at

ME ¢(mq,....,mE) © N E ¢(F(my),..., F(myg))

Formler er bygd opp av =, A, V, —,V og 3 og vi far fglgende induksjon:

Basistilfelle: For et relasjonssymbol, R, i £ med aritet n termer

ti(z1y, .oy m1,, )y tn(@ny s - oo, @y, ) med frie variable som vist. For el-
ementer mi,, ..., M1, ;.- Mpy,s--- My, 1 (domenet til) M ma vi vise
at

ME Rty -1, )y e e s tn (Mg, Ty, )
S NE Rt (F(ma,),. .., F(m, ), ta(F(mn, ), ..., F(mag, )




Vi bruker ligningen (2) over, punkt 4 i definisjonen av en isomorfi og
definisjonen av sannhet i en modell. Da har vi at:
ME Rt (Mg, ma, )y tn(Miny, oo Mg )
REN (tf/[(mh,...,mlkl),...,tﬁ/[(mnl,...,mnkn» € RM
& (Pt (may, ... omy ), Fta(mag, ... yma,, ) € RY
s (Y (F(my,),...,F(my,)), ... ta(F(my,), ..., F(m,,, ) € RV
& NE Rt (F(my,),...,F(my, ), s ta(F(mn, ), ..o, F(mn,, )

Induksjonssteg: e Med induksjonshypotesen at (1) holder for ¢(z1, ..., z,)
viser vi at (1) ogsa holder for —¢(x1,...,x,) som folger: Gitt ele-
menter myq, ..., m, i (domenet til) M sa har vi at

ME —¢(mg,... ., my) & ME ¢(Mm, ..., M)
& N o(F(m), ..., F(ma))
< NE-¢(F(my),...,F(my,))

e Med induksjonshypotesen at (1) holder for ¢(x1, ..., 2,) 0g (Y1, ..., Yk)
(her er det mulig at noen av variablene i ¢ og ) er de samme) viser
vi at (1) ogsa holder for ¢(z1, ..., z,) A(y1,- .., yx) som folger: Gitt
(en passende liste av) elementer my, ..., myy i (domenet til) M sa
har vi at

<:>M |:¢(m71,,m7n) OgM hw(ml_,_n,...,mk_,_n)

S NEGFm),...,Fimg)) og N E OFmisn)s- .. F(pen))
S NEGFm),...,Fimn)) Ap(F(main), -, Fmisn))

e Med induksjonshypotesen at (1) holder for ¢(z1, ..., z,) og ¥ (y1, ..., Yk)
viser vi at (1) ogsa holder for ¢(x1, ..., 2, )VU(y1,...,yx) 0g d(x1, ..., xy) —
¥(y1,...,yx) pa samme mate som over, med de ngdvendige justerin-
gene, sa det overlates til leseren.

e Med induksjonshypotesen at (1) holder for ¢(y,xz1,...,z,) viser vi
at (1) ogsa holder for Jy(o(y, x1,...,x,)) som folger: Gitt elementer
mi,...,my 1 (domenet til) M sa har vi at

ME 3y(o(y, 1, ..., Ty))
< ME ¢(a,my,...,m,) for (minst) et element, a, i domenet til M
& NE ¢(b, F(my),...,F(my)) for (minst) et element, b, i domenet til A”




(For ekvivalensen mellom linje to og tre, ovenfra og ned: Sett b = F'(a)
og bruk induksjonshypotesen. Nedenfra og opp: Sett a til a veere det
unike elementet som F sender til b og bruk induksjonshypotesen.)

e Med induksjonshypotesen at (1) holder for ¢(y,x1,...,2,) viser vi
at (1) ogsa holder for Vy(é(y, x1,...,2,)) som fplger: Gitt elementer
mi,...,my 1 (domenet til) M sa har vi at

MEVy(d(y,mr, ..., Mn))
& M E ¢(a, ,y,) for alle elementer, a, i domenet til M
& N E o(b, ( ) .., F(my)) for alle elementer, b, i domenet til N’

(For ekvivalensen mellom linje to og tre, ovenfra og ned: For en
vilkarlig b i domenet til N sa fins det en a i domenet til M slik
at b = F(a), og sa bruker vi induksjonshypotesen. Nedenfra og opp:
For en vilkarlig a i domenet til M, bruk F' pa a og bruk induksjon-
shypotesen.)

QED -



