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Fortsettelse
Eksempler
Eksempel 1
X
,Pa - Pa
VxPx + Pa
VxPx F VxPx

e Dette viser at sekventen VxPx  VxPx er bevisbar.
e Sekventen er ogsa gyldig, noe som er lett & se:

- Envher modell som oppfyller antecedenten, ma oppfylle succedenten.
e At sekventen er gyldig fglger ogsa fra sunnhetsteoremet.

Eksempel 2
X
,Po , Po
VxPx F ,Po
vxPx F IxPx

e Dette viser at sekventen VxPx - IxPx er bevisbar.
e Sekventen er ogsa gyldig:
Anta at modellen M gjgr VxPx sann.

Domenet ma besta av minst ett element e.

Siden M gjor VxPx sann, md M gjore formelen Pé sann.
Siden M gjor Pe sann, ma M gjgre formelen IxPx sann.
e At sekventen er gyldig fglger ogsa fra sunnhetsteoremet.

[

NP Dhww



Eksempel 3

X X
,Pa,Qa F Pa ,Pa,Qa + Qa
,PaAQa F Pa ,PaAQa F Qa
vx(Px A Qx) F Pa Vx(Px AQx) F Qa
Vx(Px A Qx) F VxPx Vx(Px A Qx) F ¥xQx

Vx(Px A Qx) F YxPx AVxQx

e Dette viser at sekventen Vx(Px A Qx) - VxPx A VxQx er bevisbar.
e Sekventen er ogsa gyldig:
— Anta at modellen M gjgr Vx(Px A Qx) sann.
- Velg et vilkarlig element e i domenet til M.
- Ved antakelsen mé M gjgre Pé A Qé sann.
- Da méa M gjore Pé og Q¢ sann.
- Siden e var vilkarlig valgt, m& M ogsa gjgre VxPx og VxQx sanne.

o At sekventen er gyldig fglger ogsa fra sunnhetsteoremet.

Eksempel 4

X
,Lba F Lbaq,
,Lba F dylLby
Vylya F Jylby
Vylya F Vx3dylxy
IxVyLyx + Vxdylxy

e Dette viser at sekventen IxVyLyx - Vx3yLxy er bevisbar.
e Sekventen er ogsa gyldig:
— Anta at modellen M gjgr IxVyLyx sann.
— Da fins det et element a slik at YyLya er sann i M.
— For a vise at VxJylLxy er sann i M, velg et vilkarlig element b.
— Det er nok & vise at JyLby er sann i M.
— Vi har at Lba er sann i M, siden VyLya er sann i M.

)

— “Huvis det fins en som blir likt av alle, s har alle noen de liker.’

e At sekventen er gyldig fglger ogsa fra sunnhetsteoremet.

Eksempel 5



,Lbc,Loa F Lba,Ldc,
,Lbc,Loa F Lba,VylLyc,
,Lbc,Loa F Lba,IxVyLyx
,JylLby,Loa + Lba,
Vx3dylxy,Loa + Lbaq,
,Loa F VylLya,
,Loa F IxVylLyx
,Jyloy F IxVylLyx
Vxdylxy F IxVylLyx

Kan vi klare a lage en motmodell?

Vi klarte ikke & bevise sekventen Yx3yLxy - IxvVyLyx.

— Nar vi kommer til kompletthet, s& skal vi se at det alltid fins en motmodell for ikke-

bevisbare sekventer.

“Alle liker seg selv og ingen andre.”
Da vil M &= VxJyLxy.
- M & JyLay, siden M = Laa.
- M = JyLby, siden M = Lbb.
Og M E IxvyLyx.
— M ¥ VyLya, siden M F Lba.
— M ¥ VyLyb, siden M K Lab.

JA, la (M| = {a, b} og la L™ = {(a, a), (b, b)}.

Eksempel 6
X
Po,Pa F VxPx,Pa,
Po F Pa,Pa — VxPx,
Po F Pa,3x(Px — VxPx)
Po F VxPx,
F Po — VxPx,
F Ix(Px — VxPx)

fotball.”

Dette viser at sekventen - Ix(Px — VxPx) er bevisbar.
“Det fins en x slik at hvis x liker fotball, sa liker alle fotball.”
Dette er ikke den samme péastanden som: “Hvis det fins en x som liker fotball, sa liker alle

Oppgave: vis at formelen er gyldig. Argumenter for at formelen er sann i enhver modell.

Sunnhet av fgrsteordens sekventkalkyle

Overblikk

e Vi skal na vise at enhver sekvent som kan bevises ved & bruke LK-reglene er gyldig.
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e Hvis vi kunne bevise noe som ikke var gyldig, sé ville LK ha vert ukorrekt eller usunn. ..

Definisjon (Sunnhet).
En sekventkalkyle er sunn hvis enhver sekvent som er bevisbar i kalkylen, er gyldig.

Teorem (Sunnhet).
Sekventkalkylen LK for fgrsteordens logikk er sunn.

Antakelser om forsteordens sprak

e Vi antar i beviset at et forsteordens sprak L er gitt.
e En rotsekvent I' - A bestar altsa av lukkede L-formler.

e Fra antakelsen om at I' - A er bevisbar, skal vi vise at I' - A er gyldig.

Med gyldig mener vi gyldig i alle L-modeller.
I en utledning av I' - A brukes det utvidete spraket LP3,
Vi antar derfor i sunnhetsbeviset at alle modeller er LP?"-modeller.

Nér vi har vist at ' - A er gyldig i alle £P¥ -modeller, s ma I' - A ogsa vare gyldig i alle
L-modeller, siden ' - A kun bestar av L-formler.

Strukturen i beviset for sunnhet
Vi viser fglgende lemmaer:

1. Alle LK-reglene bevarer falsifiserbarhet oppover.
2. En LK-utledning med falsifiserbar rotsekvent har minst én falsifiserbar lgvsekvent.
3. Alle aksiomer er gyldige.

Til slutt vises sunnhetsteoremet ved hjelp av lemmaene.

Reglene bevarer falsifiserbarhet

Definisjon.
En LK-regel 0 er falsifiserbarhetsbevarende (oppover) hvis hver gang konklusjonen i en 6-slutning
er falsifiserbar, sd er ogsa minst ett av premissene i slutningen falsifiserbart.

Lemma.
Alle LK-reglene er falsifiserbarhetsbevarende.



e Vi har vist at «- og 3-reglene har egenskapen.
e Gjenstar 4 vise at y- og -reglene har egenskapen.

Bevis for at LV bevarer falsifiserbarhet

Ixe,elt/x] F A

LY t er en lukket term
Ivxe - A

e Anta at modellen M falsifiserer konklusjonen T, Vx¢ F A.
e M gjor alle formlene i ' U {Vx¢} sanne og alle formlene i A usanne.
e Det holder a vise at M = ¢[t/x]. Da er premisset falsifisert av M.

e Anta at t™ = e, hvor e € |[M|.(Her bruker vi definisjonen av modell og at t er en lukket
term.)

e Siden M = Vx¢ har vi at M = o[d/x] for alle d € |M|. (Her bruker vi definisjonen av
oppfyllbarhet.)

e Spesielt har vi at M = ¢le/x].
e t 0og ¢ ma tolkes likt (som elementet e). Derfor har vi M = ¢[t/x].

e Mot slutten av beviset brukte vi egentlig fglgende lemma.

Lemma.

La M veere en modell og ¢ en formel med hgyst x fri. Anta at s og t er termer slik at s™ = t™,
Da vil M = ¢[s/x] hvis og bare hvis M & ¢[t/x].

e Oppgave: bevis lemmaet. Hint: induksjon pa .

Bevis for at L3 bevarer falsifiserbarhet

r F A
 ela/x] L3 a er en parameter som
Ixe F A ikke forekommer i konklu-
sjonen

Anta at modellen M falsifiserer konklusjonen TI', Ix¢ + A.

M gjor alle formlene i I' U {dx¢} sanne og alle formlene i A usanne.
e Vi ma finne en modell som falsifiserer premisset.

Men, vi kan ikke uten videre anta at M & ¢[a/x].
Siden M = 3x¢ har vi at M = @[d/x] for en d € |M].
Fra modellen M lager vi en ny modell M’ pa fglgende mate:

— M’ skal veere helt lik M bortsett fra nér det gjelder tolkningen av a.

— Parameteren a skal tolkes som elemenet d, dvs. a™’ = d.

Vi konkluderer med at M’ falsifiserer premisset:

- Siden a ikke forekommer i konklusjonen, s mé M’ og M tolke formlene i " og A likt.
M’ gjgr derfor alle formlene i I' sanne og alle formlene i A usanne.

- Siden a og d ma tolkes likt (som elementet d), ma M’ = ¢la/x].



Et eksempel

e Anta at M er en modell med domene {1, 2} slik at PM = {21
e Anta at a og b er parametre slik at a™ = bM =1.
Da vil M  Pa og M F Pb.

Pb + Pa
dxPx F Pa

Vi har at M falsifiserer konklusjonen:

M = IxPx, siden M = P2.

M £ Pa.
Men, M falsifiserer ikke premisset, siden M (£ Pb.
Vi lager en ny modell M’ som er slik at b™’ = 2.

Da vil M’ falsifisere premisset.

Bevis for at R3 bevarer falsifiserbarhet

IE A 3xe, olt/x]
' A Ixe

R3 t er en lukket term

e Anta at modellen M falsifiserer konklusjonen I' - Ix ¢, A.
e M gjor alle formlene i I' sanne og alle formlene i A U {3x¢} usanne.
e Det holder a vise at M }~ ¢[t/x]. Da er premisset falsifisert av M.

e Anta at t™ = e, hvor e € |[M|.(Her bruker vi definisjonen av modell og at t er en lukket
term.)

e Siden M K Ix¢ fins det ikke noen d € [M] slik at M = @[d/x]. (Her bruker vi definisjonen
av oppfyllbarhet.)

e Spesielt har vi at M £ ¢le/x].
e t 0g ¢ ma tolkes likt (som elementet e). Derfor har vi M £ o[t/x].

Bevis for at RY bevarer falsifiserbarhet

'k A ela/x]
RY a er en parameter som
FEAvxe ikke forekommer i konklu-
sjonen

Anta at modellen M falsifiserer konklusjonen I' - A, Vx .

M gjor alle formlene i I' sanne og alle formlene i A U{Vx¢} usanne.
e Vi ma finne en modell som falsifiserer premisset.

Men, vi kan ikke uten videre anta at M £ ¢@[a/x].
Siden M k- Vx@ har vi at M £ ¢[d/x] for en d € [M].
Fra modellen M lager vi en ny modell M’ pa fglgende mate:

— M’ skal veere helt lik M bortsett fra nar det gjelder tolkningen av a.

— Parameteren a skal tolkes som elemenet d, dvs. a™’ = d.

Vi konkluderer med at M’ falsifiserer premisset:
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- Siden a ikke forekommer i konklusjonen, sa ma M’ og M tolke formlene i I" og A likt.
M’ gjor derfor alle formlene i I' sanne og alle formlene i A usanne.

- Siden a og d ma tolkes likt (som elementet d), ma M’k ola/x].

Lemma.

Hvis rotsekventen i en LK-utledning 7 er falsifiserbar, s& er minst én av lgvsekventene i 7 falsi-
fiserbar.

Beviset gar likt som for utsagnslogikk ved strukturell induksjon pa LK-utledningen .

Basissteget (7 er en sekvent I' - A) er trivielt, siden eneste sekvent I' - A er bade rot- og
lgvsekvent.

To induksjonssteg: ettpremiss- og topremissutvidelse.

Begge bruker lemmaet om falsifiserbarhetsbevaring (oppover).

Alle aksiomer er gyldige

Lemma.
Alle aksiomer er gyldige.

Beviset gar likt som for utsagnslogikk.

Et aksiom er pa formen:
MP(s1,...,sn) FP(t1,...,ta), A

slik at termene s; og t; er like for 1 <i < n.

e Enhver modell som oppfyller antecedenten ma oppfylle P(sq,...,sn).
e Dermed oppfylles en formel i succedenten, P(tq,...,tn).
Sunnhetsbeviset

Teorem (Sunnhet).
Sekventkalkylen LK for fgrsteordens logikk er sunn.

Bevis.

e Anta atI' - A er LK-bevisbar.

e La 7t veere et LK-bevis med rotsekvent ' - A.



Anta for motsigelse at ' - A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.
Ved Lemma fins det minst én lgvsekvent i 7t som er falsifiserbar.
Siden 7t er et bevis, mé lpvsekventen vare et aksiom.

Ved Lemma mé lgvsekventen veere gyldig. Det gir en motsigelse.
Da ma I - A veere gyldig.
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