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HUSK - Hitil...

« Forutsetninger for og essensen i faget

« Metodekall, rekursjon, permutasjoner

« Analyse av algoritmer

« Introduksjon til ADT’er

« De fgrste ADT'er: Lister, stabler og kger

« Flere ADT'er: Generelle traer, binaere traer og
binzere sgketreer

« Oblig. 1 og “dronning konkurransen”
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OVERSIKT - Uke 6, Forelesning 2 (W6.1.2)

Vi avslutter hashing (Kap. 5):
. Kollisjoner og kollisjonshandtering
« Apen hashing
« Lukket hashing
« Lineaer prgving
« Kvadratisk prgving
« Dobbel hashing
« Rehashing
« (Vi ikke helt ferdig med hashing enda)

Sa tar vi opp datastrukturer for lagring/gjenfinning pa disk:
« Utvidbar hashing
o B-treer (eller B*-traer)
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TEMA: HASHING
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HASHING - Ko/lisjonshandtering

« Kollisjon:
Hva gjgr vi hvis to elementer hashes til den samme
indeksen?

« Apen hashing:
Elementer med samme hashverdi samles i en liste (eller
annen passende struktur).

« Lukket hashing:
Dersom en indeks er opptatt, prgver vi en annen indeks
inntil vi finner en som er ledig.

« Det finnes flere strategier for a8 velge hvilken annen indeks
vi skal prgve.
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HASHING - Apen hashing

Apen hashing, "Separate Chaining”:
Definerer lister for hver hash-tabell plass og legger en

gjentagelse i listen pa sin plass 0
1

W N | 00

16

O©CoO~NOUO~WNE

H

4

« Vi forventer at hash-funksjonen er god, slik at alle listene
blir korte.

« Vi definerer load-faktoren, 2, til en hash-tabell til & vaere
antall elementer i tabellen i forhold til tabellstgrrelsen.

« For 3pen hashing gnsker vi i ~
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HASHING — Lukket hashing, dpen adressering

Lukket hashing, dpen adressering:
« Prgver alternative indekser hy(x), h,(x), hy(x),... inntil vi finner
en som er ledig.

o h, er gitt ved:
h;(x) = (hash(x) + f (i)) mod tableSize
og slik at f (0) = 0.

« Merk at vi trenger en stgrre tabell enn for dpen hashing —
generelt gnsker vi her A <0.5.

. Vi skal se pa tre mulige strategier for valg av f:
« Lineaer prgving
« Kvadratisk prgving
« Dobbel hashing
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HASHING - Linear proving

Lineaer prgving
« Velger f til & vaere en lineaer funksjon av i, typisk f (i) = i.

Eksempel:- o _—
« Input:

89, 18, 49, 58, 69
« Hash-funksjon:

hash(x, tableSize) = x mod tableSize

© 0 NO OB WNPEO
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HASHING - Kvadratisk proving

Kvadratisk prgving

. Velger f til & vaere en kvadratisk funksjon av i,
typisk f (i) = i%.

Eksempel:-
o Input:
89, 18, 49, 58, 69
« Hash-funksjon:
hash(x, tableSize) = x mod tableSize

© 0o N Ul WNBE O
© 00 NO U1l WN PP O
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HASHING - Dobbel hashing

Dobbel hashing

« Bruker en ny hash-funksjon for & Igse kollisjonene,
typisk f(i) = i. hash,(x), med hash,(x) = R - (x mod R) hvor R er et
primtall mindre enn tableSize.

Eksempel

« Input:
89, 18, 49, 58, 69

« Andre hash-funksjon:
hash,(x) =7 - (x mod 7)

© 0 NO OB WNPEO
© 0N O O WNPRF O
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HASHING - Rebashing

Rehashing

« Huvis tabellen blir for full, begynner operasjonene a ta veldig
lang tid.

« Mulig Igsning:
« Lag en ny hash-tabell som er omtrent dobbelt s& stor -
Men husk: Fortsatt primtall!
« G3 gjennom hvert element i den opprinnelige tabellen,
beregn den nye hash-verdien og sett inn pa rett plass i
den nye hash-tabellen.

« Dette er en dyr operasjon, O(n), men opptrer relativt sjelden
(ma ha hatt n/2 innsettinger siden forrige rehashing).

epartment of Informatics, University of Oslo, Norway
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HASH-FUNKSJONER- Oppsummering

Hash-funksjoner:

« Ma (i hvert fall teoretisk) kunne gi alle mulige verdier
fra 0 til tableSize - 1.

« M3 gi en god fordeling utover tabellindeksene.

. Tenk ngye pa hva slags data som skal brukes til ngkler!

Eksempel: Fgdselsar kan gi god fordeling i persondatabaser,
men ikke for en skoleklasse der studentene er sannsynligvis
fodt i det samme aret alle sammen!
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HASHING - Oppsummering

Bursdagsparadokset: Hvor mange tilfeldig valgte
personer skal til for det er sannsynlig at to av dem har
bursdag pa samme dag? (Svar: 24)
Dvs.: Det hender nesten aldri at alle elementer hasher til
forskjellige indekser!
Dermed kollisjonshandtering:
« Apen hashing: Elementer med samme hash-verdi
samles i en liste (eller annen passende struktur).
« Lukket hashing: Dersom en indeks er opptatt, prgver
vi en annen indeks inntil vi finner en som er ledig.
Ved lukket hashing kan vi ikke ha for full tabell
(antall elementer < '~ x tabell stgrrelsen).
Dersom antall elementer blir for stort i forhold til hash-
tabellen, kan det Ignne seg a flytte elementene til en stgrre
tabell (rehashing).
Og husk at rehashing er kostbart, dvs. O(n)

M. Naci Akkgk, W6.L2
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TEMA: DISK-DATA

Datastrukturer for
data pa disk...

By

A% -
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DISK-DATA - Introdukgion

N&r internminnet blir for lite...

« En lese-/skriveoperasjon pa en harddisk (aksesstid 7-12
millisekunder) tar nesten 1 000 000 ganger lenger tid enn
tilsvarende operasjon i internminnet (aksesstid ca. 10
nanosekunder).

« O-modellen er ikke lenger gyldig ved hyppige diskaksesser
siden den forutsetter at alle operasjonene tar like lang tid

« Dersom ikke hele datastrukturen far plass i internminnet
(hurtiglageret), Ignner det seg nesten alltid & bruke ADT’er
som minimaliserer antall diskoperasjoner.

o To datastrukturer, "utvidelser” av ADT’er vi har sett, er
nettopp for data som ligger pa disk:
Utvidbar hashing og B-traer...

epartment of Informatics, University of Oslo, Norway
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UTVIDBAR HASHING - Introduksjon

Utvidbar hashing: Anta at vi...
« skal lagre N dataelementer og at N varierer med tiden.

« kan lagre maksimalt M elementer i en diskblokk (= den
delen av harddisken som kan hentes inn i €n enkel
leseoperasjon).

Problemet med & bruke vanlig hashing er at...

« kollisjoner kan fgre til at find(x) ma undersgke mange disk-
blokker selv om hash-funksjonen distribuerer elementene
godt (bursdagsparadokset).

« rehashing blir fryktelig kostbart.
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UTVIDBAR HASHING - En losning #1

En mulig Igsning:

« Vi lar hash-funksjonen — via en katalog — angi hvilken
diskblokk et element x befinner seg i (hvis det finnes).

« Dermed trenger find(x) bare to diskaksesser (og bare en
aksess dersom katalogen kan lagres i internminnet).

x y
L [ | - | ] ketalog
diskblbkk diskblokk diskblokk iskblokk
0000001 0000002 0f 003

DISKEN:

Maksimum M
elementer for hver
diskblokk

M. Naci Akkok, W6.L2 [ Department of Informatics, University of Oslo, Norway
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UTVIDBAR HASHING - En losning #2

« I diskblokken lagrer vi for hvert element
« den binaere strengen som koder hash-verdien til elementet.

« “innmaten” i elementet eller en peker til innmaten dersom elementene
er store (elementene kan foruten dataverdier vaere objekter eller
klassiske dataposter).

« Vi benytter de D fgrste bitene av hash-verdien til oppslag i katalogen.

d =2 d =2 d =2 d =2
000100 010101 101001 111000

M=4 001000 10[1100 110101
001010 101101
001111 101111

« I eksemplet over forenkler vi litt og lagrer for hvert element bare hash-
verdien til elementet (som 6-sifret binaert tall).
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UTVIDBAR HASHING - En losning #3

« Katalogen har 2D indekser.
« Hver diskblokk har plass til M elementer.
« For hver diskblokk L lagrer vi et tall 4, < D.

Invariant:

« Det garanteres at alle elementene i L har minst de d fgrste
bitene felles (vi kan ikke skille to elementer i L fra
hverandre ved 3 se pa bare de d fgrste bitene).

« Dersom d, =D vil akkurat én indeks i katalogen peke pa
diskblokk L.

. Doersom d; <D vil to eller flere indekser i katalogen peke
pa L.

| Department of Informatics, University of Oslo, Norway
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UTVIDBAR HASHING - E# losning #4

Innsettingsalgoritme

« Beregn hash(x) og finn riktig diskblokk L ved & sI3d opp i
katalogen pa de D fgrste sifrene i hash-verdien.

« Hvis det er faerre enn M elementer i L, sa sett x inn i L.
« Hvis diskblokken derimot er full, s3 sammenlign d, med D:
« Dersom d, <D, “splitter” vi L i to blokker L, og L,:
- Settd, =d,,=4d; +1.
. Ga gjennom elementene i L og plasser dem i L, eller
L, avhengig av verdien pa de d, + 1 fgrste sifrene.
« Prgv 3 igjen a sette inn x (g3 til punkt 2).
« Dersom 4, =D:
« Doble katalogstgrrelsen ved & gke D med 1.
« Fortsett som ovenfor (splitt L i to blokker osv.).
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UTVIDBAR HASHING - Eksempel #1

Eksempel
M =4 (dvs. maks. 4 elementer i en diskblokk)

Antall bits i hash-verdiene =6
D=2 00|01 |10 |11 | katalog

d =2 d =2 d =2

000100 101001 111000
M=4 001000 101100 110101

001010 101101

001111 101111

Sett inn element med hash-verdi ' 011000’
Det er ledig plass i diskblokken, s@ vi setter den rett inn.

- Department of Informatics, University of Oslo, Norway
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UTVIDBAR HASHING - Eksempel #2

Videre: Sett inn ‘000011’

« Diskblokk ‘00" er full og d,, = D, ... s8 vi utvider katalogen

og splitter deretter
D=2 [00]01]10]11] katalog  diskblokken. Etterpa er

det plass.
d=2(|d=2|[d=2]||d=2
000100 | 010101 | [101001 | |111000
M=4 |001000| (011000 |{101100| 110101
001010 101101
001111 101111
katalog
I? D=3 [000[001]010[011[100[101[110]111]
000011

d=3 d=3 d=2 d =2 d =2
000100 |001000| |010101| |101001| {111000
M=4 |000011| |001010| |{011000| |[101100| |110101
001111 101101
101111

R,
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UTVIDBAR HASHING - Eksempel #3

Sett nd inn ‘101011’

Diskblokk ‘101’ er full D=3 [000[001]010[011[100[101[110[111] katalog
og d,,, <D, s8 vi splitter
diskblokken: d=3||d=3||d=2||d=3||d=3||d=2
000100| |001000| |010101 101001 | |111000
M=4 | 000011 [001010| [011000 101100| |110101
001111 101101
101111

Diskblokk ‘101’ er fortsatt

full, s& vi md gke D til 4 og katalog
splitte en gang til. D=4 | ... [1000[1000[1000[1000] ... \

d=3||d=4||d=24
101001 | | 101100
M=4 101011 | 101101
101111

Merk! Algoritmen virker ikke
hvis det er mer enn M elementer
som hasher til samme verdi.
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UTVIDBAR HASHING - Fy/lingsgrad

Fyllingsgrad til diskblokkene
« Katalogen blir veldig stor dersom mange elementer har mange ledende sifre felles.

« Far & f3 (forhdpentligvis) god spredning bruker vi hash-funksjon i stedet for & bruke
ngkkelen til elementet direkte.
« Hvis vi antar uniform fordeling av bitmgnstrene, er antall diskblokker

B :Emgze:ﬁxi :1,443E ... Siden ikke alle blokker har alle maks.
M

M In2 M M elementer, er det “noe mer” enn N/M

« Forventet antall elementer pr. diskblokk

No N M N2 in2=0693xM
B N1

N
R
M

E 1
In2

dvs. at i det “lange Igp” vil ca. 69% av hver diskblokk vaere fylt opp.

. Forventet stgrrelse pd katalogen er

Department of Informatics, University of Oslo, Norway
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B-TRAER - Inutrodutksjon

B-treer er sgketrzer, men de er ikke binzere!

B-traer brukes fgrst og fremst nar ikke hele treet far plass i
internminnet.

Et B-tre har stor bredde (hver node har mange barn) og er
balansert.

Dermed blir ikke treet sa dypt.

De gverste nivaene i treet (iaIIf?II rot-noden) lagres i
internminnet, resten av treet pa disk...

Og fordi treet ikke er s& dypt, blir det fa diskaksesser.

Hvis alle elementene far plass i internminnet, er B-traer
fortsatt en rimelig rask datastruktur, med garantert
logaritmisk dybde (i gnotsetning til ubalanserte binaere
sgketraer) for data pa disk!

Dermed brukes B-treer seerlig i databasesystemer.

M. Naci Akkgk, W6.L2
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B-TRAER - Definisjon av B-trer av orden M

Definisjon: B-traer av orden M

1.
2.

3.
. Alle ikke-bladnoder (unntatt roten) har mellom [M/2]0g M barn.
. Alle bladnoder har samme dybde og har mellom[L/2]og L

N

Alle data (eller pekere til data) er lagret i bladnodene.

Ikke-bladnoder lagrer inntil M- 1 ngkler for bruk i sgking; ngkkel i
angir den minste ngkkel i subtre i + 1.

Roten er enten en bladnode eller den har mellom 2 og M barn.

dataelementer eller datapekere, der L er en konstant felles for alle
bladnoder.

Merk at B-traer er sgketreer.

Bladnodene inneholder de virkelige dataene, eventuelt pekere til
objekter eller andre poster som inneholder dataene.

Merk: Laerebokens (og vare) B-trzer er ellers i litteraturen kjent
som B*-traer. Tradisjonelle B-treer har Data (pekere) i alle noder.

M. Naci Akkok, W6.L2
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B-TRAER — Eksempel

Et eksempel pa et B-tre av orden 3, ogsa kalt et 2-3 tre:

‘8, 11, 12 H 16, 17 \ \22, 23, 31H 41, 52 H58, 59, 61

Her er M =3 og L = 3. Vi skal forenkle tegningen litt:

‘8, 11, 12H 16, 17 \ \22, 23, 31H 41, 52 H58, 59, 61

Department of Informatics, University of Oslo, Norway
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B-TRAR - Find & Insert #1

« Find(x) er lett: Vi starter i roten og lar ngkkel-verdiene
bestemme hvilken gren vi skal fglge videre, helt til vi kommer til
en bladnode.

. Sa leter vi etter x i bladnoden.

. Insert(x) er mer komplisert: Fgrst finner vi riktig bladnode 8
sette x i, akkurat som i find(x).

« Dersom det er plass til x i bladnoden, setter vi inn x og
oppdaterer, om ngdvendig, ngkkel-verdiene langs stien vi gikk.

. Eksempel: Sett inn ‘18’ i treet pa forrige foil.

‘8, 11, 12 ‘ ‘16, 17, 18‘ ‘22, 23, 31H 41, 52 Hss, 59, 61

Department of Informatics, University of Oslo, Norway
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B-TRAR - Find & Insert #2

« Dersom bladnoden er full, deler vi den i to og fordeler de L + 1 ngklene
jevnt pd de to nye bladnodene.
. Eksempel: Sett inn ‘1’ i treet pd forrige foil.

[ 1, 8 ][ 11, 12 |16, 17, 18] [22, 23, 31][ 41, 52 |[58, 59, 61]

. Dersom splittingen medfarer at foreldernoden far for mange barn, splitter
vi den ogs8, gir den nye noden til besteforelderen, osv.

« Eksempel: Sett inn ‘19" i treet ovenfor.

[ 1, 8 |[11, 12] [16, 17][18, 19] [22, 23, 31][41, 52|58, 59, 61

M. Naci Akkgk, W6.L2 j@{ |
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B-TRAR - Find & Insert #3

. Dette kan medfgre at vi til slutt ma splitte roten i to: Det skjer
hvis roten far M + 1 barn. Da lager vi en ny rot med den gamle
roten og den nye noden som barn.

. Dette er den eneste mditen et B-tre kan vokse i hgyden pa!
. Eksempel: Sett inn 28’ i treet pa forrige foil.

[1, 81, _12]  [16,_ 17|[18, 19| [22, 23, 31]41, 52|58, 59, 61]

?

22 D 28

[1, 8 |[11, 12] [16, 17][18, 19] [22, 23][28, 31] [41, 52][58,59,61]

N Department of Informatics, University of Oslo, Norway
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B-TRAER — Siitting av element #1

Sletting av et element x
. Vi finner forst elementet som skal slettes ved & traversere treet til
riktig bladnode B.
« Dersom B har minst [L/2 + 1] elementer, kan vi uten
komplikasjoner slette x fra bladnoden.
. Dersom B har akkurat [ L/2] elementer, vil noden ha for fa
elementer etter at vi sletter x.
« Vi lgser problemet ved & kombinere noden med en av
nabosgsknene sine:
« Dersom venstre (hgyre) sgsken har [L/2 + 1] elementer eller
mer, flytter vi det stgrste (minste) elementet til B.
. Dersom nabosgskenen har akkurat [L/2] elementer, slar vi de
to nodene sammen til én node (som far L eller L -1 elementer,
avhengig av om L er oddetall eller partall).

Department of Informatics, University of Oslo, Norway Page 31
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B-TRAER — Sikitting av element #2

. Dette kan medfgre at foreldernoden far et barn for lite.
Vi kombinerer da foreldernoden med en av nabos@gsknene sine,
osV.

« Vi kan til slutt ende opp med en rot som har bare ett barn.
I s& fall sletter vi roten og lar barnet bli ny rot.
Treet krymper dermed med ett niva.

. Vi m3, om ngdvendig, huske pa & oppdatere ngkkelverdiene pa
stien fra roten til B.

Eksempel: Ta utgangspunkt i fglgende tre:

[8, 11, 12][16, 17] [22, 23][28, 31] [41, 52, 58][59, 61, 70|

Department of Informatics, University of Oslo, Norway Page 32
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B-TRAER — Siiting av element #3

Slett elementet 17’ :

[ 8 11 |12, lGH [22, 23][28, 31] [41, 52, 58][59, 61, 70|

Slett elementet '23": @

8, 11 |[12, 16][22, 28,31 [41, 52, 58][59, 61, 70|

¥ 8 Department of Informatics, University of Oslo, Norway
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B-TRAER - Tidsforbruk

Tidsforbruk

« Siden hver interne node, untatt rotnoden, har minst [ M/2]
barn, er dybden til et B-tre maksimalt [1og ,,,, N /.

« P& hver node fra roten til bladnoden ma vi utfgre O(og M)
arbeid (ved binzersgk i sortert array) for 8 avgjgre hvilken
gren vi skal ga.

« Dermed tar find O(log M . log ,,,1 N) = O(log N) tid (antar M og L
omtrent like).

. Ved insert og delete kan det hende at vi ma utfgre o)
arbeid pa hver node for & rydde opp (f.eks. flytte alle
ngkkelverdiene i tabellen en plass til venstre).

. S3 insert og delete kan ta
O(log M . log y;,,1N) = O( (M/log M) . log N) tid
(antar M og L omtrent like).

° Department of Informatics, University of Oslo, Norway
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B-TRAR — M’s storrelse #1

Hvor stor skal M veere?
Hvor mange barn skal en node fa lov & ha?

Hvis hele B-treet far plass i internminnet, har empiriske
malinger vist at M =3 og M =4 er de beste valgene
(innsetting og sletting tar for lang tid hvis M blir for stor).
Men B-traer har sin store styrke nar ikke hele treet far plass
i internminnet.

Siden en diskoperasjon tar nesten 1 000 000 ganger mer tid
enn en operasjon i internminnet, gjelder det & minimalisere
antall diskaksesser.

Hvis det er plass, er det en god idé 3 lagre alle internnoder i
internminnet og alle bladnoder pa harddisk.

Da kan man velge M = 4 og L sa stor at hver bladnode fyller
en diskblokk (eventuelt et disk cluster).

M. Naci Akkgk, W6.L2
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B-TRAR — M’s storrelse #2

Hvor stor skal M veere nar hele treet ligger pa disk?

Treet blir bredere og far mindre dybde desto stgrre M er.
Mindre dybde betyr faerre diskaksesser, mens vi kan se bort
fra det ekstra oppryddingsarbeidet i nodene som en stor M
medfgrer fordi det foregdr i internminnet.

I praksis velger man M sa stor at en internnode fortsatt far
plass pa én diskblokk (eller cluster), typisk i omradet

32 <M < 256.

Man velger L slik at det samme gjelder for bladnodene.
Analyser viser at B-trzer blir 69% fulle (dvs. In 2, samme
fyllingsgrad som utvidbar hashing).
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NESTE GANG - Oversikt

« Vi skal avslutte B-traer (kap. 4.7)

« Vi skal introdusere prioritetskger eller hauger ("heaps” pa

engelsk, kap. 6)

M. Naci Akkgk, W6.L2 £
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