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Hovedpunkter

« Toverdi boolsk algebra

* Huntington's postulater

* Diverse teorem

* Boolske funksjoner med sannhetstabell
* Forenkling av uttryk

* Maksterm / minterm

* Flerinputsporter

* Designprosedyre med eksempler

Omid Mirmotahari
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Motivasjon
Design/analyse av digital logikk

Eksempler:
— Styring av heis
* Input: bryter i dar (0/1) / vektsensor (0/1)
» Qutput: styresignal til motor (0/1)

— Visualisering av tall pa 7-segments display

* Input: 3 bits bineaert signal (tall)
* Output: “desimalt” lys (7 lamper)

Hvordan klarer vi det?
— Vi ma bruke en “skreddersydd” algebra

Omid Mirmotahari
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Algebra - definisjon
« Algebra — Studie av algebraiske system

« Algebraisk system:
— Mengde av elementer

— Et sett av operasjoner pa elementene (funksjoner) som tilfredsstiler en
liste av aksiomer/postulater

« Aksiom/postulat — Regler som ikke skal bevises (utgangspunkt
for algebraisk system)

« Eksempler pa algebraiske system:
+ “Vanlig” algebra
« Boolsk algebra
« Matrise algebra

Omid Mirmotahari
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Hvorfor trenger vi Boolsk algebra?

* Muliggjer design av komplekse digitale systemer
* Muliggjer analyse av komplekse digitale systemer

* Forenkling av logiske uttrykk:

— Gir enklere fysisk implementasjon

Omid Mirmotahari
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“Toverdi” Boolsk algebra

Definisjon:
— Mengde:
{0, 1}
— 2 operasjoner pa mengden over:
OR “+”
AND “e” AND
XY | Xey
Husk: +/ ¢ har ingenting med 00 0
addisjon og multiplikasjon 01 0
4 gjore 10 0)
11 1

Omid Mirmotahari

OR
XYy | xty
00 0
01 1
10 1
11 1



UiO ¢ Institutt for informatikk
Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Huntington postulater
(PO) Mengden {0,1} er lukket under “+” og “«”

(P1) X+ X=X X ® X=X
(P2) Xx+0=x Xe1=x
(P2b) x+1=1 x*0=0
(P5) X+x =1 Xex=0
(P6) 0=1
(P3) X+y=y+X Xey=yeXx
(P4)  xe(y+z)=xey+xez  x#(yez)=(xty) «(x+z)
(P5) (X)) =x
Dualitet for postulatene:
Kan bytte “+” med + hvis man bytter “0” med “1”
Presedens:

144 O &k 7

Farst utfgres “0”, sa “”, sa “»” og til slutt “+”

Omid Mirmotahari
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Basis-byggeblokker

AND OR NOT
XY | Z XY | Z X1Y
00| 0 00,0 0|1
0110 011 110
1010 10 |1
1111 1111

X >z=x-y X:Dﬂy |> :
X X
y— y

(a) Two-input AND gate (b) Two-input OR gate (c) NOT gate or inverter

Omid Mirmotahari
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Teorem 1a X+X=X

Bevis: X+X=(X+Xx)e1 P2
X+X=(X+X)e* (X+X) PS5
X+X=X+(X°*X) P4
X+x=x+0 PS5
X+ X=X P2

(P2) x+0=x Xe1=x

(P5) x+x'=1 Xxex =0

(P4) X+(y*z) = (x+y) * (x+2)

Omid Mirmotahari
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Teorem 1b X * X=X

Bevis: Xex=Xex+0
XeX=XeX+XeX
X®eX=Xe®(X+X)
XeX=X-¢e1
X ® X=X

(P2) x+0=x X e 1=X

(P5) x+x=1 Xex =0

(P4) xe (y+z) = (Xxey) + (X*2)

Omid Mirmotahari
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Teorem2a: x+1=1

Bevis: X+1=1¢(x+1) P2/ P3
X+1=(Xx+x)e(x+1) PS
X+1=x+(X"*1) P4
X+1=x+x P2
X+1=1 P5

(P2) Xe1=x

(P3) Xey=yeX

(PS) x+x=1

(P4) X+(y*z) = (xty) * (x+2)

Omid Mirmotahari 12
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Flere teorem

Dualitet for ligninger utledet fra postulat:

11 7

kan bytte “»” med “+” hvis man bytter “0” med “1”

Teorem 2b: xe0=0

Bevis: X + 1 =1 (teorem 2a, samt dualitet)

Omid Mirmotahari
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DeMorgans teorem

(X ey) =x+y

(X+y) =x" ey
Pa invertert form:

Xey=(X+y)

X+y=(X"*y)

Omid Mirmotahari
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Regneregler - oversikt

X+0=x
X+x =1
X +y =y+x

X+ (y+z) = (x+y) + z

X(y+z) = Xy + xz

X+ X=X
Xx+1=1
X + Xy =X

(X+y) =Xy’

Omid Mirmotahari

x*1 =X
xx =0
Xy = yX

X (yz) = (xy)z

X + (yz) = (x+y)(x+z)
X*X = X

x0=0

X(X+y) = X

(Xy) =x"+y’

15
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Boolske funksjoner

Tilordner en binger variabel en verdi bestemt av
verdien pa en eller flere andre binaere variabler

Eksempel:
F=x+yz

Direkte port-implementasjon:

.
y Dc vz
<

Omid Mirmotahari 16
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Sannhetstabell
En boolsk funksjon kan visualiseres i en Xyz
sannhetstabell 000
00 1
Eksempel: 8 1 ?
F=x+yz 100
10 1
En gitt funksjon har kun en sannhetstabell 7 * 7

Men, en gitt sannhetstabell har uendelig mange
funksjonsuttrykk

Omid Mirmotahari
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Forenkling av uttrykk
F=Xyz+Xxyz+xy

Prosedyre:
F=xz(y+y)+xy

F=XZ¢+1+xy
F=Xxz+xy

Omid Mirmotahari
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Do
v >C . — x'y'z

(@) Fa=xy'z+xyz+xy

y >c o
>

U U

(b) Fr=xy +x'z
19
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Forenklingseksempler

Eksempel: Eksempel:
F = x(x’+y) F = x+x’y
F = xx’+xy F = (x+X’)(x+y)
F = 0+xy F = 1(x+y)

F=xy F = x+y

Omid Mirmotahari

Eksempel:

F = (x+y)(x+y’)

F=x+(yy)
F=x+0
F=x

20
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Forenklingseksempler Il

Eksempel:
F = xy+x’z+yz
F = xy+xX’z+yz(x+x’)
F = xy+xX’z+xyz+x’yz
F = xy(1+z2)+x’z(1+y)

F = xy+Xx’z

Eksempel:
F = (x+y)(x'+z)(y+z)
F = (x+y)(¢+2)

Omid Mirmotahari

Dualitet

21
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Komplement av funksjon

Inverterer begge sider og bruker DeMorgan

Eksempel: Eksempel:

F=XyzZ’+x’y’z
F! — (X!yz!+x!y!z)’
F! — (X!yz!)’(x!y!z)’

F? = (x+y'+2)(x+y+2)

Omid Mirmotahari

F=x(y'z'+yz)

F' = (x(y'z'+yz))

F’ =x+(y’Z’+yz)’
F*=x"+(y'’z’) (yz)
' =X +(y+z)(y'+Z’)

22
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Minterm

| en funksjon kan en binzer variabel x opptre som x eller x’

En funksjon kan veere qitt pa “sum av produkt” form

Eksempel:
F=xy+xy+x

Hvert “produktledd” som inneholder alle variablene kalles en minterm.

For to variable finnes det 4 forskjellige mintermer:
Xy + Xy'+ Xy + Xy

For 3 variable finnes det 23 forskjellige mintermer

Omid Mirmotahari
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Maksterm
En funksjon kan veere gitt pa “produkt av sum” form

Eksempel:
F = (x+y)(x+y’)y

Hvert “summeledd” som inneholder alle variablene kalles en
maksterm

For to variable finnes det 4 forskjellige makstermer:
(x+y) (x+y’) (X'+y) (X'+y’)

For n variable finnes det 2" forskjellige makstermer

Omid Mirmotahari 24
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Sannhetstabell / mintermer

Hvis man genererer en funksjon ut i fra
sannhetstabellen far man en sum av mintermer

Eksempel: xyz|F
| 000 |0

001 | 1

F=Xyz+xyz +xyz 0100
01110

100 | 1

En sannhetstabell kan sees 101 |0
pa som en liste av mintermer 1 1 (13 (1)

Omid Mirmotahari

25



UiO ¢ Institutt for informatikk
Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Notasjon

Mintermer har notasjon m,
Maxtermer har notasjon M,

Funksjoner som bare bestar av sum/produkt av
min/maxtermer (kanonisk form) har fglengde
notasjon:

F(x,y,z) = S(m5, my) = S(3, 6) = X’yz+xyz’
F(x,y,2) = TIMM;, M) = T1I(3, 6) = (x+y' +2")(X’ +y’+2)

Omid Mirmotahari 26
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NAND / NOR

NOR
XY

00
01
10
11

O OO -~ |N

X

)

X

)

X = ) ,
2=(x'vy)

(a) Two-input NAND gate

' D: (x+y)'

(a) Two-input NOR gate

Omid Mirmotahari

NAND
XY

00
01
10
11

O -~ - a |IN
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XOR

XOR

XY

00
01
10
11

O -~ O |N

Exclusive-OR Implementations

Omid Mirmotahari
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2-inputs byggeblokker oversikt

AND S } F Fway

NAND b

Omid Mirmotahari
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Flerinputs-porter
X
Flerinputs- }‘;D—D F=X+y+z
implementasjon ¢
avAND / OR
kan lages direkte
AND
o ABC | F
H—D_ -r=apc 0000
¢ 0010
0100
01110
100 |0
10110
1100
Omid Mirmotahari 1 1 1 1
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Flerinputs-porter NAND/NOR

NOR

Flerinputs- . XyZ
implementasjon }1j>—D} F=(xtytz): 000
av NAND / NOR 4 001
kan ikke lages direkte Mulig lzsning 010
011
NAND 100
10 1
o ABC 110
f%—J_ o F=(aBc)y 000 111

C 001

Mulig l@sning

Omid Mirmotahari 32

(@ JSS QL L \ i L W U e 1 |

C OO OOOO -~ T



UiO ¢ Institutt for informatikk
Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Flerinputs-porter

Flerinputs implementasjon av XOR (oddefunksjon) kan lages direkte

XOR

ABC | F

A 000 | O
BjD F = x®y®z 001 | 1
010 1

¢ 0110
100 | 1

(a) 3-input odd function 101 0
1100

1111 1

Omid Mirmotahari 33
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Designeksempel 1

« Styring av heis

* Inngangssignaler fra sensor
K = Knapp trykket inn: 0/1

K —l
V = Overvekt: 0/1 V —
D = Dar lukket: 0/1 D—

« Utgangssignal til aktuator:
M = Motor pa: 0/1

Omid Mirmotahari

Kontroll
logikk
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Sannhetstabell for designet

)
—_
)

o= ooooo X

011
100
M =KV'D 101
110
111

Omid Mirmotahari
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Implementasjon pa portniva

D )

~

Omid Mirmotahari
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Implementasjon kun med 2-inputs NAND

M = KV’D g‘|>° 4 )m
K
V-
M=K (W) D K DDL}M
K

M = (V) (DK) g{} DI}M

~

v-DOn
M = ((VV)’ (DK)”)” X - T )y m
D

~
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Bruk av 2-inputs NAND og NOR porter

M = (V' (DK)")"

DeMorgan:
M = ( (V) (DK) )"
M=((VV)+ (DK) )
M = (V+(DK)’)’

v ¢

~

s

o<

Da

~

Omid Mirmotahari
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Forenkling pa portniva

* Det er ikke alltid at det enkleste
funksjonsuttrykket resulterer i den enkleste

port-implementasjonen

« Ved forenkling pa portniva ma man vite hvilke
porter man har til radighet, og sa justere
funksjonsuttrykket mot dette. (handverk)

Omid Mirmotahari 39
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Generell design prosedyre

1.

Bestem hvilke signal som er innganger og
utganger

Sett opp sannhetstabell for alle
iInngangskombinasjoner

Generer funksjonsuttrykket som sum av
mintermer

Tilpass / forenkle funksjonsuttrykket mot
aktuelle porter

Omid Mirmotahari
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