Sunnhet og kompletthet av
sekventkalkyle tfor utsagnslogikk




Sekventkalkyle

System for a bevise sekventer

fra aksiomer A, A=1LA B8
d hiel 1 MA=1T1A A= AT
Ve JCIp av regler [ (-A),A =Tl = A, (—A),
VA B, A =1l [ = A AT [ = A, B,TI
L(AAB),A =Tl = A,(AAB), M
VA A =TI [.B,A =TI = A A B,
(AV B),A=Tl = A,(AV B),I
NA=TLA [.B,A=TI WA= A, B,II

rL(A—B),A=N [= A, (A B), 0



Bevis

er oppstilling som viser hvordan nye sekventer kan avledes fra
aksiomer ved hjelp av reglene 1 null eller flere trinn

Q.P.V=Q.R R.P.V=Q.R
N ow S
(QVR).P.V=Q.R P.V=Q.R.P
V —
(P= (QVR)).,P,V=Q.R (P—(QVR)),P,V=V,R
N oHA S
(P—-(QVR)),P,V=(QAV),R (P—=(QVR)),P,V=(QAV)V
. HA
(P—(QVR).P,V=(QAV)(RAV)
VA
(P—(QVR)),(PAV)=(QAV),(RAV)
Hv
(P—=(QVR)),(PAV)= (QAV)V(RAV)

VA
(P—=(QVR)A(PAV)= (QAV)V(RAV)



Teoremer

er sekventer som kan bevises pa denne maten



Sekvent er gyldig

hviss det ikke finnes noen valuasjon som gjgr
alle formlene til venstre sanne og alle
formlene til hgyre gale.



Sekventkalkylen
er sunn:

Alle teoremer er gyldige

fordi alle aksiomer er gyldige A, A=1L A6

NA=TLA A= AT
M (-A),A =T M= A, (-A),N
og alle regler bevarer gyldighet
LA B,A=T = A AT = A,B,I
IL(AAB),A=Tl [= A, (AAB)TI
AA =TI W B,A =TI = A A BTl
rL(AVB),A=T = A, (AVB).T
NA=TL,A I,B,A=Tl A= A BTl
(A— B),A=T r=A,(A— B),N

Gyldighet er altsa en egenskap som gar i arv blant teoremer.



Gyldighet arves
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Sekventkalkylen
er komplett

Alle gyldige sekventer er
teoremer

Systemet er sterkt nok til at alle gyldige
sekventer kan bevises



Sekventkalkylen er komplett

Fire grunner
Alle gyldige sekventer uten konnektiver er teoremer

Enhver sekvent med konnektiver matcher
undersiden av minst en regel

VL

Sekventene over streken er alltid enklere (har faerre
konnektiver) enn sekventen under streken.

== Alle regler bevarer gyldighet ogsa nedenfra og opp

Til sammen sikrer dette at alle gyldige sekventer kan bevises



Sekventkalkylen er komplett

Fordi:

wo

Inneholder konnektiver?




Sekventkalkylen er komplett

“Graderer” na sekventene etter hvor mange (forekomster av)
konnektiver de inneholder:

De enkleste inneholder ingen, og en sekvent er enklere enn en
annen hviss den inneholder ferre forekomster.



Sekventkalkylen er komplett

Bevisbarhet

gar na 1 arv blant alle gyldige sekventer:

==> Alle gyldige sekventer uten konnektiver er bevisbare, og

==> Gyldige sekventer med konnektiver arver bevisbarhet fra
enklere, gyldige sekventer.



Farste ordens predikatlogikk

Kermit kysser Askepott



Forste ordens predikatlogikk

relasjonssymbol

predikwef(kemﬁt’aSkePO“) individkonstanter




kysser(kermit,askepott) A danser(snehvit) A danser(aurora)



danser(askepott) A danser(snehvit) A danser(aurora) A danser(jasmin)

Kvantor/kvantifikator VX danser(x)

De to formlene betyr det samme nar domenet bestar av disse fire



VX (prinsesse(x) — danser(x))
dx hamrer(x)
dx (and(X) A hamrer(X))

- Jx (prinsesse(X) A hamrer(x))



Ingredienser 1 fgrste ordens predikatlogikk

(Individ)variabler: x,y,z,..

(Individ)konstanter: a,b,c,... (kermit, askepott,..)
Funksjonssymboler/Function constants: f,g,h,...
Relasjonssymboler/Predicate constants: p,q.r,... (prinsesse, danser, kysser,..)
Konnektiver —, A, v, = (evt. true, false)

Kvantorer V, 4

Parenteser ), (

Regler for hvordan disse kan kombineres til velformete formler...
Kommer tilbake til dette...



En tolkning/interpretation bestar av

Et domene: en ikke-tom mengde D

Et element (*individ™) 1 domenet D for hver individkonstant
Et element (“indi1vid™) 1 domenet D for hver individvariabel
En (n-&r) relasjon over D for hvert (n-&rt) relasjonssymbol
En (n-&r) funksjon over D for hvert (n-zrt) funksjonssymbol

Spesielt: Hver unar relasjon tolkes som en delmengde av D



hamrer

and

danser

snehvit

prinsesse




Mwmg

kysser(cary,ingrid) A kysser(kermit,askepott)

Det binzre relasjons-symbolet kysser tolkes som en biner relasjon pa D



Vx(prinsesse(x) — dy (frosk(y) A kysser(y,x))

—Vy(frosk(y) — dx (prinsesse(x) A kysser(y,Xx))



Mini-sudoku




Diagrammet viser en ternar relasjon mellom tall:

R(2,3,1) betyr at ruten 1 kolonne 2 og rad 3 inneholder 1.

R(3,2,2) betyr at ruten 1 kolonne 3 og rad 2 inneholder 2.




Snakker om tallene 1,2,3:

211

For hvert tall: Hver kolonne inneholder en rute med det tallet, altsa:

For hvert tall x : for hver kolonne y : finnes rad z slik at
tallet x star i ruten felles for kolonnen y og raden z

VxVydz R(y,z,x)

For hvert tall: Hver rad inneholder en rute med det tallet, altsa:

For hvert tall x : for hver rad z : finnes kolonne y slik at
tallet x star i ruten felles for kolonnen y og raden z

VxVzdy R(y,z,x)



Forhold mellom variabler og kvantifikatorer:
Frie og bundne variabler. Skop.

Enhver frosk kysser en prinsesse som
alle riddere elsker

VX(F(X) = 3y (P(y) A K(xy) A VX (R(X) = E(x,))))

A0




Kvantorer binder forekomster av variabler i sitt skop, men ikke alle:

En forekomst av en variabel kan sta i skopet til flere kvantorer,
men er bare bundet av en av dem, naermere bestemt av den med
rett variabel som har minst skop. (x i Vx er ogsa bundet av Vvx .)

Variabelforekomster som ikke er bundet, er frie.



Vx (F(x) = 3y (P(y) A K(x,y) A VZ (R(z) — E(z,Y))))



Substitusjon

e A(x/a) er resultatet av a sette inn a for alle frie
forekomster av x 1 A.



Sannhet av formler defineres 1

forhold til tolkninger.
vx A er sann i tolkningen | med domenet D

hviSS

A(x/a) er sann (i |) for alle a1 D.

dx A er sann i tolkningen | med domenet D
hviss

A(x/a) ersann (i l) forenaiD.



I = A
I gjor A sann

A er sann 1 tolkningen I



Nar I er tolkning med domene D:

| = VX A
hviss
| |=A(x/a) foralleaiD

| |=3dx A
hviss

| |= A(x/a) for (minst) enaiD






= VX (F(x) = 3y (P(y) A KiX,y) A VX (R(X) — E(xy))))

hviss
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hviss
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vx (R(x) —» E(x,a))

hviss
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Modell/motmodell







