Utsagnslogikk

En formel er gyldig hviss den
sann | alle tolkninger

Tolkning = linje | sannhetsverditabell

Altsa: En formel er gyldig hviss
den har T i alle linjene i sin
sannhetsverditabell.

Dette kan (i prinsippet)
sjekkes automatisk



Predikatlogikk

En formel er gyldig hviss den
sann | alle tolkninger

Kan dette sjekkes automatisk?

Dvs.: Kan vi skrive et generelt

program som far inn vilkarlige

formler og alltid er i stand til a
avgjare om de er gyldige*?



NEI

Det kan finnes uendelig mange tolkninger. Vi vil aldri bli ferdige
med a sjekke hver eneste en.

... 0g det er heller ikke nok systematiske likheter mellom dem til
at vi alltid kan finne frem til et tilstrekkelig, endelig utvalg som vi
kan begrense sjekken til..



Automatisk opplistbar

Vi kan, imidlertid, skrive et program som
lister opp alle gyldige formiler.

... altsa en “evighetsmaskin” som lister opp
bare gyldige formler, pa en slik mate at
hver eneste gyldig formel far eller siden vil
dukke opp.



Naermere bestemt, vi har et sunt og
komplett bevissystem for
predikatlogikk:

Dvs. et system av aksiomer og
slutningsregler som bare lar oss bevise
gyldige formler, OG lar oss bevise alle

gyldige formler.

OG det er sa lett a sjekke om et foreslatt
bevis er lovlig 1 forhold til reglene, at selv et
program kan gjare det.



"Evighetsmaskinen” ...

Trenger dermed bare & produsere alle mulige lister av
formler i tur og orden, deretter sjekke hvilke lister som er
beviser, og skrive ut alle formler som inngar (evt. Star pa
slutten av) bevisene.

Hvis dette gjores pa en rettferdig mate” som sikrer at alle
bevis praoves ut (for eksempel ved at beviser av lengde 1
proves ut farst, deretter beviser av lengde 2, deretter beviser
av lengde 3) vil alle gyldige formler far eller siden komme ut
av maskinen, fordi bevissystemet er komplett.



Kompletthetsbeviset for
sekventkalkylen for utsagnslogikk

hadde fire hjgrnesteiner:
0. En gyldig sekvent med bare atomaere formler er et aksiom
1. Alle regler bevarer gyldighet begge veier

2. Enhver sekvent som ikke bare inneholder atomaere formler, vil matche
sekventen under streken i minst en regel.

3. | hver regel er sekventene over streken enklere enn sekventen under
streken.



? o 0. En gyldig sekvent med bare atomzere formler er et aksiom
? X 1. Alle regler bevarer gyldighet begge veier

?2 ¥ 2. Enhver sekvent som ikke bare inneholder atomaere formler, vil matche
sekventen under streken i minst en regel.

? " 3. | hverregel er sekventene over streken enklere enn sekventen under
streken.

Hvordan blir dette | system for predikatlogikk
med faglgende regler i tillegg?

[, A(xly), A= I1 T'= A, A(X/Y), IT ytitorxia, ogy ikke
[,IXA, A=II [ = A, VXA, IT s

[, Aix/t), A= 1II T = A, A(x/t), I1

[ VXA A=II [ = A Ix A, I

tfri forxi A




? " 0. En gyldig sekvent med bare atomeere formler er et aksiom
? vV 1. Ale regler bevarer gyldighet begge veier

?2 ¥ 2. Enhver sekvent som ikke bare inneholder atomaere formler, vil matche
sekventen under streken i minst en regel.

? X 3. lhver regel er sekventene over streken enklere enn sekventen under
streken.

Hvordan blir dette | system for predikatlogikk
med faglgende regler i tillegg?

[, A(xly), A= I1 T'= A, A(X/Y), IT ytitorxia, ogy ikke
[,axA, A>Tl T = A, VxA, I s
[, VXA, Axt), A=TI T = A, Ix A, A(x/), tIf}forXiA
[ VXA, A=TI ['= A, Ix A, Il




Kompletthet likevel

* Det siste systemet er likevel komplett, men
| motsetning til i utsagnslogikk har vi ikke
lenger noen kontroll pa nar sgket etter
bevis eventuelt tar slutt.



Bevisstrategi

 Alle formler som dukker opp skal
analyseres, det vil si vi skal bruke en regel
pa dem baklengs.

» | formler til venstre med Vx ytterst og
formler til hgyre med Ix ytterst skal vi
dessuten fgr eller siden sette inn for x alle
termer som kan bygges opp ved hjelp av
variabler, konstanter og
funksjonssymboler som opptrer andre
steder | beviset.



Eksempel

* En universell setning er en formel uten frie
variabler, og dessuten pa preneks
normalform med bare allkvantorer i
prefikset.

« Strategien i forrige slide vil alltid ta slutt
hvis sekventen bare bestar av universelle
setninger uten funksjonssymboler.



Lol

vx R(x,X), R(u,v) = R(v,u)
Vv |

vx R(x,x), R(v,v), R(u,v) = R(v,u)

Vv |

VX R(x,x),I R(u,v) = R(v,u)
VX R(X,X) = R(u,v)H: R(v,u)
| hv
vx R(x,x) = Vy (R(u,y)— R(y,u))

vx R(x,x) & VX ¥y (R(X,y)— R(y.X))



vyR(v1,y), R(v1,v2), R(vl,v1) = JyVvxR(x,y), R(v3,v2), R(v2,v1)
VyR(v1,y), R(v1,v2), R(vl,v1) = JyVxR(x,y), \‘é’va(X,VZ), R(v2,v1)
vyR(v1,y), R(v1,v2), R(vivl) = EII:IHVXR(x,y),R(VZ,vU

\évyR(v1 YY), R(vi,v1) :|> JyvxR(x,y),R(v2,v1)

| Vv
VyR(v1,y), R(vl,v1) = JyVxR(x,y),vVxR(x,v1)
| H3
vyR(v1,y), R(vl,vl) = JyVxR(x,y)
VV

VyR(v1,y) = 3yVvxR(x,y)
V3
IxVyR(x,y) |:> AyVvxR(x,y)



vuz vd v4 v5 vb . . ..

EIxVyR(x,y)XEInyR(x,y)

R(v1,vd)

R(v1,v4) R(vd,v4)

R(v1,v3) R(v4,v3)

R(v1,v2) R(v3,v2)
VyR(v1ly) R(vivl) = 3yvxR(xy) R(v2,v1)



