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Sekventkalkyle for utsagnslogikk

Introduksjonseksempel

e Hvordan finne ut om en gitt formel er en tautologi?
e Fra semantikken: Hvis formelen ikke er falsifiserbar, sa er den en tautologi.
e Idé: A systematisk forsgke & falsifisere formelen.

QP FP QF Q-P
—Q F —P,P Q—QF —P
FP,—Q— P QF Q——P

P-QF —-Q——P
P=Q = (~Q—"P]

Eksempel
e Falsifisere formelen (P — Q) — (—Q — —P):
- oppfylle P — Q,
- og falsifisere ~Q — —P.
e Formler til venstre for +- skal oppfylles.
e Formler til hgyre for + skal falsifiseres.

e Oppfylle P — Q:
— falsifisere P,

— eller oppfylle Q.
e —Q — —P ma kunne falsifiseres uavhengig av hvordan P — Q oppfylles.
e Formelen kopieres derfor inn i begge de nye lgvnodene.

e Falsifisere ~Q — —P i venstre lgvnode:
- oppfylle —Q,
- og falsifisere —P.
e Tilsvarende, falsifisere ~Q — —P i hgyre lgvnode:
- oppfylle —Q,
- og falsifisere —P.
e Falsifisere —P i venstre lgvnode:

— oppfylle P.
e Oppfylle —Q i hgyre lgvnode:



— falsifisere Q.

e Venstre lgvnode:

- Oppfylle: —Q, P. Falsifisere: P.
— Umulig, kan ikke bade oppfylle og falsifisere P!

Hgyre lgvnode:

- Oppfylle: Q. Falsifisere: Q, —P.
- Umulig, kan ikke bade oppfylle og falsifisere Q!

(P - Q) — (—Q — —P) kan ikke falsifiseres!

Noen kommentarer

Vi arbeidet med objekter av typen ... I- .. .. Slike objekter kaller vi for sekventer.

Ved & se pa konnektivet til en bestemt formel i en sekvent konstruerte vi nedenfra og opp
nye sekventer fra eksisterende.

Hvilke nye sekventer vi far bestemmes av regler.

Gjennom gjentatt anvendelse av regler konstruerte vi et tre-lignende objekt med en rot-
node og lgvnoder.

Et slikt objekt kalles en utledning.

Den utledningen vi konstruerte var slik at sekventene i lgvnodene hadde noe likt pa begge
sier av .

En utledning med denne egenskapen kalles et bevis.

Vi skal na definere helt presist hva vi legger i disse begrepene!



Sekventer og aksiomer

Definisjon (Sekvent).
En sekvent er et objekt pa formen I' - A slik at T’ og A er multimengder av utsagnslogiske formler.

e Formlene som stér til venstre for - kalles antecedent.
e Formlene som stér til hgyre for I kalles succedent.

Notasjon.

I sekventer leses , som union (kalles sum i boken):
e ' A skal bety I' + {A}.
e Hvis' =[A,B,Cl,saer A =[A A, B, Cl.

Eksempel.
Hvilke av uttrykkene nedenfor er sekventer?
e PQ Nei
e FPFQ Nei
e PFQ Ja
e PPFQ Ja
e FQ Ja
e P Ja
e 23 Q Nei

e PQ—-RFQ—R Ja

Definisjon (Aksiom).
Et aksiom er en sekvent pa formen
IAFA A

slik at A er en atomer utsagnslogisk formel, dvs. en utsagnsvariabel.

Eksempel.
Hvilke av sekventene nedenfor er aksiomer?



PFQ Nei

P,PFQ,P Ja
P—-QFP—-Q Nei
P,Q—-RFQ—R/P Ja

Sekventkalkyleregler

Definisjon («x-regler).
o-reglene i sekventkalkylen LK er:

NA,BFA ' A, BA
FrAABE A N TraveaRY
rA F BA o
r FA—BA
r EAA,|_ LAE A o
r—ArF A r F —AA
a-reglene kalles ofte ett-premissregler.
Definisjon (3-regler).
3-reglene i sekventkalkylen LK er:
r- AA T FBA
FF AAB A A
TAFA T,BFA
FAVB F A BV
r-AA TBFA
L—

B-reglene kalles ofte to-premissregler.

Definisjon (Slutningsreglene i LK).
Slutningsreglene i sekventkalkylen LK er «- og p-reglene.



Begreper knyttet til regler

Se pa regelen

NAFA TBFA
LAVBEA

LV

Sekventene over streken kalles premisser.

Sekventen under streken kalles konklusjon.
Teksten til hgyre for streken er regelens navn.

Formelen som forekommer eksplisitt i konklusjonen kalles hovedformel.

Formlene som forekommer eksplisitt i premissene kalles aktive formler.

Formlene som forekommer i I' og A kalles ekstraformler.

Slutninger

Definisjon (LK-slutning).
e En slutning er en instans av en regel hvor

— A og B er erstattet med utsagnslogiske formler, og
- T og A er erstattet med multimengder av utsagnslogiske formler.

e Slutninger av en regel med navn eller type 06 kalles 0-slutninger.

Eksempel.
En regel FAF :: é A R— definerer uendelig mange R—-slutninger:
P Q,P F Q-RPFP
- =P QF —P Q—>RF —PP

Begreper knyttet til slutninger

Begrepene knyttet til regler anvendes om slutninger:

P-QPFQ P—QRFQ
P> Q,PVRFQ

LV

Sekventene over streken kalles premisser.

Sekventen under streken kalles konklusjon.

Formelen P V R i konklusjonen er hovedformel.

Formlene P og R i premissene er aktive formler.
De andre formlene er ekstraformler.



Utledninger

e En utledning er et tre der nodene er sekventer.
e Rotnoden er nederst og lgvnodene er gverst.

e Rotnoden kalles rotsekvent.

e Lovnodene kalles lgvsekventer.

Definisjon (Mengden av LK-utledninger — basistilfelle).

En sekvent I - A er en LK-utledning.
'EA

Her er I' - A bade rotsekvent og lgvsekvent.

Definisjon (Mengden av LK-utledninger — «-utvidelse).
Hvis det fins en LK-utledning med en lgvsekvent I' - A og en «-slutning med konklusjon I' - A
og premiss I'" - A’, sa er objektet vi far ved & plassere I'" - A’ over I' - A en LK-utledning.

M E A
r-A

VAV,

Definisjon (Mengden av LK-utledninger — 3-utvidelse).
Hvis det fins en LK-utledning med en lgvsekvent I' - A og en B-slutning med konklusjon I' - A

og premisser I'" = A’ og T = A", s er objektet vi far ved a plassere I'" - A’ og T - A" over
I' = A en LK-utledning.

r/}_A/ r‘//l_A//
I'=A

VAV,

B-utvidelse gir forgrening i utledningen!




Eksempel (LK-utledninger).

FRVQ P—QF—-Q——P

PrQ P kP
FPoa R FPAP A

PEP  PFQ QFP QFQ
PrpPAQ QFPAQ . ™
PVQ F PAQ S/

Bevis

Definisjon (LK-bevis).
Et LK-bevis er en LK-utledning der alle Igvsekventene er aksiomer.

Definisjon (LK-bevisbar).
En sekvent I' - A er LK-bevisbar hvis det fins et LK-bevis med I' - A som rotsekvent.

Eksempel (LK-bevis).

PFrP
FPop R

X X
~Q,P + P QFrQ-P,

—QF PP R o Q-QF-P o
FP,—Q——P QF Q——P

P—-QF —Q——P
e Sekventene P — P og P — Q - —Q — —P er bevisbare, siden det fins LK-bevis med disse

L—

sekventene som rotsekvent.

Merk: symbolet x er ikke en del av kalkylen, men et hjelpesymbol vi bruker for & markere at en

gren er lukket.



Semantikk for sekventer

Gyldige sekventer

Definisjon (Gyldig sekvent).
En sekvent I' - A er gyldig hvis alle valuasjoner som oppfyller alle formlene i I' ogsa oppfyller
minst én formel i A.

Eksempel.
Fglgende sekventer er gyldige:
e PP
e P-PQ
e P-QFP—-Q
PP—-QFQ
P—-QF—-Q——P

Falsifiserbare sekventer

Definisjon (Motmodell/falsifiserbar sekvent).

e En valuasjon v er en motmodell til sekventen I' -+ A hvis v oppfyller alle formlene i I og
falsifiserer alle formlene i A.

e Vi sier at en motmodell til en sekvent falsifiserer sekventen.
e En sekvent er falsifiserbar hvis den har en motmodell.

Eksempel.
Folgende sekventer er falsifiserbare:
e P-Q Motmodell: v(P) = 1,v(Q) =0
e PVQFPAQ Motmodell: som over eller v(P) = 0,v(Q) =1
o P Motmodell: v(P) =0
o P Motmodell: v(P) =1
° Motmodell: alle modeller!



Oppsummering

Gyldig
e PLP—-QFQ
e HvisvEPogvEP — Q,sdvE Q.

Bevisbar

PrHP
PP—Q

o
(OT

Falsifiserbar
« PP QF—Q
e En valuasjon v slik at v i~ P og v = Q.

Ikke bevisbar

- PP Q,Q

—~P F P Q F —Q

“PP—Q F —Q
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