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Repetisjon

Semantikk

Hvis M er en modell og ¢ er en lukket formel, sa definerte vi M |= .

Vi brukte det utvidete spraket — med konstanter for hvert element i
domenet — for & gjgre dette.

o For atomere formler: M = R(ty,...,tn) hvis (t],... t)) € RM.
M k& —¢ hvis det ikke er tilfelle at M = o.
ME @AY hvis M = ¢ og M = 1.
ME @V hvis M = ¢ eller M = 1.
M E ¢ — 1 hvis M & ¢ impliserer M = 1.
e M = Vxo hvis M = @[x/a] for alle a i |M|.
e M E Ix@ hvis M = ¢[x/a] for minst en a i |[M].
Vi skriver M | ¢ for at ¢ er sann i M eller at M gjgr ¢ sann.

Sprak og modeller: Et komplekst forhold

Ved fgrsteordens sprak har vi fatt betydelig storre uttrykkskraft.

Modeller kan vere rike pa struktur.

Det er et ikke-trivielt forhold mellom sprék og modeller.
Noe av det vi er interessert i:

¢ Sjekke om en formel er sann i en modell. (Modellsjekking)

e Sjekke om en formel er oppfyllbar eller falsifiserbar.

¢ Sjekke om en formel er gyldig.

e Sjekke om formler er uavhengige av hverandre.

e Bruke spréket til & beskrive modeller, forsgke a “fange inn” og
beskrive virkeligheten.




Noen eksempler

Eksempel 1

Oppgave

Lag en modell som oppfyller falgende formler.
1. IxPx
2. ¥x—Qx

Fglgende er én mate a lgse denne oppgaven pa.
e La domenet til modellen M veere {1}, det vil si, |M| = {1}.

e Det er ingen konstantsymboler eller funksjonssymboler i spraket,
sé vi trenger ikke & spesifisere tolkningen av disse.

e La relasjonssymbolene tolkes slik at PM = {1} og QM = ().
e Formel 1 er sann fordi P(1) er sann, og P(1) er sann fordi 1 € PM,

e Formel 2 er sann fordi —~Q(1) er sann, og —Q(1) er sann fordi Q(1)
er usann, og Q(1) er usann fordi 1 ¢ QM.

Eksempel 2

Oppgave

Lag en modell som oppfyller falgende formler.
1. PaAPb
2. —Ix(Px A Qx)
3. IxQx.

Fplgende er én mate a lgse denne oppgaven pa.
e La domenet til modellen veaere {1, 2}, det vil si, M| = {1, 2}.
e La konstantsymbolene tolkes slik at a™ =M = 1.

e Det er ingen funksjonssymboler i spraket.

e La relasjonssymbolene tolkes slik at PM = {1} og QM = {2}.

e Formel 1 er sann fordi 1 € PM.
e Formel 2 er sann fordi (P n QM) =¢.

e Formel 3 er sann fordi 2 € QM.

Eksempel 3

Oppgave

Vis at fplgende formel er gyldig.
1. (VxPx AVxQx) — Vx(Px A Qx)

e For & vise at en implikasjon (F — G) er gyldig, sa er det tilstrekkelig
a vise at hvis en modell gjor F sann, sa gjgr den ogsa G sann.

Al Anta derfor at M er en modell med domene D som gjar
(VxPx A VxQx) sann.

(Fra antakelsen A1 skal vi altsa vise at M gjor Vx(Px A Qx) sann.)
A2 Anta at a er et vilkarlig element i domenet D.
e Fra antakelse Al fglger det at M gjgr bade VxPx og ¥xQx sann.
e Fra antakelse A2 fglger det at Pa og Qa begge er sanne i M.
e Da ma ogsad Pa A Qa vere sann i M.
e Siden a var vilkarlig valgt, s folger det at ¥x(Px A Qx) er sann i M.




Eksempel 4

Oppgave

Vis at fglgende formel ikke er gyldig.
1. Vx(PxV Qx) — (VxPxV VxQx)

e Vi mé finne en modell som gjgr formelen usann.
e Vi ma altsa finne en modell M som gjor Vx(Px V Qx) sann, men
som gjgr (VxPx V ¥xQx) usann.
e Da ma modellen M gjore bade ¥xPx og VxQx usanne.
e La domenet til M veere {1,2}.
e For 4 gjore VxPx usann, la PM = {1}.
Da vil P2, og derfor ogsé VxPx, vare usann.
e For 4 gjore ¥xQx usann, la QM = (2}.
Da vil QT, og derfor ogsd VxQx, veere usann.
e Det er lett & sjekke at Vx(Px V Qx) er sann i M.

Eksempel 5

Oppgave

Vis at fglgende formel er gyldig.
1. ¥xRxx — ¥x3dyRxy

La M vere en modell med domene D og anta at M = VxRxx.
Det er tilstrekkelig a vise at M = VxJyRxy.

La a € D veere vilkarlig valgt.

Ved antakelse vet vi at M = Raa.

Da er det slik at M = JyRay.

Siden a var vilkarlig valgt, vil M & VxJyRxy.

Figurspraket igjen

En utvidelse av figurspraket

Figurspraket

Atomeer formel Intendert tolkning

Sirkel(x) x er en sirkel

Firkant(x) x er en firkant

Trekant(x) x er en trekant

Stor(x) X er stor

Liten(x) x er liten

Mindre(x,y) x er mindre enn y
Over(x,y) X er n@érmere toppen enn y
Under(x,y) x er nermere bunnen enn y
VenstreFor(x,y) x er lenger til venstre enn y
HoyreFor(x,y)  x er lenger til hgyre enn y
Inntil(x,y) x er rett ved siden av, rett over eller rett under y

Mellom(x,y,z)  x, y 0og z er i samme kolonne, rad eller diagonal,
og x er mellom y og z




Forklarende eksempel til semantikken

M =@ M @ M=y, dM = A
(vi antar at dette er alle konstantene)
Trekant™ = {a, A}

Stor™ = {O,A}

Liten™ = {m, A}

M = Under(a, c)

fordi (a™,cM) = <°,A> € Under™

M E —Under(a, b)

M E VenstreFor(a, c) A —VenstreFor(b, c)
M E Inntil(a,b) A —Inntil(a, c)

M &= Mellom(c, a,d) A —Mellom(c,b, d)

Eksempel 1

e Er det slik at M = IxLiten(x) ?
e For a svare, mé vi se pa definisjonen av .
M E IxLiten(x)

(3
det fins en a € |M| slik at M = Liten(a)

i)

det fins en a € |M] slik at a™ ¢ Liten™

i)

det fins en a € |M] slik at a € Liten™

e Siden Liten™ = {@, A}, kan vi konkludere med
JA.

Eksempel 2

e Er det slik at M = VxStor(x) ?
e For & svare, ma vi se pa definisjonen av .
M E VxStor(x)

— (3
for alle a € M| s& M [= Stor(a)

for alle a € |M] s& @ € Stor™

* | 1

for alle a € |M| s& a € Stor™

o Siden M| = (@, @, A} og Stor™ — (@, A}, s3
kan vi konkludere med NEI.

Eksempel 3

A

M = Vx(Stor(x) — Sirkel(x))

for alle a € |M| sa
M k= Stor(a) — Sirkel(a)

(3

for alle a € (M| sa

M E Stor(a) impliserer M = Sirkel(a)

(3

for alle a € M| s&

hvis a € Stor™, s& a € Sirkel™

i)

“alle store objekter er sirkler”

Pastanden holder ikke.




Eksempel 4

A

J
* Bl

M = Vx(Sirkel(x) — JyIzMellom(x,y, z))
(3
for alle a € |M| sa
M [= Sirkel(a) — Jy3zMellom(a,y, z)
(3
for alle sirkler a € M| sa
M E FyIzMellom(a,y, z)

for alle sirkler a € |[M| sa
fins b, c € M slik at M = Mellom(a, b, ¢)
Pastanden holder, fordi
M E Mellom(@, Bl 8) og
M = Mellom(®, @, a).

Eksempel 5
Er fglgende formler oppfyllbare samtidig?
1. Stor(a) A Liten(b)
2. Vx(Trekant(x))
T 3. Vx(Inntil(x, a) V Inntil(x, b))
4. —3x(VenstreFor(x, a) V HoyreFor(x, a))
b 5. Vx(Stor(x) — JyOver(y, x))
Svaret er JA!

Eksempel 6

" J

Er fglgende formler oppfyllbare?

1. —Sirkel(a) A —Trekant(a) A —Firkant(a))
Svaret er JA!
La M| = (@) og ™ =D.

2. Liten(a) A Stor(a)
Svaret er JA!
La (M| = {e»}, a™ = & og
Liten™ = Stor™ = {es}

Bruke spraket til & beskrive modeller

Gi en mengde formler som beskriver denne
modellen ngyaktig, dvs. som har denne og
(essensielt) ingen andre modeller.

1. Sirkel(a) A Firkant(b)
vxLiten(x)
VenstreFor(a, b)
vx(Inntil(x, a) V Inntil(x, b))
Vx(—Over(x, a) A —~Under(x, a))

6. Vx(—VenstreFor(x, a) A —HoyreFor(x, b))
Ganske vanskelig...

ah b
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