Dynamisk programmering

Metoden ble formalisert av Richard Bellmann (RAND Corporation) pa
50-tallet.

— Har ingen ting med programmering a gjore.
— "Dynamisk” er et ord som kan aldri brukes negativt.

Hvilke problemer?

Skal vi kunne lgse et problem med dynamisk programmering, ma det kunne
deles opp i mindre og mindre biter...

... helt til vi kommer til et sa lite delproblem at Igsningen lett kan finnes.

Lesningene pa delproblemene méa sa kunne kombineres til lasninger pa sterre
problemer. (Ofte ma flere delproblemer kombineres, 2-3-4 stykker
ikke uvanlig, flere er mulig.).

Dynamisk programmering brukes typisk til & lgse opti-
maliserings-problemer. (Problemer hvor det kan vaere
mange lgsninger, og hvor vi gnsker a finne den beste.)

Optimalitetsprinsippet

Gitt et optimaliseringsproblem, og en funksjon combine (funksjonen som
kombinerer Igsninger pa delproblemer til Igsninger pa sterre problemer), sa sier
vi at Optimalitetsprinsippet holder hvis fglgende alltid er sant:

Hvis
S =combine(S,, S,, ..., S,), 0og
S er en optimal lgsning pa sin probleminstans,

séer
S, S,, ..., S,, optimale lgsninger pa sine respektive probleminstanser.

Hvis optimalitetsprinsippet holder, sa er problemet egnet for lasning med
dynamisk programmering. Da genereres bare optimale Igsninger pa
delproblemer.

Overlappende delproblemer

For at dynamisk programmering skal vaere mer effektivt enn f.eks en rekursiv
divide and conquer-algoritme, ma delproblemene veere overlappende.

Dvs. samme delproblem ma forekomme som del i flere starre problemer.

| dynamisk programmering utnytter vi det faktum at vi allerede har lgst
delproblemer og lagret svaret, slik at disse ikke lgses flere ganger.

Hvis bade optimalitetsprinsippet holder, og vi har overlappende delproblemer,
sa er sannsynligvis dynamisk programmering maten & lgse problemet pa.




Fire enkle(?) steg

1. Beskriv strukturen i en optimal Igsning / strukturen i problemet.
2. Definer rekursivt verdien av en optimal Igsning.

3. Beregn verdien til en optimal Igsning, bottom up (lagr verdien av optimale
dellgsninger i en tabell).

4. Konstruer en optimal Igsning ut fra beregnede verdier. (Om vi faktisk
ensker lgsningen, og ikke bare ngyer oss med verdien av en optimal
lgsning.)

Dynamisk programmering vs.
Divide and conquer

Dynamisk programmering Divide and conquer

Bottom up Top down (rekursivt kall)

Memoisering
Best egnet nar delproblemene er Best egnet nar delproblemene er
avhengige av hverandre. Lasninger pa | uavhengige av hverandre. Da re-
alle delproblemer lagres i en tabell og | beregnes ikke lgsninger pa

behgver ikke re-beregnes. delproblemer.
Irrelevante delproblemer Igses Kun relevante delproblemer Igses.
Quicksort

Korteste sti (alle til alle) — Floyd

Vi skal finne korteste sti mellom alle par av noder i en graf G=(V,E).
Kantene har lengde, men vi antar at det ikke finnes negative sykler.

1. En stip =<i, vy, ..., v, j > fra node i til node j bestar av endenodene i og j,
og internnodene vy, ..., V.

For alle par av noder i, j, ser vi pa korteste stier fra i til j som bestér av
internnoder fra mengden {v,, ..., v}, og lar p veere en av disse.

- Hvis v, er en internnode i p, bestéar p av delstiene p, (frai til v,) og p,
fra v, til j). Delstiene p, og p, er stier med internnoder fra mengden
Vi, ..., Vi 4} Og Py Og P, er korteste stier fra i til v, og fra v, il j, ellers

ville ikke p veert en korteste sti fra i til j.

—  Huvis k ikke er en internnode i p, er p en korteste sti fra i til j med
internnoder fra mengden {v,, ..., v, 4}.

(Optimalitetsprinsippet holder.)

Korteste sti (alle til alle) — Floyd

2. La d;® veere lengden av korteste sti fra i til j med internnoder fra

mengden {v4, ..., v, }.

Nar k = 0 kan ikke stien besta av internnoder i det hele tatt og d;© vil
altsa tilsvare lengden av kanten ij. (Vi bruker w; for lengden av kanten ij.)

En rekursiv definisjon av d;® vil veere som folger:

W. hvisk =0

]
k . 1 1 = .
di = min{ d*? , dY +d*P} hvisk >1
J ,
v, ikke med v, medistien
Matrisen D = ( d;™ ), hvor n er antall noder i grafen, vil inneholde

lengden av de korfeste stiene mellom alle par av noder i, j.
(Alle noder er na lovlige mellomnoder.)




Korteste sti (alle til alle) — Floyd

3.

function Floydwarshall (W)
n « rows( W)
DO =W
for k — 1tondo
fori—1tondo
forj«—1tondo
A0 — min( dykD, dy &+ dy D)
endfor
endfor
endfor
return(D)
end NaivStringMatcher

Korteste sti (alle til alle) — Floyd
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Korteste sti (alle til alle) — Floyd
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Korteste sti (alle til alle) — Floyd
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Strenger som ligner

En streng P er en k-approksimasjon av en streng T dersom T kan
konverteres til P ved & utfare maksimalt k av fglgende operasjoner:

Substitusjon Et symbol i T byttes ut med et annet.
Tillegg Et nytt symbol legges til i T.
Sletting Et symbol slettes fra T.

Edit distance, ED(P,T), mellom to strenger P og T er det minste antall
slike operasjoner som trengs for & konvertere P til T.

Eks.
logarithm - alogarithm - algarithm - algorithm (+a, -0, a/o)

Strenger som ligner

Vi skal finne edit distance mellom to strenger T og P.

1. LaD[n, m]=ED(P[1:n], T[1:m]). (Edit distance mellom delstrenger)

- Hvis P[i]=T[j],saerD[i,j]=DJi-1,j-1].

Hvis P [i]# T[], sa ma vi se pa en optimal sekvens av operasjoner
som transformerer T [1:] ] til P [1:i ]. Vi antar UTAG at vi fgrst har
endret pa P [1:i-1], T [1:j -1] og at vi gjer siste operasjon for & fa
T[j]=P][i], dette kan veere:
*  Substitusjoni T—sette T[j]=P[i].
+ Tilleggi T —legge til symbol i T pa pos T[j]—slettingav P [i].

+  Sletting i T — sletting symbol i T pa pos T [j].

Hvis ikke operasjonene gjort for a fa T [1:j-1] = P [1:i-1] var optimale,
sa snakker vi ikke na om en optimal sekvens av operasjoner som gir
T[M:j1=P[1i].

(Optimalitetsprinsippet holder)

Strenger som ligner

2. En rekursiv definisjon av D[i, j ] vil altsé veere som fglger:

Dli-1j-1] hvis P[i]=T[j]
D[i,j]=<min{D[i -1,j -1]+1, D[i -1 j]+1 D[i,j-1+1} ellers
substitusjon hl\leﬁg\TP slettingiT
sleting

D[0,0] =0, DIi,0]=D[0,i]=i.

Strenger som ligner

2. En rekursiv definisjon av D[i, j ] vil altsé veere som fglger:

Dli-1j-1 hvis P[i]=T[]]
D[i, j]=<min{D[i -1,j —1]+1, D[i -1, j]+1 D[i,j—-1+1} ellers
L) AT AT A AT
substitusjon gluee‘gﬁ éTiP slettingiT
D[0,0] =0, DIi,0]=D[0,i] =i.
1 i1 j
0 0|1 1]
I
i-1 i-1
i




Strenger som ligner

function EditDistance (P [1:n], T[1:m])
i—0
j<0
fori«—Otondo D[i,0] «i
forj«~1tomdo D[O0,j]«j
fori—1tondo
forj« 1tomdo
IfP[i]=T[j]then
D[i,j] < D[i-1,j-1]
endif
D[i,j] < min{ D[i-1,j-1]+1, D[i-1,j]1+1, DI[i,j-1]1+1 }
endfor
endfor
return(D[n, m])
end EditDistance

Gjennomsnittlig

soketid

Optimale sgketraer

3py+ 2p+ py+ 2py+ 3ap+ 30, + 20, + 20, + 29,

Optimale soketreer

For generelle sgketreer far vi falgende formel for gjennomsnittlig antall
sammenlikninger som gjares.
— T ettre med n ngkler (sokeord lagret i interne noder) K, ..., K 4.
— n+1 bladnoder tilsvarer intervaller |, ..., |, mellom ngklene.
— sannsynlighetsvektorer p og g for ngklene og intervallene mellom dem, hhv.
— d; er nivaet til ngkkel K;, e; er nivaet til bladnode som korresponderer med ..

n-1 n

A(T,n,p,q) = Zpi(di +1)+Zq‘ei

i= i=0

Optimale soketreer

Hvis p;-ene er like og g;-ene er like, vil det komplette binsere saketreet
veere det optimale.

Men noen ord kan veere oftere sgkt etter enn andre (p; -ene ulike) , derfor
kan det lgnne seg med skjeve treer og deltreer, for & fa ord som det ofte blir
sokt etter sa hgyt som mulig opp i treet.

Vi gnsker & finne det optimale binzere sgketreet T over alle mulige, gitt
sgkesannsynlighetene (p;-ene og q;-ene). Dvs treet som minimerer
gjennomsnittlig antall sammenlikninger A(T,n,p,q).

min A(T,n,p,q).
T

p;-ene og g;-ene er i utgangspunktet sansynligheter (tall i intervallet [0,1],
som summerer til 1), men vi kan slakke pa kravet og anta at de er positive
reele tall, det er uansett bare tall som sammenliknes.

n-1

La o(P.a)=2.p +i%

i= i=0




Optimale soketreer

Optimale soketreer

%'J‘jennomsnittlig antall operasjoner for et sgketre T er gitt ved falgende
ormel:

A(T,n,p,a) = A(L,i,Pgs- P -1, Ggs- - +0) + AR N1 +1,0; 14, ,Pp 1,8 455 Tn)
+

o(p.a)

For enkelthets skyld skriver vi: A(T) = A(L) + A(R) + o(p,q)

(Optimalitetsprinsippet holder)

1. Etbingert tre T for noklene K,, ... K, bestar av en rot med ngkkel K;, og
to deltaer L og R.
L er del bineert tre for ngklene K,, ... K., , R et tre for ngklene K, , ... K.
/ §
/ \
J Kisgs oo K4 ‘-.“
Pists oo Prg
L i+ -5 Uy YR
1. En rekursiv formel kan lages som falger:

La TU- veere et sgktre for ngklene K;, ..., KJ- s 0<i,jsn-1
(T; er det tomme treet om j <i.)

ta ofi.j)

I
L
r+

L

3.

Optimale soketreer

En algoritme kan na enkelt lages ved & fylle ut en tabell med verdiene for
A(T; ) som definert av formelen:

ATy) = min { AT 1) + A(Ty1q5) 3+ 0(1)
k

I tillegg til verdien A(T; ) ma ogsé en representasjon av de aktuelle treerne
vedlikeholdes, slik at vi finner selve treet.




