Vann i rgr — Ford Fulkerson method

Problemet

Forestill deg at du har et nettverk av rgr som kan transportere vann, og hvor rgrene mgtes i
sammensveisede knytepunkter. Vannet pumpes inn i nettverket ved hjelp av et spesielt
knytepunkt vi kaller kilden, og det forsvinner ut av nettverket i et annet kalt avlgpet. Hvert rar
har en tykkelse og dermed en gvre grense for hvor mye vann som kan flyte gjennom det, i
tillegg er de laget sann at vannet bare kan flyte én bestemt vei gjennom dem.

Vi kan representere nettverket med en rettet graf, den er da rettet fordi hvert rgr bare lar
vannet flyte en bestemt vei. Tallene pa hver kant representerer hvor mye vann som maksimalt

kan flyte gjennom det roret.
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Det vi na gnsker a bestemme er hvor mye vann kan vi maksimalt kan fa pumpet inni
nettverket gjennom K (kilden) slik at alt vannet renner forsvarlig gjennom nettverket og ut
gjennom A (avlgpet). Med “forsvarlig” mener vi bare at det aldri flyter mer vann gjennom et
rgr enn det som er kapasiteten, og at alt vann som kommer inn i et knytepunkt ogsa forsvinner
ut igjen, forutenom avlgpet og kilden.

Flyt i nettverket

En beskrivelse av hvor mye vann som flyter gjennom alle rarene kaller vi en flyt i nettverket,
den ma samtidig overholder forsvarlighetskravene nevnt over. Siden alt vannet som kommer
inn i hvert knytepunkt ogsa kommer ut, for utenom kilde og avlgp, sa skjgnner vi at alt som
blir pumpet inn fra kilden vil ende i avlgpet, sa far enhver flyt sier vi at verdien til flyten er
nettopp hvor mye vann som ender opp i avlgpet, eller som blir pumpet ut fra kilden. A finne
den maksimale flyten bestar da i a finne den flyten som har stgrst verdi, men la oss i forste
omgang bare forsgke a lage en metode for lage en gyldig flyt.

Gal tilnaerming

Hvis man virkelig forhaster seg kan man fristes til a tenke at man bare kan sette flyten over
hvert rer til & veere den maksimale kapasiteten til raret, da burde vel flyten for nettverket bli
maksimal? Problemet er da at vi ikke vil opprettholde bevaringsprinsippet for knytepunktene,
nemlig at alt som kommer inn ogsa ma ut, og at alt som kommer ut ma ha kommet inn. Se
eksempelknytepunktene under, kapasiteten er pafart rgrene;
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(A) Overskudd av vann (A) Underskudd av vann

Her ser vi at man i (A) apenbart ikke kan la det flyte den maksimale mengden vann gjennom
hvert rar, for da vil det komme 25 inn men bare 10 vil slippe ut. Tilsvarende i (B) kan det bli
underskudd i knutepunktet. Sa vi kan ikke simpelthen si at hver kant skal ha den maksimalt
mulige flyten gjennom seg.

Naiv tilneerming

En litt mer raffinert tilneerming er & forestille seg vann renne gjennom nettverket som en bekk,
fra kilde til avlgp. Vi ser fort at den maksimale mengden vann som kan renne gjennom en slik
bekk er begrenset av det minste raret pa veien. Sa gitt en vei fra kilden til avlgpet kan vi si at
flyten pa alle rgrene langs denne veien skal vere lik den minste kapasiteten pa veien. Na ser
vi at alt vann som flyter inn i en node ogsa vil flyte ut igjen, siden vi for hver node setter
flyten til ett inn- og ett ut-rar til det samme. Etter at vi har bestemt at det skal veere flyt 5 langs
alle ragrene pa veien sa senker vi kapasiteten pa alle rgrene med 5, og hvis ett eller flere rar
ikke har noe resterende kapasitet sa kan vi se pa dem som stengt og fjerne dem fra grafen.
Denne prosessen gjentar vi hele tiden sa lenge vi finner en vei fra kilde til avlgp, og etter hvert
som kapasiteten til rer blir 0 sa fjernes de fra grafen. Legg merke til at hver gang vi sender

en "bekk” med vann gjennom rgrnettet og modifiserer grafen ved a senke kapasitetene pa
kantene, sa lager vi i egentlig en ny graf som viser den gjenveerende kapasiteten til rgrnettet
etter den nye “bekken” med vann.
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Det minste rgret pa stien har
kapasitet 3, kapasiteten til de
andre rgrene blir minket med 3,
mens de som far 0 i kapasitet
fiernes.

Metoden over vil gi oss en gyldig flyt, og om vi er heldige kan den ogsa veere maksimal.
Problemet er at nar vi ikke klarer a finne noen veier mellom kilde og avlap, sa kan vi egentlig
ikke veere sikre pa at vi har funnet den aller starte flyten, og prever du ut metoden sa vil du se
at du rett som det er ikke klarer & beregne den starste flyten.

Begrensningen som ligger i metoden er at vi gjor et tilfeldig valg av vei fra kilde til avlgp, og
bestemmer oss for & uten videre fastsette en bestemt mengde flyt langs rarene, uten at vi har



noen mulighet til & angre, nemlig a justere ned pa flyten senere. Det vi trenger er en mate a
justere flyten pa rarene nedover ved et senere tidspunkt om vi gnsker det.

Smart tilneerming

Anta som over, at vi har funnet en vei gjennom rgrnettet hvor vi kan sende 3 i flyt gjennom
alle rgrene. I figuren ser vi en slik vei bestdende av farst en vei fra K til B, sa én enkelt
rerledning fra B til C, ogsa tilslutt en vei fra C til A.

Langs veien X;EX; fra kilden til
X1 - Vei avlgpet sendes det 3 i flyt. Raret
E har 3i flyt og 5 i resterende

kapasitet, sa i starten hadde
rgret 8 som kapasitet.

E - Direkte kant
Rest kapasitet: 5
Flyt: 3

La oss si vi fortsetter a forsgke a finne en ny vei fra K til A, og havner farst i knutepunkt C
via en vei Y; med en flyt pa 2 sa langt. Hvis det er noen rgrledninger videre ut fra C med ledig
kapasitet sa kan vi velge de videre, sa for argumentets skyld antar vi at det ikke er noen rar ut
fra C med ledig kapasitet. Husk samtidig at det er en annen rgrledning E som gar inn i C med
3iflytog 5 i ledig kapasitet, som i figuren over.

Ny vei som
1 kan fore 2
eller mindre

N

Rest kapasitet: 4
Flyt: 1

Fiyt: 2 Y,

Flyten pa 2 som kommer via Y kan apenbart ikke ga oppover E raret, for rarene farer bare
flyt i en bestemt retning. Det vi derimot kan gjare er a justere ned flyten langs E raret fra 3 til
1, da vil fortsatt nettoflyten inn i C veere 1+2 = 3 som far. Disse 3 enhetene flyt kan da sendes
langs X; og til avlgpet akkurat som far. Det som er flott na er at de 2 enhetene flyt vi senket
langs E kan vi heller forsgke & sende langs en annen ny vei fra B til A, og pa den maten har vi
totalt gkt flyten til A med 2.

Legg merke til at vi vedlikeholder konserveringsprinsippet ved at flyten inn og ut av B og C
fortsatt er den samme. Legg ogsa merke til at den totale flyten i grafen na har gkt med 2 pa
grunn av den nye veien fra Y; og Y, som begge farer 2 i flyt. Det vi gjar generelt er at nar vi
kommer til en node (C her) som ikke har noen regr ut av seg med ledig flyt, sa praver vi a
senke flyten inn i denne noden fra et annet knytepunkt (hvis et slikt finnes) slik at flyten i
reret (E her) heller kan brukes pa en ny vei (Y her) fra sitt knytepunkt (B her) til mal (A her).
Vi kan pa en mate si at vi far flytene til & samarbeide om a fa frem mest mulig fiyt.



Det er penbart at denne metoden vil la oss fortsette & forbedre flyten i grafen etter at den
farste metoden vi sa pa vil veere ferdig, men hvordan kan vi vite at vi har den maksimale
flyten nar selv denne metoden ikke fagrer frem lenger? La oss undersgke dette ved a anta at vi
ikke lenger klarer a finne nye forberingsveier i nettverket.

Vi ma vite at vi er ferdig

Vi er altsa i den situasjonen at vi forsgker a lage veier fra kilden og ut i nettverket, men alltid
ender opp i knytepunkter hvor alle utover rar er brukt opp, og alle innover rgr har 0 i flyt slik
at vi ikke kan senke den. Sa ved alle disse nodene hvor vi ikke kommer lenger vil flyten ut
veere maksimal, dvs alle utover rar er brukt opp, og flyten inn vil vere 0. Ved
konserveringsprinsippet vet vi at alt som strammer ut fra disse nodene vil ende opp i kilden.
Forestiller vi oss en hver annen flyt i det samme nettverket, sa ser vi at den umulig kan vare
sterre enn den vi har laget na, for akkurat som var flyt ma den jo levere all flyten ut gjennom
disse knytepunktene, og vi bruker jo allerede alle utover ror fra disse knytepunktene til full
kapasitet.

For & jamfgre med boka sa er det nettopp disse nodene, i tillegg til alle nodene mellom dem
og kilden, som omtales som “cut nodes”. Et cut er i prinsippet rgrene som gar pa tvers av en
en todelt gruppering av knytepunktene i nettverket, hvor kilden er i en gruppering og avlgpet i
den andre. Hvis man ser pa alle disse rarene pa tvers sa skjgnner man at de utgjer en
flaskehals for hvor stor flyt som kan stramme gjennom nettet, og forskjellige grupperinger av
knytepunkter vil gi oss forskjellige flaskehalser. Det er derfor apenbart at enhver gyldig flyt
ikke kan vere stagrre enn noen flaskehals i nettverket. Hvis vi derfor finner en flyt som har lik
verdi som en flaskehals, sa ma dreie seg om den stgrste mulige flyten, og den minste
flaskehalsen. Den matematiske pastanden som sier dette er Max-flow-Min-Cut Theorem fra
boka.

Da er vi klare til & oppsummere var fantastiske metode for a finne maksimal flyt.

1. Finn vei fra kilden til avlgpet hvor hvert utover rar ikke har brukt opp sin kapasitet, og
hvert innover rar ikke er ubrukt. Hvis en slik vei ikke finnes sa er navarende flyt
maksimal.

2. LaR veare den minste av gjenstaende kapasiteten blant alle ut-rgrene og flyt i inn-
ragrene.

3. @k flyten pa ut-rgrene kantene med R, og senk flyten pa inn-rgrene med R.

4. Gatil1

Dette er Ford-Fulkerson metoden.
| praksis

For & gjare oss i stand til & finne disse veiene som ogsa kan besta av rgr som rettet inn mot
knytepunkter ma vi gjgre noen endringer for at vanlige veifinner metoder (dypde ferst, bredde
farst) skal fungere.

| de fleste representasjoner av grafer pa datamaskiner har man ikke mulighet til a vite hvilke

kanter (rar) som peker inn mot noden man er i pa en rask mate, men det har vi behov for her.
Husk at nar vi har sent flyt gjennom en ragrledning som gar fra A til B, sa gnsker vi at det skal
vaere mulig & justere ned denne flyten nar vi en annen gang kommer fra noden B. Maten vi



handterer dette pa er at hver gang vi lager en vei gjennom grafen hvor vi bruker kapasitet i
forskjellige kanter, s& legger vi til kanter som peker motsatt vei for hver kant som pekte

forover.
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Sa na har vi fortsatt de gamle kantene som viser hvor mye kapasitet som rgret har igjen, men
vi har ogsa en ny kant som viser hvor mye som flyter gjennom raret med den flyten vi har na.
Den nye grafen til hgyre har ingen flyt i seg selv, den bare viser hvor mye flyt som gar
igjennom rgrene og hvor mye som er igjen. Nar vi sgker etter nye veier sa gjer vi det videre i
grafen til hgyre, og hver gang legger vi til eventuelle bakoverkanter i forhold til orginalgrafen
til venstre. Legg merke til at nar vi finner veier i grafen til hgyre sa bruker vi BARE forover
kanter, som da enten er vanlige rer fra det opprinnelige vannrgrnettet, eller tilsvarer a senke
flyten i et rar som egentlig gar motsatt vei i den opprinnelige grafen.

Avslutningsvis kan det nevnes at det er avgjarende for effektiviteten at vi velger
forbedringsveiene i en forsvarlig rekkefglge. Den beste maten viser seg & vaere at man velger
den korteste kandidatveien heletiden, dette klarer man med bredde-farst sgk i grafen til hgyre.
Dette blir kaldt Edmonds-Karp algoritmen.
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