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Oppgave 1 Koordinater og transformasjoner

Et punkt (z,y) i planet kan representeres i polarkoordinater som

T = pcos ¢, Yy = psin ¢.

la

Hva er den nye posisjonen (z’,y’) til (x,y) etter en rotasjon rundt origo med
en vinkel 07 Bruk vektor- og matrisenotasjon til & uttrykke svaret.

Lgsning.
z' = peos(¢p+ 0) = p(cos ¢ cosh — sin ¢psin b)),

y' = psin(¢ + 6) = p(sin ¢ cos 6 + cos ¢psin 9).

I matrisenotasjon,
<x’>_(cos@ —sin@) (x)
y')  \sinf cosf y)’

1b

Bruk din Igsning til & finne den 4 x 4 rotasjonsmatrisen som representerer
rotasjon i R® rundt y-aksen med en vinkel 6.

Lgsning. Med hensyn til homogene koordinater,

cos@ 0 sinf O
0 1 0 0
—sinf 0 cosf O
0 0 0 1

Ry(e) =

Fortegn forklares av at en positiv vinkel gar fra z-aksen til xz-aksen
(hgyrehandsregelen).

(Fortsettes pa side 2.)
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1c

Skriv en OpenGL sekvens som setter model-view matrisen til & representere
en rotasjon i R® rundt aksen som gar gjennom de to punktene (1,1,4) og
(3,4,7).

Lgsning. Aksen er gitt ved punktet (1,1,4) (eller (3,4,7)) og vektoren
(2,3,3) =(3,4,7) — (1,1,4). Sekvensen er

glMatrixMode (GL_MODELVIEW) ;
glloadIdentity();

glTranslatef (1.0, 1.0, 4.0);
glRotatef (theta, 2.0, 3.0, 3.0);
glTranslatef(-1.0, -1.0, -4.0);

hvor theta er vinklen.

Oppgave 2 Skyggelegging

Anta at vi gnsker a skyggelegge et stort trekant-mesh. En enkel datastruktur
for trekant-mesh er en Indexed Face Set, hvor hver trekant representeres ved
tre indekser til punkter i rommet, slik at hvert punkt er representert en gang.

2a

Forklar hvorfor, med denne datastrukturen, Gouraud shading krever O(N?)
operasjoner, hvor N er antall noder i meshet.

Lgsning. Gouraud-skyggelegging krever en estimat av flatenormalen i hver
node v, vanligvis gitt ved

Y

0= (X m)/| S

1=

hvor nq,...,n; er normalene til trekantene som inneholder v. Dette krever
at for hver node v, ma vi finne alle trekanetene som den hgrer til. Med en
‘Indexed Face Set’ er vi ngdt til & lgpe gjennom alle trekantene i meshet for
a finne hvilke av de inneholder v. Dette krever O(NN) operasjoner fordi antall
trekanter er O(NN). Dette ma gjgres for alle noder, og dermed koster det hele
O(N?).

2b

Beskriv en alternativ datastruktur som krever mer plass, men gjgr at
Gouraud shading tar bare O(/N) operasjoner.

Lgsning. Vi trenger en data-struktur med mer nabo-informasjon. Det finnes
forskjellige muligheter. En mulighet er at (1) hver trekant har pekere til de
tre nabo-trekantene (pekeren kan veere null hvis nabo-trekanten ikke finnes,

(Fortsettes pa side 3.)
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d.v.s. at kanten ligger pa randen), og (2) hver node har en peker til en vilkarlig
trekant som inneholder den.

Gitt en node, kan vi na fa tak i en av sine trekantene og sa finne alle
sine trekantene ved & bruke trekant-trekant pekere. Dette vil koste bare O(1)
operasjoner under den rimelige antagelsen at antall trekanter rundt en node
er O(1). Dermed koster den hele skyggeleggingen O(N).

En annen mulig data-struktur har en array av node-node pekerer for hver
node, som spesifiserer nabo-nodene.

Oppgave 3 Bezier-kurver

Betrakt den kubiske Bezier-kurven
3
P(t) => Bis(t)P, t €[0,1],
i=0

hvor
3

1

Bia(t) = ( )t"(l — )3

er det i-te Bernstein-Bezier polynomet av grad 3.

3a

Utled et uttrykk for den fgrstederiverte til B; 3(f) ved hjelp av Bernstein-
Bezier polynomer av grad 2, og bruk resultatet til & finne et uttrykk for den
forstederiverte P’(t) som en kvadratisk Bezier-kurve av grad 2.
Lg@sning.

d 3! , . ‘ ,

—Bis(t) = ————(it" 11—t = (3-i)t'(1—1)*"

FB0) = g (= -0
A A 2! A A
3 1 — )3 - (1 —t)*

<(z’—l)!(3— /)] ( ) il(2 —1)! ( ) )

= 3(Bi—12(t) — Bia(1)).

P'(t) = Z:Bz{,:a(t)Pi = 32(31'71,2(75) — Bio(t)) P = 3ZBi,2(t))(B+1 - P).

3b

Hvis kontrollpunktene er Py = (1,0), P, = (1,1), P, = (0,1), Py = (0,0),
skisser kurven P(t) og indiker bade P(1/2) og P’(1/2) pa kurven.

Lgsning.

P(1/2) = épo + gpl + 2132 + %Pg — (1/2,3/4).
P'(1/2) = i(Pl - Py) + %(PQ - P)+ i(Pg — Py) = (=1/2,0).

(Fortsettes pa side 4.)
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Py=(0,1) O O P =(1,1)
P'(1/2)

P(1/2)

Py = (0,0) O O P, = (1.0)

Oppgave 4 Trekant-mesh

Anta at et sammenhengende trekant-mesh M har v noder, e kanter, og f
trekanter. Hva er Euler-karakteristikken y til M?

Hvilken endring i v, e, og f blir det etter en ‘half-edge’ kollapse? Hvorfor
er dette en Euler-operasjon? Begrunn svaret.

Lgsning. Euler-karakteristikken er
X=v—e+f.

En ‘half-edge’ kollapse betyr at en node p er fjernet og en nabo ¢ er koblet
til alle de andre naboene (bortsett fra de to som er koblet).

N\ et
\ViVa |

Hvis v/, €/, f’ are de endrede antall noder, kanter, og trekanter, har vi da

v =v—1, ¢ =e—3, f=f-2

En Euler-operasjon er en operasjon som ikke endrer Euler-karakteristikken.
Siden den nye karakteristikken er

X'=v—-e+f=@w-1)—-(e=3)+(f-2)=x

ser vi at en half-edge kollapse er en Euler-operasjon.

Oppgave 5 Parametrisering

Anta at M er trekant-meshet i rommet i Figur 1, med nodene py, .. ., ps € R®.

(Fortsettes pa side 5.)
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P,
b3

N

Py

Figur 1: Parametrisering

5a

La v : M — IR? veere en stykkevis linezer avbildning. Med v; = 1(p;) er
avbildningen ved randen gitt ved

v =(1,0), wvy=(1,1), w3=(0,1), wvy4=1(0,0). (1)

Avbildingen av de indre nodene er gitt ved a kreve at hvert av de to punktene
vs og vg skal vaere barysentret (sentroiden) til nabopunktene. Sett opp
ligningssystemet, lgs det, og tegn opp det avbildede trekant-meshet.

Lgsning. Ligningssystemet er

1
vy = g(vl+v2+vg+v4~l—v6),
Vg = 5(1}3 + vy + vs).

Det betyr at

5’(}5 — Vg — (2,2

—_
~— ~—

3’1}6—1}5 = (O,

Lgsningen er
vs = (3/7,1/2), ve = (1/7,1/2).
Se Figur 2.

(Fortsettes pa side 6.)
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V4 Vl

Figur 2: Avbildet triangulering

5b

Finnes det en konvekskombinasjonsavbildning ¢ : M — R? slik at de
fire randpunktene er som i ligning (1), men slik at vs = (1/3,1/2) og
ve = (2/3,1/2)7?

Lgsning. Nei, det finnes ikke. Figur 3 viser avbildningen hvis v = (1/3,1/2)
og vg = (2/3,1/2). Siden vg ikke ligger i den konvekse innhyldningen til sine
naboene vs, vy, vs, er det umulig & uttrykke v som en konvekskombinasjon
av disse tre punkt, d.v.s. vi kan ikke finne A3, A\4, A5 > 0 med

Azt M+ A5 =1,

slik at

Vg = )\31)3 + )\5'114 + )\5’05.

1

Figur 3: Ugyldig triangulering

Eller Det er et teorem som sier at sa lenge randen til en konvekskom-
binasjonsavbildning ¢ er konveks (for eksempel et rektangel), mé 1 vaere
en-til-en. Men fra Figur 3 er 1) opplagt ikke en-til-en.



