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(x, y) ³ ¯	´�µP±	¶(®�²ªµP±?·¸¶R¯	·¸¶R¹¸¶}±�®º¶}·j¶}¹ ³ ¯c»9´�µP·¸²P»K»9·j¼ ³ ±	µ;®º¶R·¦¹j»9½
x = ρ cosφ, y = ρ sinφ.

¾Z¿
À�Á;µi¶}·$¼	¶R±z±]Â9¶�¯c»9¹ ³ ¹ÄÃj»9±	¶}± (x′, y′)

® ³ ´ (x, y) ¶(®¸®º¶R·¦¶R±z·j»P®Åµ;¹ÆÃj»9±)·¸°	±	¼k®¦»9· ³*Ç »�½&¶R¼¶R±?Á ³ ±e²P¶}´ θ È�É ·¸°	²)ÁP¶}²�®º»9·0Ê�» Ç ½)µª®º· ³ ¹¸¶}±e»P®Åµ;¹ÆÃj»9±Ë® ³ ´ZÌ.°e®¸®¸·jÂK²]²P¶�¹[Á;µP·¸¶(®ÎÍÏ�ÐcÑÎÒ�ÓÔÒTÕ_Ö
x′ = ρ cos(φ+ θ) = ρ(cosφ cos θ − sinφ sin θ),

y′ = ρ sin(φ+ θ) = ρ(sinφ cos θ + cosφ sin θ).×�½&µ;®º· ³ ¹¸¶R±	»P®ºµP¹ÆÃj»9±UØ
(

x′

y′

)

=
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(

x
y

)

.

¾vÙ
É ·j°	²M¼ ³ ±N´*Ú9¹¸± ³ ± Ç ® ³ ´�Ì?Û3±e±	¶)¼	¶R± 4 × 4

·j»P®Åµ;¹ÆÃj»9±	¹j½)µª®º· ³ ¹¸¶R±N¹¸»9½Ü·j¶}¯	·j¶}¹j¶}±�®º¶}·j¶}·
·¸»;®ÅµP¹ÄÃj»9± ³ lR3 ·¸°e±	¼e® y Ê0µP²]¹¸¶R±^½4¶}¼�¶}±?Á ³ ±	²P¶}´ θ ÍÏ�ÐcÑÎÒ�ÓÔÒTÕ_ÖZÝ^¶}¼?Þ	¶}±	¹[ÂK±�® ³ ´UÞ	»9½4» Ç ¶R±	¶X²P»K»9·¸¼ ³ ±3µ;®¸¶}·RØ

Ry(θ) =











cos θ 0 sin θ 0
0 1 0 0

− sin θ 0 cos θ 0
0 0 0 1











.

ß3»9·[®º¶ Ç ±áàÆ»9·¸²]´�µP·¸¶R¹�µ`Ááµ;®�¶R±�¯c»9¹ ³ ® ³ Á§Á ³ ±	²P¶R´ Ç ÌP·âàÆ·¸µ
z
ÊãµP²]¹¸¶}±Ü® ³ ´ x ÊãµP²]¹¸¶R±ä ÞeÚPÂK·¸¶RÞ3ÌP±	¼	¹j·¸¶ Ç ¶}´*¶}±Wå�Í
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¾��
� ²]· ³ ÁË¶R±! �¯=¶R±#"%$N¹¸¶R²�Á9¶}±	¹w¹¸»9½ ¹j¶R®¸®¸¶}·�½4»K¼	¶}´ ÊhÁ ³ ¶'& ½&µ;®º· ³ ¹¸¶R±Ë® ³ ´vÌ.·¸¶R¯	·¸¶R¹¸¶}±�®º¶R·¸¶¶R± ·¸»;®ÅµP¹ÄÃj»9± ³ lR3 ·¸°	±	¼k®-µ;²K¹j¶}± ¹¸»9½ Ç ÌP· Ç Ãj¶}±e±	»9½�¼	¶&®º»�¯	°	±	²�®¸¶}±	¶

(1, 1, 4)
» Ç

(3, 4, 7)
Í

Ï�ÐcÑÎÒ�ÓÔÒTÕ_Ö)(�²]¹¸¶R± ¶}· ÇP³ ®¸®�Á9¶R¼ ¯	°	±	²�®º¶(®
(1, 1, 4)

ä ¶}´*´�¶R·
(3, 4, 7)

å�» Ç Á9¶}²�®º»9·j¶}±
(2, 3, 3) = (3, 4, 7) − (1, 1, 4)

Í � ¶R²�Á9¶}±	¹¸¶}±�¶}·
*,+.-,/�021#3.45-#6�7�8:9<;>=�?�-,@�A>B�=5C�DEB>F�G	H
*,+�=,65/�7#D.7�8�I�0J3.02KL9MG	H
*,+ON21�/�IJP5+5/�0,8�QL9SR	TVU�WXRYTVU�W[Z\TVU,GYH
*,+O]^6�0�/�0�85Q�9_05`^8�0,/:WbacTVU:WedcTVU�W!dfTVU,GYH
*,+ON21�/�IJP5+5/�0,8�QL9Mg�RYT_U:W�g�RYTVU:WhgOZfTVU,GYH

Þ�Á9»9· 05`^8�0�/ ¶R·�Á ³ ±	²]´�¶R±vÍ

�����?������� i jlknm)�"���
o(���"��£Î¤z�
(w±]®Åµ"µ;®�Á ³ Ú9±	¹¸²P¶R·$Ì ¹¸²�Â Ç9Ç ¶}´�¶ Ç9Ç ¶+¶(®�¹j®¸»9·j®�®¸·¸¶}²lµP±]®[Êã½4¶}¹¸ÞUÍK­!±&¶}±e²P¶}´c¼3µª®ÅµP¹[®º·¸°e²]®¸°	·àÆ»9·�®¸·¸¶}²lµP±]®[Êã½4¶}¹jÞz¶R·$¶}±Ë×ã±	¼	¶Mpk¶R¼^ßWµ�q}¶ � ¶(®ÎØkÞ]ÁP»9·$Þ]Á9¶R·$®º·j¶}²ªµP±�®¦·¸¶}¯e·¸¶}¹j¶}±�®º¶}·j¶}¹�Á9¶R¼
®º·j¶ ³ ±	¼	¶R²K¹j¶}·x® ³ ´k¯	°	±	²�®º¶R· ³ ·¸»9½4½4¶R®}Ø;¹j´ ³ ²"µ;®!Þ]Á9¶R·j®�¯	°	±	²�®�¶}·x·¸¶R¯	·¸¶R¹¸¶}±�®º¶}·[®�¶R± Ç µP± Ç Í
r�¿
ß3»9·j²K´�µP·¦Þ]Á9»9·[àÆ»9·}Ø	½&¶R¼^¼e¶}±	±	¶"¼3µ;®ºµP¹j®¸·¸°	²�®º°e·¸¶}±UØs"X»9°	·¸µP°	¼?¹jÞ3µP¼ ³ ± Ç ²]·¸¶(Á9¶}· O(N 2)»9¯c¶R·ºµP¹ÄÃj»9±	¶R·}Ø3Þ]Á9»P·

N
¶R·+µP±]®ºµP´�´U±e»K¼	¶}· ³ ½&¶R¹¸Þ	¶(®ÎÍÏ�ÐcÑÎÒ�ÓÔÒTÕ_Öt" »P°	·ºµP°e¼kÊã¹j²]Â Ç9Ç ¶}´*¶ Ç9Ç9³ ± Ç ²]·¸¶(Á9¶}·�¶}±F¶}¹[® ³ ½)µ;®�µÎÁ�uWµ;®º¶R±	»9·j½)µP´*¶}± ³ Þ]Á9¶}·±	»K¼e¶

v
ØeÁ;µ;±	´ ³*Ç Á ³ ¹ Ç9³ ®¸®¦Á9¶R¼

n =
(

k
∑

i=1

nk

)/∣

∣

∣

k
∑

i=1

nk

∣

∣

∣,

Þ�Á9»9·
n1, . . . , nk

¶R·"±	»9·¸½&µP´*¶}±	¶.® ³ ´�®º·¸¶R²ªµP±�®º¶}±e¶)¹¸»P½ ³ ±	±	¶RÞ	»9´�¼e¶}· v Í	v�¶(®¸®º¶&²]·¸¶(Á9¶}·µ;® àÆ»9· Þ�Á9¶}·"±	»K¼	¶
v
Ø_½&ÌzÁ ³ Û3±	±e¶)µP´*´�¶�®¸·¸¶R²ªµP±	¶(®º¶R±	¶)¹¸»P½á¼	¶}±NÞ	Ú9·j¶}· ® ³ ´�ÍZÝ^¶R¼�¶}±w ×ã±	¼	¶xpe¶R¼FßWµ�q}¶ � ¶R®Sy3¶}·�Á ³ ±	ÚP¼e®�® ³ ´vÌ-´*Ú9¯c¶ Ç Ãj¶}±e±	»9½ µP´�´*¶�®º·j¶}²lµP±]®¸¶}±	¶ ³ ½&¶R¹¸Þ	¶(®�àÆ»9·Ì Û3±	±	¶wÞ]Á ³ ´�²P¶wµ`Á-¼	¶ ³ ±	±	¶RÞ	»9´�¼e¶}· v Í2v�¶(®¸®¸¶�²]·¸¶RÁ9¶R· O(N)

»9¯c¶R·ºµP¹ÄÃj»9±	¶R·�àÆ»9·¸¼ ³ µ;±]®ºµP´�´®º·j¶}²lµP±]®¸¶}·$¶}·
O(N)

Í�v�¶(®¸®¸¶�½&Ì Ç ÃjÚ9·¸¶R¹�àÆ»P·$µP´*´�¶�±	»K¼	¶R·}ØK» Ç ¼	¶R·¸½4¶}¼Ë²;»9¹j®º¶R·$¼	¶R®$Þ	¶}´*¶
O(N 2)

Í
r�Ù
É ¶R¹¸²]· ³ Á ¶}± µP´5®º¶R·¸±3µ;® ³ Á�¼3µ;®ºµP¹j®¸·¸°	²�®º°e· ¹¸»9½ ²]·¸¶RÁ9¶R· ½&¶R· ¯	´�µP¹¸¹}Ø&½4¶}± Ç ÃjÚ9· µ;®"X»9°	·ºµ;°	¼�¹¸Þ3µP¼ ³ ± Ç ®Åµ;·{z	µP·¸¶ O(N)

»9¯c¶}·¸µP¹ÆÃj»9±e¶}·}Í
Ï�ÐcÑÎÒ�ÓÔÒTÕ_Ö�| ³ ®º·j¶}± Ç ¶}·�¶R±&¼	µ;®ÅµªÊh¹j®¸·¸°	²�®º°e·�½4¶}¼-½&¶R·!±3µ�zc»ªÊ ³ ±kàÆ»9·¸½4µP¹ÆÃj»P±vÍ�v�¶R®�Û3±	±e¶}¹àÆ»9·j¹¸²}Ãj¶}´*´ ³*Ç ¶�½�°	´ ³*Ç Þ	¶(®º¶R·}Í=­!±M½�°	´ ³*Ç Þ	¶R®�¶R·Xµ;® äV} å+Þ]Á9¶R·�®º·¸¶R²ªµP±�® Þ3µ;·�¯c¶}²P¶R·¸¶�® ³ ´T¼	¶®º·j¶"±3µ�zc»;Ê�®º·¸¶R²ªµP±�®º¶R±	¶ ä ¯c¶R²P¶}·¸¶R±F²ªµP±^Á�~¦·j¶i±]°	´�´ZÞ]Á ³ ¹+±3µ�zc»;Ê�®º·¸¶R²ªµP±�®º¶}± ³ ²]²P¶"Û	±	±	¶}¹RØ
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¼vÍ ÁcÍg¹RÍªµ;®T²lµP±]®¸¶}±�´ ³�Ç9Ç ¶}·U¯3Ì�·ºµ;±	¼	¶}±3å(Ø`» Ç ä�� åUÞ�Á9¶}·T±	»K¼e¶�Þ3µ;·_¶R±�¯c¶}²P¶R·_® ³ ´P¶}± Á ³ ´�²KÌ;·¸´ ³5Ç®º·j¶}²lµP±]®+¹¸»P½ ³ ±	±e¶}Þ	»P´�¼	¶R·�¼	¶}±UÍ" ³ ®¸®�¶}±�±	»K¼	¶PØx²ªµP± Á ³ ±	Ì àÔÌ�®Åµ;² ³ ¶}±fµ`ÁB¹ ³ ±	¶Ë®¸·¸¶R²ªµP±]®¸¶}±	¶�» Ç ¹ºÌFÛ3±	±	¶?µ;´�´�¶¹ ³ ±	¶�®º·¸¶R²ªµP±�®º¶}±e¶wÁ9¶R¼ËÌ%z	·¸°	²P¶�®º·¸¶R²ªµP±�®jÊh®¸·¸¶R²ªµP±�®$¯c¶R²P¶}·j¶PÍ�v�¶R®j®º¶+Á ³ ´3²P»9¹j®¸¶ z3µP·j¶ O(1)»9¯c¶R·ºµP¹ÄÃj»9±	¶R·+°e±	¼	¶}·�¼	¶R±^· ³ ½&¶R´ ³5Ç ¶�µP±�®Åµ Ç ¶R´�¹j¶}±^µª®wµ;±]®Åµ;´�´=®º·j¶}²lµP±]®¸¶}·�·¸°	±	¼e®�¶}±?±	»K¼	¶¶R·
O(1)

Í#v�¶R·¸½4¶}¼?²P»9¹j®¸¶}·+¼e¶}±^Þe¶}´�¶X¹¸²�Â Ç9Ç ¶R´�¶ ÇPÇ9³ ± Ç ¶}± O(N)
Í

­�±&µP±	±e¶}±&½�°e´ ³*Ç ¼3µ;®ÅµlÊã¹j®¸·¸°	²�®¸°	·�Þ3µ;·�¶R±)µP·j·ºµÎÂ.µ`Á�±	»K¼	¶(Êh±	»K¼	¶�¯c¶}²P¶R·¸¶R·�àÆ»9·xÞ]Á9¶}·±	»K¼e¶PØ3¹¸»9½ ¹¸¯c¶}¹ ³ Û3¹j¶}·¸¶R·w±3µ�zc»;Êã±	»K¼e¶}±	¶;Í

�����?��������� � ���¦£(�¦¡��,k
	Ë¡��i�¦¡

É ¶(®º·ºµ;²�®w¼e¶}±^²]°,z ³ ¹¸²P¶ É ¶�� ³ ¶}·0Êã²]°	·jÁP¶}±

P (t) =
3
∑

i=0

Bi,3(t)Pi, t ∈ [0, 1],

Þ�Á9»9·
Bi,3(t) =

(

3

i

)

ti(1 − t)3−i

¶R·�¼	¶R®
i
Ê�®º¶ É ¶}·j±	¹j®¸¶ ³ ±KÊ É ¶
� ³ ¶}·�¯c»9´5Âk±e»9½&¶(®+µÎÁ Ç ·ºµP¼ 3

Í
�!¿
��®º´�¶R¼f¶(®&°k®¸®º·[ÂK²K²BàÆ»P·-¼e¶}±fàÆÚ9·j¹j®º¶R¼	¶}· ³ Á9¶R·j®º¶z® ³ ´ Bi,3(t)

Á9¶R¼ ÞlÃj¶}´*¯�µ`Á É ¶}·j±	¹j®¸¶ ³ ±kÊ
É ¶
� ³ ¶}·¦¯=»P´*ÂK±	»9½4¶}·¦µÎÁ Ç ·ºµP¼ 2

Ø	» Ç z	·¸°	²&·¸¶}¹j°	´*®ºµ;®º¶(®¦® ³ ´UÌiÛ3±	±e¶ ¶(®�°e®j®º·jÂK²]²)àÆ»P·¦¼	¶}±àÆÚ9·j¹j®º¶R¼	¶R· ³ Á9¶R·j®¸¶ P ′(t)
¹j»9½ ¶R±^²�Á;µP¼e·ºµ;® ³ ¹¸² É ¶�� ³ ¶R·[Êã²]°	·[Á9¶�µ`Á Ç ·ºµ;¼ 2

Í
Ï�ÐcÑÎÒ�ÓÔÒTÕ_Ö

d

dt
Bi,3(t) =

3!

i!(3 − i)!

(

iti−1(1 − t)3−i
− (3 − i)ti(1 − t)2−i

)

= 3
( 2!

(i− 1)!(3 − i)!
ti−1(1 − t)3−i

−
2!

i!(2 − i)!
ti(1 − t)2−i

)

= 3(Bi−1,2(t) −Bi,2(t)).

P ′(t) =
3
∑

i=0

B′

i,3(t)Pi = 3
3
∑

i=0

(Bi−1,2(t) −Bi,2(t))Pi = 3
2
∑

i=0

Bi,2(t))(Pi+1 − Pi).

�xÙ
À�Á ³ ¹i²P»P±]®¸·¸»9´*´�¯	°	±e²]®¸¶}±	¶&¶R· P0 = (1, 0)

Ø
P1 = (1, 1)

Ø
P2 = (0, 1)

Ø
P3 = (0, 0)

Ø
¹¸² ³ ¹¸¹¸¶R·+²]°	·jÁ9¶R± P (t)

» Ç4³ ±	¼ ³ ²P¶}·
z3Ì;¼	¶ P (1/2)
» Ç P ′(1/2)

¯3Ì-²]°	·[Á9¶}±vÍ
Ï�ÐcÑÎÒ�ÓÔÒTÕ_Ö

P (1/2) =
1

8
P0 +

3

8
P1 +

3

8
P2 +

1

8
P3 = (1/2, 3/4).

P ′(1/2) =
1

4
(P1 − P0) +

1

2
(P2 − P1) +

1

4
(P3 − P2) = (−1/2, 0).
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�����?��������� �q¡��
k���¤.¥ �	« ��¨! 
(w±]®ÅµMµ;®.¶R®-¹ºµP½4½4¶}±	Þe¶}± Ç ¶R±	¼	¶z®º·j¶}²lµP±]®[Êã½4¶}¹¸Þ M Þ3µP·

v
±	»K¼	¶R·}Ø

e
²lµP±]®¸¶}·}Øx» Ç f®º·j¶}²lµP±]®¸¶}·}ÍWÀ+Áªµ4¶R·+­!°	´�¶R·[Êh²ªµP·ºµ;²]®¸¶}· ³ ¹j® ³ ²]²P¶R± χ ® ³ ´ M ÈÀ+Á ³ ´*²P¶}±)¶}±	¼	· ³ ± Çi³ v Ø e Øk» Ç f z	´ ³ ·�¼	¶R®¦¶R®j®º¶R·¦¶R± w Þ3µ;´*à�Êã¶R¼ Ç ¶�yK²P»9´*´�µP¯e¹¸¶ È À+ÁP»9·jàÆ»9·¶R·�¼	¶R®j®º¶ ¶}±�­!°	´*¶}·0Êã»9¯c¶R·ºµP¹ÄÃj»9± È�É ¶ Ç ·¸°e±	±^¹[Á;µP·j¶R®ÎÍÏ�ÐcÑÎÒ�ÓÔÒTÕ_Öv­!°	´�¶R·[Êã²lµP·ºµ;²]®¸¶}· ³ ¹j® ³ ²]²P¶}±?¶R·

χ = v − e+ f.

­!± w Þ	µP´*à�Êh¶}¼ Ç ¶�yc²P»9´�´�µP¯	¹j¶ zc¶(®0ÂK·Xµ;®�¶}± ±	»K¼e¶ p ¶R·�à�Ãj¶}·j±	¶R®�» Ç ¶}± ±3µ�z=» q ¶R·�²P»�z	´*¶R®® ³ ´vµP´�´*¶�¼	¶"µP±	¼e·¸¶ ±3µ�zc»K¶R±	¶ ä zc»9·j®¸¹¸¶R®j®�àÆ·ºµ.¼	¶X®º»-¹¸»9½ ¶}·�²P»�ze´�¶R®Åå(Í

Half edge collapse

p
q q

À+Á ³ ¹ v′ Ø e′ Ø f ′
µP·j¶�¼	¶�¶R±	¼	·¸¶R¼	¶ µP±]®ºµP´�´c±e»K¼	¶}·RØe²ªµP±�®º¶}·RØe» Ç ®º·¸¶R²ªµP±�®º¶}·RØ	Þ	µP·�Á ³ ¼	µ

v′ = v − 1, e′ = e− 3, f ′ = f − 2.

­!±M­!°	´�¶R·[Êh»9¯c¶}·¸µP¹ÆÃj»9±F¶R·�¶R±M»P¯c¶}·ºµ;¹ÆÃj»9±F¹¸»9½ ³ ²]²P¶�¶R±	¼	·¸¶R·X­�°e´�¶}·0Êã²ªµ;·ºµP²�®º¶R· ³ ¹j® ³ ²]²P¶}±vÍ� ³ ¼	¶}±�¼	¶}±^±�Â9¶"²ªµ;·ºµP²�®º¶R· ³ ¹j® ³ ²]²P¶}±?¶}·

χ′ = v′ − e′ + f ′ = (v − 1) − (e− 3) + (f − 2) = χ,

¹¸¶R·�Á ³ µ;®�¶R±^Þ3µP´5à�Êã¶R¼ Ç ¶�²P»9´�´�µP¯	¹j¶X¶}·�¶R±�­!°	´*¶}·0Êã»9¯c¶R·ºµP¹ÄÃj»9±vÍ

�����?������� " # �X¡x�"« �¦¥Z¡�£R¨Z�¦¡�£Î¤z�
(w±]®Åµwµª®

M
¶R·_®º·¸¶R²ªµP±�®jÊã½4¶R¹¸Þ	¶(® ³ ·j»9½4½&¶(® ³ ß ³*Ç °	· } Ø`½&¶R¼�±	»K¼	¶R±	¶ p1, . . . , p6 ∈ lR3 Í
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5

ß ³*Ç °	· }���� µP·ºµ;½&¶(®º· ³ ¹¸¶R· ³ ± Ç
��¿
$_µ

ψ : M → lR2 Á�~¦·¸¶?¶}±f¹j®ãÂK²K²P¶(Á ³ ¹4´ ³ ±	¶ ~¦·.µ`Á2z ³ ´�¼	± ³ ± Ç Í!Ý^¶R¼ vi = ψ(pi)
¶R·

µÎÁ�z ³ ´�¼e± ³ ± Ç ¶}±ËÁ9¶}¼^·¸µP±	¼	¶R± ÇP³ ®¸®¦Á9¶R¼

v1 = (1, 0), v2 = (1, 1), v3 = (0, 1), v4 = (0, 0). (1)

(_Á�z ³ ´�¼ ³ ± Ç ¶R±�µ`Ái¼e¶ ³ ±	¼	·j¶¦±	»K¼e¶}±	¶�¶R· Ç9³ ®j®�Á9¶}¼4Ì�²K·j¶RÁ9¶�µ;®xÞ]Á9¶R·j®�µÎÁi¼	¶$®¸»X¯	°e±	²�®º¶}±e¶
v5

» Ç v6

¹¸²ªµ;´)Á�~¦·j¶ z3µP·[Âk¹j¶}±�®º·¸¶(® ä ¹¸¶R±]®¸·¸» ³ ¼	¶}±WåM® ³ ´4±	µ�zc»9¯	°	±e²]®¸¶}±	¶;Í � ¶(®¸® »P¯	¯´ ³�Ç ± ³ ± Ç ¹j¹jÂK¹j®¸¶}½4¶R®ÎØ	´*Ú9¹�¼	¶(®ÎØ3» Ç ®º¶ Ç ±?»9¯	¯?¼e¶R®wµ`Á2z ³ ´�¼	¶R¼	¶�®º·¸¶R²ªµP±�®jÊã½4¶R¹¸Þ	¶(®ÎÍÏ�ÐcÑÎÒ�ÓÔÒTÕ_Ö $ ³�Ç ± ³ ± Ç ¹j¹jÂK¹j®¸¶}½4¶R®�¶}·

v5 =
1

5
(v1 + v2 + v3 + v4 + v6),

v6 =
1

3
(v3 + v4 + v5).

v�¶(® zc¶(®0ÂK·wµª®

5v5 − v6 = (2, 2)

3v6 − v5 = (0, 1).

$ZÚ9¹j± ³ ± Ç ¶}±?¶R·
v5 = (3/7, 1/2), v6 = (1/7, 1/2).

� ¶"ß ³*Ç °	· � Í
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ß ³�Ç °	· � � (_Á2z ³ ´*¼	¶R®�®¸· ³ µ;± Ç °	´*¶}· ³ ± Ç
��Ù
ß ³ ±	±	¶R¹q¼	¶R®N¶}± ²P»P±]Á9¶R²K¹¸²P»9½ z ³ ±3µP¹ÄÃj»9±	¹ºµÎÁ2z ³ ´*¼	± ³ ± Ç ψ : M → lR2 ¹j´ ³ ² µ;®q¼	¶
Û3·j¶�·¸µP±	¼	¯e°	±	²�®º¶R±	¶ ¶R·q¹¸»9½ ³ ´ ³�Ç ± ³ ± Ç äV} å(ØX½4¶}± ¹¸´ ³ ²âµ;®

v5 = (1/3, 1/2)
» Ç

v6 = (2/3, 1/2) ÈÏ�ÐcÑÎÒ�ÓÔÒTÕ_Ö��w¶ ³ Ø;¼	¶R®xÛ3±	±	¶R¹ ³ ²]²P¶PÍ9ß ³�Ç °	·���Á ³ ¹¸¶R·!µ`Á2z ³ ´�¼	± ³ ± Ç ¶R±�Þ�Á ³ ¹ v5 = (1/3, 1/2)» Ç v6 = (2/3, 1/2)
Í � ³ ¼e¶}± v6 ³ ²]²P¶ ´ ³�Ç9Ç ¶}· ³ ¼	¶}±�²P»9±]Á9¶R²]¹¸¶ ³ ±e±	Þ]ÂK´*¼	± ³ ± Ç ¶}±Ë® ³ ´U¹ ³ ±	¶±3µ�zc»K¶}±	¶

v3

Ø
v4

Ø
v5

ØW¶}·w¼	¶(®�°	½�°	´ ³*Ç Ì&°e®j®º·jÂK²]²P¶ v6

¹j»9½ ¶}±�²P»9±�Á9¶}²]¹¸²9»P½ z ³ ±3µ;¹ÆÃj»9±µÎÁz¼ ³ ¹¸¹j¶ ®¸·¸¶ ¯	°e±	²�®ÎØW¼UÍ ÁcÍ ¹}Í3Á ³ ²ªµP± ³ ²]²P¶XÛ3±	±e¶ λ3, λ4, λ5 > 0
½4¶}¼

λ3 + λ4 + λ5 = 1,

¹¸´ ³ ²)µ;®
v6 = λ3v3 + λ5v4 + λ5v5.

v
4

v

vv
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23
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v

6
v

ß ³*Ç °	·�� � � Ç ÂK´�¼ ³*Ç ®º· ³ µP± Ç °e´�¶R· ³ ± Ç
���	��

� v�¶R®�¶}·�¶R®i®¸¶}»9·j¶}½�¹j»9½Ü¹ ³ ¶R·iµ;®i¹ºÌ�´*¶}± Ç ¶&·ºµP±	¼e¶}±�® ³ ´�¶R±B²P»9±]Á9¶R²]¹¸²9»9½.Êz ³ ±3µP¹ÄÃj»9±	¹ºµÎÁ2z ³ ´*¼	± ³ ± Ç ψ ¶R·&²P»9±]Á9¶R²]¹ ä àÆ»9·4¶R²K¹j¶}½4¯c¶}´w¶R®)·j¶}²�®Åµ;± Ç ¶}´�å(Ø�½&Ì ψ Á�~¦·¸¶

¶R±kÊh® ³ ´5Êh¶R±vÍ3Ý^¶R±?àÆ·ºµ-ß ³*Ç °	·��-¶R· ψ »9¯	¯	´�µ Ç ® ³ ²]²P¶ ¶R±kÊh® ³ ´5Êh¶R±vÍ


