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@ Valg av term i y-slutninger utsettes ved & sette inn en fri variabel.
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@ Valg av term i y-slutninger utsettes ved & sette inn en fri variabel.

dyluy + Lav
Vx3Aylxy + IxLax




@ Valg av term i y-slutninger utsettes ved & sette inn en fri variabel.

@ Introduksjon av frie variable i v-slutninger gjgr at vi ma la
d-slutninger introdusere Skolemtermer.

dyluy + Lav
Vx3Aylxy + IxLax




@ Valg av term i y-slutninger utsettes ved & sette inn en fri variabel.

@ Introduksjon av frie variable i v-slutninger gjgr at vi ma la
d-slutninger introdusere Skolemtermer.

Lufu - Lav
dyluy + Lav
Vxdylxy + dxLax
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Fri-variabel sekventkalkyle

@ Valg av term i y-slutninger utsettes ved & sette inn en fri variabel.
@ Introduksjon av frie variable i ~-slutninger gjgr at vi ma la
d-slutninger introdusere Skolemtermer.

@ Ved unifisering finner vi en substitusjon som erstatter frie variable
med termer slik at utledningen lukkes.

Lufu - Lav
dyluy + Lav
Vxdylxy = IxLax
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Fri-variabel sekventkalkyle

@ Valg av term i y-slutninger utsettes ved & sette inn en fri variabel.
@ Introduksjon av frie variable i ~-slutninger gjgr at vi ma la
d-slutninger introdusere Skolemtermer.

@ Ved unifisering finner vi en substitusjon som erstatter frie variable
med termer slik at utledningen lukkes.

u/a,v/fa

Lufu - Lav

dyluy + Lav
Vxdylxy = IxLax
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@ J-slutningene introduserer Skolemkonstanter og Skolemfunksjoner.



@ J-slutningene introduserer Skolemkonstanter og Skolemfunksjoner.

@ Disse symbolene er nye symboler som ikke forekommer i det spraket
som defineres av rotsekventen i en utledning.
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Utvidet sprak

@ J-slutningene introduserer Skolemkonstanter og Skolemfunksjoner.

@ Disse symbolene er nye symboler som ikke forekommer i det spréket
som defineres av rotsekventen i en utledning.

@ Spraket som brukes i utledningene er utvidet med slike
Skolemsymboler.
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Utvidet sprak

@ J-slutningene introduserer Skolemkonstanter og Skolemfunksjoner.

@ Disse symbolene er nye symboler som ikke forekommer i det spréket
som defineres av rotsekventen i en utledning.

@ Spraket som brukes i utledningene er utvidet med slike
Skolemsymboler.

Definisjon (Utvidet sprak)

La L veere et fgrsteordens sprak. La S vaere en mengde som bestir av
o tellbart uendelig mange Skolemkonstanter, og
o tellbart uendelig mange Skolemfunksjoner av hver aritet,
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Utvidet sprak

@ J-slutningene introduserer Skolemkonstanter og Skolemfunksjoner.

@ Disse symbolene er nye symboler som ikke forekommer i det spréket
som defineres av rotsekventen i en utledning.

@ Spraket som brukes i utledningene er utvidet med slike
Skolemsymboler.

Definisjon (Utvidet sprak)

La L veere et fgrsteordens sprak. La S vaere en mengde som bestir av
o tellbart uendelig mange Skolemkonstanter, og
o tellbart uendelig mange Skolemfunksjoner av hver aritet,

slik at symbolene i S er forskjellig fra symbolene i L. La L3° vaere spriket
vi far ved a utvide £ med konstant- og funksjonssymbolene i S.
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La L veere et fgrsteordens sprak.

o En sekvent er et objekt pd formen I = A slik at I og A er
multimengder av farsteordens formler i £

o En sekvent I = A er lukket hvis formlene i T og A er lukkede.

Q@ VxPxF Pa




La L veere et fgrsteordens sprak.

o En sekvent er et objekt pd formen I = A slik at I og A er
multimengder av farsteordens formler i £

o En sekvent I = A er lukket hvis formlene i T og A er lukkede.

Q@ VxPxF Pa
@ Vxdylxy - IxVyLyx
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Sekventer

Definisjon (Sekvent)
La L veere et fgrsteordens sprak.

o En sekvent er et objekt pd formen I = A slik at I og A er
multimengder av fgrsteordens formler i £

o En sekvent T = A er lukket hvis formlene i T og A er lukkede.

Sekventer
O VxPx - Pa
Q Vxdylxy - IxVylyx
© VxPxy - Pufu
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Sekventer

Definisjon (Sekvent)
La L veere et fgrsteordens sprak.

o En sekvent er et objekt pd formen I = A slik at I og A er
multimengder av fgrsteordens formler i £

o En sekvent T = A er lukket hvis formlene i T og A er lukkede.

Sekventer
O VxPx - Pa
Q Vxdylxy - IxVylyx
© VxPxy - Pufu
Q Pul Pa
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Sekventer

Definisjon (Sekvent)
La L veere et fgrsteordens sprak.

o En sekvent er et objekt pd formen I = A slik at I og A er
multimengder av fgrsteordens formler i £

o En sekvent T = A er lukket hvis formlene i T og A er lukkede.

Sekventer
O VxPx - Pa
Q Vxdylxy - IxVylyx
© VxPxy - Pufu
Q Putk Pa
© Pul Pu,dxPx
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Sekventer

Definisjon (Sekvent)

La L veere et fgrsteordens sprak.

o En sekvent er et objekt pd formen I = A slik at I og A er
multimengder av fgrsteordens formler i £

o En sekvent T = A er lukket hvis formlene i T og A er lukkede.

Sekventer
Q VxPxF Pa
Q Vxdylxy - IxVylyx
© VxPxy - Pufu
Q Putk Pa
© Pul Pu,dxPx
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Sekventer

Definisjon (Sekvent)
La L veere et fgrsteordens sprak.

o En sekvent er et objekt pd formen I = A slik at I og A er
multimengder av fgrsteordens formler i £

o En sekvent T = A er lukket hvis formlene i T og A er lukkede.

Sekventer
Q@ VxPx F Pa
o Wity |- Sheil Lukkede sekventer
Nr. 1 og 2 er lukkede
VxPxy - Pufi
O vxPxy ur sekventer.

Q Pul Pa
© Pul Pu,dxPx
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~v-reglene i fri-variabel LK er:




~v-reglene i fri-variabel LK er:

M Vxp,plu/x] A

o h B




~v-reglene i fri-variabel LK er:

M Vxp,plu/x] A

o h B

u er en ny fri variabel




~v-reglene i fri-variabel LK er:

M Vxp,plu/x] A

I Vxp A

u er en ny fri variabel

I A, 3xp, plu/x]

= A dxp

R3




~v-reglene i fri-variabel LK er:

M Vxp,plu/x] A I A, 3xp, plu/x]

[ VxpF A ENET =

u er en ny fri variabel

@ Med ny mener vi her at u ikke ma forekomme fritt i utledningen fra
for.









0-reglene i fri-variabel LK er:




0-reglene i fri-variabel LK er:

[ elf(d)/x] A

FaxpF A L3




0-reglene i fri-variabel LK er:

[ elf(d)/x] A

FaxpF A L3

f er en ny Skolemfunksjon




0-reglene i fri-variabel LK er:

[ elf(d)/x] A

FaxpF A L3
f er en ny Skolemfunksjon
d=u,...,u, erde frie variablene i hovedformelen




0-reglene i fri-variabel LK er:

[ elf(d)/x] A = I A, p[f(d)/x]

[ axe - A M= A Vxp

f er en ny Skolemfunksjon
d=u,...,u, erde frie variablene i hovedformelen

RV




0-reglene i fri-variabel LK er:

[ elf(d)/x] A ] I A, p[f(d)/x]

Faxp F A FF A Vxo R

f er en ny Skolemfunksjon
d=u,...,u, erde frie variablene i hovedformelen

@ Med ny mener vi her at f ikke ma forekomme i utledningen fra fgr.
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Slutningsreglene i fri-variabel LK er

@ - og 6-reglene for frie variable, og

@ «- og (-reglene fra utsagnslogisk LK.

@ Mengden av fri-variabel utledninger defineres induktivt:
e Basismengden er mengden av /ukkede sekventer.
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Slutningsregler og utledninger

Definisjon (Slutningsreglene i fri-variabel LK)
Slutningsreglene i fri-variabel LK er
@ - og 0-reglene for frie variable, og

@ «- og [(-reglene fra utsagnslogisk LK.

@ Mengden av fri-variabel utledninger defineres induktivt:

e Basismengden er mengden av /ukkede sekventer.
e Mengden er lukket under slutningsreglene i fri-variabel LK.
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Slutningsregler og utledninger

Definisjon (Slutningsreglene i fri-variabel LK)
Slutningsreglene i fri-variabel LK er
@ - og 0-reglene for frie variable, og

@ «- og [(-reglene fra utsagnslogisk LK.

@ Mengden av fri-variabel utledninger defineres induktivt:

e Basismengden er mengden av /ukkede sekventer.
e Mengden er lukket under slutningsreglene i fri-variabel LK.

@ Vi krever altsd at rotsekventen i en utledning kun inneholder lukkede
formler!
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Slutningsregler og utledninger

Definisjon (Slutningsreglene i fri-variabel LK)
Slutningsreglene i fri-variabel LK er
@ - og 0-reglene for frie variable, og

@ «- og [(-reglene fra utsagnslogisk LK.

@ Mengden av fri-variabel utledninger defineres induktivt:

e Basismengden er mengden av /ukkede sekventer.
e Mengden er lukket under slutningsreglene i fri-variabel LK.

@ Vi krever altsd at rotsekventen i en utledning kun inneholder lukkede
formler!

@ Formlene i de andre sekventene i en utledning behgver imidlertid ikke
vaere lukkede.
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VxPx = IAxPx



VxPx + IxPx



VxPx,Pu - dxPx
VxPx + IxPx

LV



VxPx,Pu - dxPx
VxPx + IxPx

LV



VxPx,Pu = 94xPx,Pv
VxPx,Pu - dxPx
VxPx + IxPx

LV



R3 kan ikke introdusere

VxPx,Pu = 9xPx,Pv R3 u, siden denne allerede
VxPx,Pu - dxPx Ly forekommer fri i
VxPx + dxPx utledningen.



R3 kan ikke introdusere

VxPx,Pu = 9xPx,Pv R3 u, siden denne allerede
VxPx,Pu - dxPx Ly forekommer fri i
VxPx + dxPx utledningen.

VxPx = PaA Pb
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R3 kan ikke introdusere

VxPx,Pu = 9xPx,Pv R3 u, siden denne allerede
VxPx,Pu - dxPx Ly forekommer fri i
VxPx + dxPx utledningen.
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R3 kan ikke introdusere

VxPx,Pu = 9xPx,Pv R3 u, siden denne allerede
VxPx,Pu - dxPx Ly forekommer fri i
VxPx + dxPx utledningen.
VxPx,Pu - Pa Ly
VxPx = Pa VxPx = Pb RA

VxPx = PaA Pb



R3 kan ikke introdusere

VxPx,Pu = 9xPx,Pv R3 u, siden denne allerede
VxPx,Pu - dxPx Ly forekommer fri i
VxPx + dxPx utledningen.
VxPx,Pu - Pa Ly
VxPx = Pa VxPx = Pb RA

VxPx = PaA Pb



R3 kan ikke introdusere

VxPx,Pu = 9xPx,Pv R3 u, siden denne allerede
VxPx,Pu - dxPx Ly forekommer fri i
VxPx + dxPx utledningen.
VxPx,Pu - Pa Ly VxPx,Pv = Pb
VxPx = Pa VxPx = Pb RA

VxPx = PaA Pb



Automatisk bevissgk |1

Eksempler pa fri-variabel utledninger

VxPx.Pu F dxPx,Pv
VxPx.Pu = 3IxPx

VxPx = AxPx
VxPx,Put Pa L VxPx,Pv + Pb L
VxPx + Pa VxPx + Pb

VxPx I~ Pa A Pb RA

Institutt for informatikk (UiO) INF4170 — Logikk
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R kan ikke introdusere
u, siden denne allerede
forekommer fri i
utledningen.

LY i hgyre og venstre gren
kan ikke introdusere den
samme variabelen, av
samme grunn som over.
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Vx(Px V @Qx) F VxPx, VxQ@x



Vx(Px V @Qx) F VxPx, VxQ@x



Vx(Px VvV Qx),PuV Qu I ¥xPx, VxQ@x
Vx(Px V Qx) F VxPx, VxQx




Vx(Px V Qx),PuV Qu I ¥xPx, VxQx
Vx(Px V Qx) F VxPx, VxQx




Vx(Px v Qx),Pu F ¥xPx,VxQx Vx(Px V Qx),Qu F VxPx, ¥xQx L
Vx(Px V Qx),PuV Qu I ¥xPx, VxQ@x v
Vx(Px V @Qx) F VxPx, VxQ@x




Vx(Px v Qx),Pu F VxPx,VxQx Vx(Px V Qx),Qu F VxPx, ¥xQx L
Vx(Px V Qx),PuV Qu I ¥xPx, VxQ@x v
Vx(Px V @Qx) F VxPx, VxQ@x




Vx(Px V Qx),Put Pa,VxQx
Vx(Px v Qx),Pu F ¥xPx,VxQx v Vx(Px V Qx),Qu F VxPx, ¥xQx
Vx(Px V Qx),PuV Qu I ¥xPx, VxQ@x Lv
Vx(Px V @Qx) F VxPx, VxQ@x




Vx(Px V Qx),Put Pa,VxQx
Vx(Px v Qx),Pu F ¥xPx,VxQx v Vx(Px V Qx),Qu F VxPx, VxQx
Vx(Px V Qx),PuV Qu I ¥xPx, VxQ@x Lv
Vx(Px V @Qx) F VxPx, VxQ@x




Vx(Px V Qx),Put Pa,VxQx Vx(Px V Qx),Qu F VxPx, Qb
Vx(Px v Qx),Pu F ¥xPx,VxQx Vx(Px V Qx),Qu F VxPx, ¥xQx RY
Vx(Px V Qx),PuV Qu I ¥xPx, VxQ@x Lv
Vx(Px V @Qx) F VxPx, VxQ@x
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Eksempler pa fri-variabel utledninger

Vx(PxV Qx),Put Pa,VxQx Vx(Px vV Qx),Qu = ¥xPx, Qb
Vx(Px V Qx),Pu = VxPx, VxQx Vx(Px V Qx),Qu - VxPx, VxQ@x RV
Vx(Px VvV Qx),PuV Qu I VxPx,VxQ@x LV
Vx(Px V @Qx) F VxPx, VxQ@x

@ Vi krever at hver §-slutning introduserer et nytt Skolemsymbol, dvs.
et som ikke forekommer i utledningen fra fgr.
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Eksempler pa fri-variabel utledninger

Vx(PxV Qx),Put Pa,VxQx Vx(Px vV Qx),Qu = ¥xPx, Qb
Vx(Px V Qx),Pu = VxPx, VxQx Vx(Px V Qx),Qu - VxPx, VxQ@x RV
Vx(Px VvV Qx),PuV Qu I VxPx,VxQ@x LV
Vx(Px V @Qx) F VxPx, VxQ@x

@ Vi krever at hver §-slutning introduserer et nytt Skolemsymbol, dvs.
et som ikke forekommer i utledningen fra fgr.

@ Derfor kan RY i hgyre gren ikke introdusere den samme
Skolemkonstanten som RY i venstre gren.
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Eksempler pa fri-variabel utledninger

Vx(PxV Qx),Put Pa,VxQx Vx(Px vV Qx),Qu = ¥xPx, Qb
Vx(Px V Qx),Pu = VxPx, VxQx Vx(Px V Qx),Qu - VxPx, VxQ@x RV
Vx(Px VvV Qx),PuV Qu I VxPx,VxQ@x LV
Vx(Px V @Qx) F VxPx, VxQx

@ Vi krever at hver §-slutning introduserer et nytt Skolemsymbol, dvs.
et som ikke forekommer i utledningen fra fgr.

@ Derfor kan RY i hgyre gren ikke introdusere den samme
Skolemkonstanten som RY i venstre gren.

@ Dette er et strengere krav enn for -reglene i LK uten frie variable,
der den introduserte parameteren ikke ma forekomme i konklusjonen.
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Vx(Px V @Qx) F VxPx, VxQx

@ Vi krever at hver §-slutning introduserer et nytt Skolemsymbol, dvs.
et som ikke forekommer i utledningen fra fgr.

@ Derfor kan RY i hgyre gren ikke introdusere den samme
Skolemkonstanten som RY i venstre gren.

@ Dette er et strengere krav enn for -reglene i LK uten frie variable,
der den introduserte parameteren ikke ma forekomme i konklusjonen.

o | utledningen over vet vi ikke hvilke symboler som forekommer i
konklusjonen fgr vi har instansiert u!
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W
Px -V R



Pa Rotsekventen er ikke
Px VZ?\% R lukket.

—F Px— YxPx—_




Pa Rotsekventen er ikke
Px VZ?\% R lukket.

—F Px— YxPx—_

Ty Py Puf (u) F PF(v)V. HXVM
Vo yPxy-Puf (u) - vy/WPyx
Vx3dyPxy, PufMyPyx B

VxEIy/xy,ﬂfPuy F dIxVy
VxdyPxy = IxVyPyx




Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Eksempel pa objekter som ikke er utledninger

W Rotsekventen er ikke
Px VY R lukket.

/F/PX—>\V/X\PN

Wny.Puf(u) F Pf(v)v, HXVM De to d-slutningene

VXJYW'J) - VyPyv. yPyx R3 introduserer det
Vxﬂnyy,PufMyPyx samme Skolemfunk-

VXHMPU)/ F IxVy L3 sjonssymbolet.
VxdyPxy + IxVyPyx
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@ For at en fri-variabel LK-utledning skal vaere et bevis, ma vi instansiere
de frie variablene i utledningen slik at Igvsekventene blir aksiomer.



@ For at en fri-variabel LK-utledning skal vaere et bevis, ma vi instansiere
de frie variablene i utledningen slik at Igvsekventene blir aksiomer.

@ Dette kalles 3 lukke en utledning.



@ For at en fri-variabel LK-utledning skal vaere et bevis, ma vi instansiere
de frie variablene i utledningen slik at Igvsekventene blir aksiomer.

@ Dette kalles 3 lukke en utledning.




Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Lukkede utledninger

@ For at en fri-variabel LK-utledning skal vaere et bevis, m3 vi instansiere
de frie variablene i utledningen slik at Igvsekventene blir aksiomer.

@ Dette kalles & lukke en utledning.

Definisjon (Lukking)

La 7 veere en fri-variabel utledning, og la o vaere en substitusjon.
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Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Lukkede utledninger

@ For at en fri-variabel LK-utledning skal vaere et bevis, m3 vi instansiere
de frie variablene i utledningen slik at Igvsekventene blir aksiomer.

@ Dette kalles & lukke en utledning.

Definisjon (Lukking)
La 7 veere en fri-variabel utledning, og la o vaere en substitusjon.

@ o lukker en Igvsekvent T = A i
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Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Lukkede utledninger

@ For at en fri-variabel LK-utledning skal vaere et bevis, m3 vi instansiere
de frie variablene i utledningen slik at Igvsekventene blir aksiomer.

@ Dette kalles & lukke en utledning.

Definisjon (Lukking)
La 7 veere en fri-variabel utledning, og la o vaere en substitusjon.

@ o lukker en Igvsekvent I = A | ™ hvis det finnes atomaere formler
pel ogyyeA
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Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Lukkede utledninger

@ For at en fri-variabel LK-utledning skal vaere et bevis, m3 vi instansiere
de frie variablene i utledningen slik at Igvsekventene blir aksiomer.

@ Dette kalles & lukke en utledning.

Definisjon (Lukking)
La 7 veere en fri-variabel utledning, og la o vaere en substitusjon.

@ o lukker en Igvsekvent I = A | ™ hvis det finnes atomaere formler
pel ogye A slikat po = o.
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Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Lukkede utledninger

@ For at en fri-variabel LK-utledning skal vaere et bevis, m3 vi instansiere
de frie variablene i utledningen slik at Igvsekventene blir aksiomer.

@ Dette kalles & lukke en utledning.

Definisjon (Lukking)
La 7 veere en fri-variabel utledning, og la o vaere en substitusjon.

@ o lukker en Igvsekvent I = A | ™ hvis det finnes atomaere formler
pel ogye A slikat po = o.

@ o lukker m hvis o lukker alle Igvsekventene i 7.
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Et fri-variabel LK-bevis for en sekvent I = A er et par (m,c) der




Et fri-variabel LK-bevis for en sekvent I = A er et par (m,c) der

e 7 er en utledning med I = A som rotsekvent




Et fri-variabel LK-bevis for en sekvent I = A er et par (m,c) der

o 7 er en utledning med I' = A som rotsekvent, og

@ o er en grunn substitusjon som lukker .




Et fri-variabel LK-bevis for en sekvent I = A er et par (m,c) der

o 7 er en utledning med I' = A som rotsekvent, og

@ o er en grunn substitusjon som lukker .

@ Vi krever at den lukkende substitusjonen skal vare grunn, siden dette
gjgr sunnhetsbeviset litt lettere.



Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Bevis

Definisjon (Bevis)
Et fri-variabel LK-bevis for en sekvent I = A er et par (m,o) der
e 7w er en utledning med I = A som rotsekvent, og

@ o er en grunn substitusjon som lukker .

@ Vi krever at den lukkende substitusjonen skal vare grunn, siden dette
gjgr sunnhetsbeviset /itt lettere.

@ Senere skal vi se at vi kan lempe pa dette kravet og tillate lukkende
substitusjoner som ikke er grunne.
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La m vaere utledningen

VxPx,Pu = IxPx,Pv
VxPx,Pu = 3xPx
VxPx F IxPx

Lv




La m vaere utledningen

VxPx,Pu = IxPx,Pv
VxPx,Pu = AxPx
VxPx F IxPx

Lv

oglaoc={a/u,a/v}.




Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Eksempel (1)
La m veere utledningen
VxPx,Pu = dxPx,Pv

VxPx,Pu = IxPx
VxPx F dxPx

LV

oglaoc={aju,a/v}.
@ o lukker Ipvsekventen: (Pu)o = Pa = (Pv)o.
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Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Eksempel (1)
La m veere utledningen
VxPx,Pu = 3xPx,Pv

VxPx,Pu = IxPx
VxPx F dxPx

LV

oglaoc={aju,a/v}.
@ o lukker Ipvsekventen: (Pu)o = Pa = (Pv)o.

@ o lukker 7, siden den lukker den eneste lgvsekventen.
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Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Eksempel (1)
La m veere utledningen
VxPx,Pu = 3xPx,Pv

VxPx,Pu = IxPx
VxPx = IxPx

LV

oglaoc={aju,a/v}.
@ o lukker Ipvsekventen: (Pu)o = Pa = (Pv)o.
@ o lukker 7, siden den lukker den eneste lgvsekventen.

@ Da er (m,0) et bevis for sekventen ¥xPx - 3xPx.
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Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Eksempel (1)
La m veere utledningen
VxPx,Pu = 3xPx,Pv

VxPx,Pu = IxPx
VxPx = IxPx

LV

oglaoc={aju,a/v}.
@ o lukker Ipvsekventen: (Pu)o = Pa = (Pv)o.

@ o lukker 7, siden den lukker den eneste lgvsekventen.

@ Da er (m,0) et bevis for sekventen ¥xPx - 3xPx.

Merk:

Slik vi har definert fri-variabel LK vil f.eks. (m,0’) der o/ = {v/u} ikke

vare et bevis, siden o’ ikke er grunn.
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La 7 vaere utledningen

VxPx,Pu - Pa VxPx,Pv F Pb

VxPx - Pa -¥ VxPx - Pb
VxPx I- Pa A Pb

LV
RA




La 7 vaere utledningen

VxPx,Pu - Pa VxPx,Pv F Pb

VxPx - Pa -¥ VxPx - Pb
VxPx I- Pa A Pb

LV
RA

og lao={a/u,b/v}.




Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Eksempel (2)
La m veere utledningen

VxPx,Pu F Pa VxPx,Pv = Pb

VxPx - Pa -¥ VxPx - Pb
VxPx = Pa A Pb

LV
RA

oglaoc={aju,b/v}.
@ o lukker venstre lgvsekvent: (Pu)o = Pa.
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Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Eksempel (2)
La m veere utledningen

VxPx,Pu F Pa VxPx,Pv = Pb

VxPx - Pa -¥ VxPx - Pb
VxPx = Pa A Pb

LV
RA

oglaoc={aju,b/v}.
@ o lukker venstre lgvsekvent: (Pu)o = Pa.
@ o lukker hgyre lpvsekvent: (Pv)o = Pb.
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Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Eksempel (2)
La m veere utledningen

VxPx,Pu F Pa VxPx,Pv = Pb

VxPx - Pa -¥ VxPx - Pb
VxPx = Pa A Pb

LV
RA

oglaoc={aju,b/v}.
@ o lukker venstre lgvsekvent: (Pu)o = Pa.
@ o lukker hgyre lpvsekvent: (Pv)o = Pb.

@ o lukker m, siden den lukker begge lgvsekventene.
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Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Eksempel (2)
La m veere utledningen

VxPx,Pu + Pa VxPx,Pv + Pb

VxPx - Pa -¥ VxPx - Pb
VxPx = Pa A Pb

LV
RA

oglaoc={aju,b/v}.
@ o lukker venstre Igvsekvent: (Pu)o = Pa.
@ o lukker hgyre lpvsekvent: (Pv)o = Pb.
@ o lukker m, siden den lukker begge lgvsekventene.
@ Da er (m,0) et bevis for sekventen YxPx - Pa A Pb.
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Automatisk bevissgk 11 Fri-variabel sekventkalkyle

Eksempel (3)

La 7 veere utledningen

Vx(Px V @Qx),Pu = Pa, YxQx Vx(Px vV Qx),Qu = VxPx, Qb
Vx(Px V Qx),Pu F VxPx, ¥xQx Vx(Px vV Qx),Qu F VxPx, ¥xQx RY
Vx(Px V Qx),PuV Qu F WxPx, VxQx Lv
Vx(Px V @x) F VxPx, VxQ@x
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Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Eksempel (3)

La 7 veere utledningen

Vx(Px V Qx),Pu = Pa, VxQx Vx(Px V Qx),Qu = VxPx, Qb
Vx(Px V Qx),Pu = VYxPx, VxQx Vx(Px V Qx),Qu = VxPx, VxQx R/
Vx(Px VvV Qx),PuV Qu F VxPx, VxQx Y
Vx(Px V @x) F VxPx, VxQ@x

o Det finnes ingen substitusjon som lukker begge Igvsekventene, siden u
ikke kan instansieres med bade a og b samtidig.

Institutt for informatikk (UiO) INF4170 — Logikk 14.04.2008 17 / 42



Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Eksempel (3)

La 7 veere utledningen

Vx(Px V Qx),Pu = Pa, VxQx Vx(Px V Qx),Qu F ¥YxPx, Qb
Vx(Px V Qx),Pu = VYxPx, VxQx Vx(Px V Qx),Qu = VxPx, VxQ@x R/
Vx(Px V Qx),PuV Qu F VxPx, VxQx Y
Vx(Px V @x) F VxPx, VxQ@x

o Det finnes ingen substitusjon som lukker begge Igvsekventene, siden u
ikke kan instansieres med bade a og b samtidig.

@ Derfor finnes ikke noe bevis for sekventen Vx(Px V @x) F VxPx, VxQx
basert pa utledningen .
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Automatisk bevissgk |1 Fri-variabel sekventkalkyle

Eksempel (3)
La 7 veere utledningen
Vx(Px \V Qx),Pu = Pa,VxQx Vx(Px V Qx),Qu F ¥YxPx, Qb
Vx(Px \V Qx),Pu = VxPx, VxQx Vx(Px V Qx),Qu F VxPx, VxQx R/
Vx(Px V Qx),PuV Qu F VxPx, VxQx Y
Vx(Px V @x) F VxPx, VxQ@x

o Det finnes ingen substitusjon som lukker begge Igvsekventene, siden u
ikke kan instansieres med bade a og b samtidig.

@ Derfor finnes ikke noe bevis for sekventen Vx(Px V @x) F VxPx, VxQx
basert pa utledningen .

o Er rotsekventen gyldig...?
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o Automatisk bevissgk Il

@ Semantikk
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@ For & kunne vise at kalkylen er sunn ma vi ha klart for oss hvordan vi
tolker formlene i utledningene.



@ For & kunne vise at kalkylen er sunn ma vi ha klart for oss hvordan vi
tolker formlene i utledningene.

@ Tidligere inneholdt vare sekventer bare lukkede formler.



Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Semantikk

@ For & kunne vise at kalkylen er sunn ma vi ha klart for oss hvordan vi
tolker formlene i utledningene.
o Tidligere inneholdt vare sekventer bare /ukkede formler.

@ Vi har imidlertid definert semantikken av formler med frie variabler
gjennom variabeltilordninger.
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Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Semantikk

@ For & kunne vise at kalkylen er sunn ma vi ha klart for oss hvordan vi
tolker formlene i utledningene.

o Tidligere inneholdt vare sekventer bare /ukkede formler.

@ Vi har imidlertid definert semantikken av formler med frie variabler
gjennom variabeltilordninger.

@ Vi gir nd en repetisjon av definisjonene.
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La M vare en modell.




La M vere en modell. En variabeltilordning for M er en funksjon fra
mengen av variable til |M|.




La M vere en modell. En variabeltilordning for M er en funksjon fra
mengen av variable til |M|.

@ En variabeltilordning er alltid gitt relativ til en modell M siden den
tolker variable som elementer i domenet til M.



La M vere en modell. En variabeltilordning for M er en funksjon fra
mengen av variable til |M|.

@ En variabeltilordning er alltid gitt relativ til en modell M siden den
tolker variable som elementer i domenet til M.

@ For en gitt modell kan vi ha mange variabeltilordninger.



Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Variabeltilordninger

Definisjon (Variabeltilordning)

La M vaere en modell. En variabeltilordning for M er en funksjon fra
mengen av variable til |M|.

@ En variabeltilordning er alltid gitt relativ til en modell M siden den
tolker variable som elementer i domenet til M.

@ For en gitt modell kan vi ha mange variabeltilordninger.
@ Hvis |[M| ={1,2,3}, sa kan vi ha
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Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Variabeltilordninger

Definisjon (Variabeltilordning)

La M vaere en modell. En variabeltilordning for M er en funksjon fra
mengen av variable til |M|.

@ En variabeltilordning er alltid gitt relativ til en modell M siden den
tolker variable som elementer i domenet til M.

@ For en gitt modell kan vi ha mange variabeltilordninger.
@ Hvis |[M| ={1,2,3}, sa kan vi ha
o pyslikat pi(x1) =1, ma(x) =1, pi(xs) =1, ...
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Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Variabeltilordninger

Definisjon (Variabeltilordning)

La M vaere en modell. En variabeltilordning for M er en funksjon fra
mengen av variable til |M|.

@ En variabeltilordning er alltid gitt relativ til en modell M siden den
tolker variable som elementer i domenet til M.

@ For en gitt modell kan vi ha mange variabeltilordninger.
@ Hvis |[M| ={1,2,3}, sa kan vi ha

o pyslikat pi(x1) =1, ma(x) =1, pi(xs) =1, ...
o pa slik at pa(x1) =2, p2(x2) =2, p2(x3) =2, ...
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Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Variabeltilordninger

Definisjon (Variabeltilordning)

La M vaere en modell. En variabeltilordning for M er en funksjon fra

mengen av variable til |M|.

@ En variabeltilordning er alltid gitt relativ til en modell M siden den

tolker variable som elementer i domenet til M.
@ For en gitt modell kan vi ha mange variabeltilordninger.
e Hvis IM| = {1,2,3}, sa kan vi ha
o pyslikat pi(x1) =1, ma(x) =1, pi(xs) =1, ...
o pa slik at pa(x1) =2, p2(x2) =2, p2(x3) =2, ...
o paslik at ps(x) =1, p3(x2) =2, p3(xs) =3
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Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Variabeltilordninger

Definisjon (Variabeltilordning)

La M vaere en modell. En variabeltilordning for M er en funksjon fra
mengen av variable til |M|.

@ En variabeltilordning er alltid gitt relativ til en modell M siden den
tolker variable som elementer i domenet til M.

@ For en gitt modell kan vi ha mange variabeltilordninger.

e Hvis IM| = {1,2,3}, sa kan vi ha

pa slik at pa(x) =1, () =1, pa(xs) =1, ...

p2 slik at pa(x1) = 2, pa(x2) =2, pa(x3) =2, ...

U3 S|Ik at ,u3(X1) = ]., u3(x2) = 2, ,U3(X3) 3
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@ Tolkningsfunksjonen i modellen tolker konstant- og
funksjonssymboler.



@ Tolkningsfunksjonen i modellen tolker konstant- og
funksjonssymboler.

@ Tolkningen av frie variable overlates til variabeltilordningen.



@ Tolkningsfunksjonen i modellen tolker konstant- og
funksjonssymboler.

@ Tolkningen av frie variable overlates til variabeltilordningen.




Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Tolkning av termer med frie variable

@ Tolkningsfunksjonen i modellen tolker konstant- og
funksjonssymboler.

@ Tolkningen av frie variable overlates til variabeltilordningen.

Definisjon (Tolkning av termer med frie variable)
La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L.
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Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Tolkning av termer med frie variable

@ Tolkningsfunksjonen i modellen tolker konstant- og
funksjonssymboler.

@ Tolkningen av frie variable overlates til variabeltilordningen.

Definisjon (Tolkning av termer med frie variable)

La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en
variabeltilordning for M.
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Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Tolkning av termer med frie variable

@ Tolkningsfunksjonen i modellen tolker konstant- og
funksjonssymboler.

@ Tolkningen av frie variable overlates til variabeltilordningen.

Definisjon (Tolkning av termer med frie variable)

La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en
variabeltilordning for M. Tolkningen av en term t i M under p, skrevet
tMol defineres rekursivt.
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Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Tolkning av termer med frie variable

@ Tolkningsfunksjonen i modellen tolker konstant- og
funksjonssymboler.

@ Tolkningen av frie variable overlates til variabeltilordningen.

Definisjon (Tolkning av termer med frie variable)

La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en
variabeltilordning for M. Tolkningen av en term t i M under p, skrevet
tMol defineres rekursivt.

Mo —

@ X for en variabel x
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Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Tolkning av termer med frie variable

@ Tolkningsfunksjonen i modellen tolker konstant- og
funksjonssymboler.

@ Tolkningen av frie variable overlates til variabeltilordningen.

Definisjon (Tolkning av termer med frie variable)

La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en
variabeltilordning for M. Tolkningen av en term t i M under p, skrevet
tMol defineres rekursivt.

Mo —

® x w(x) for en variabel x

Institutt for informatikk (UiO) INF4170 - Logikk 14.04.2008 21 / 42



Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Tolkning av termer med frie variable

@ Tolkningsfunksjonen i modellen tolker konstant- og
funksjonssymboler.

@ Tolkningen av frie variable overlates til variabeltilordningen.

Definisjon (Tolkning av termer med frie variable)

La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en
variabeltilordning for M. Tolkningen av en term t i M under p, skrevet

tMol defineres rekursivt.
o xM# = 1(x) for en variabel x
o M — for et konstantsymbol ¢
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Tolkning av termer med frie variable

@ Tolkningsfunksjonen i modellen tolker konstant- og
funksjonssymboler.

@ Tolkningen av frie variable overlates til variabeltilordningen.

Definisjon (Tolkning av termer med frie variable)

La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en
variabeltilordning for M. Tolkningen av en term t i M under p, skrevet

tMol defineres rekursivt.
o xM# = 1(x) for en variabel x
o cMH = cM for et konstantsymbol ¢

Institutt for informatikk (UiO) INF4170 - Logikk 14.04.2008 21 / 42



Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Tolkning av termer med frie variable

@ Tolkningsfunksjonen i modellen tolker konstant- og
funksjonssymboler.

@ Tolkningen av frie variable overlates til variabeltilordningen.

Definisjon (Tolkning av termer med frie variable)

La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en
variabeltilordning for M. Tolkningen av en term t i M under p, skrevet

tM#, defineres rekursivt.
o xM# = 1(x) for en variabel x
o cMH = cM for et konstantsymbol ¢
o f(ty,..., tn)MH = for en funksjonsterm
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Tolkning av termer med frie variable

@ Tolkningsfunksjonen i modellen tolker konstant- og
funksjonssymboler.

@ Tolkningen av frie variable overlates til variabeltilordningen.

Definisjon (Tolkning av termer med frie variable)

La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en
variabeltilordning for M. Tolkningen av en term t i M under p, skrevet

tM#, defineres rekursivt.
o xM# = 1(x) for en variabel x
o cMH = cM for et konstantsymbol ¢
o f(ty,..., o)M= FM(EMH* 2 for en funksjonsterm
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La L vaere et fgrsteordens sprak og M en modell for L.




Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Tolkning av formler med frie variable

Definisjon (Tolkning av formler med frie variable)

La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en

variabeltilordning for M.
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Tolkning av formler med frie variable

Definisjon (Tolkning av formler med frie variable)

La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en
variabeltilordning for M. Vi definerer ved rekursjon hva det vil si at en
formel @ er sann i M under p;
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Tolkning av formler med frie variable

Definisjon (Tolkning av formler med frie variable)

La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en
variabeltilordning for M. Vi definerer ved rekursjon hva det vil si at en
formel @ er sann i M under y; vi skriver M, i = ¢ nar @ er sann i M
under .
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Tolkning av formler med frie variable

Definisjon (Tolkning av formler med frie variable)

La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en
variabeltilordning for M. Vi definerer ved rekursjon hva det vil si at en
formel @ er sann i M under y; vi skriver M, i = ¢ nar @ er sann i M
under .

e Atomaere fml: M, u = R(t1, ..., ty) hvis <tf\4’“, Lty e RM.
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Tolkning av formler med frie variable

Definisjon (Tolkning av formler med frie variable)
La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en
variabeltilordning for M. Vi definerer ved rekursjon hva det vil si at en
formel @ er sann i M under y; vi skriver M, i = ¢ nar @ er sann i M
under .
e Atomaere fml: M, u = R(t1, ..., ty) hvis <tf\4’“, ey t,éw’“> € RM.
@ M, u = —p hvis det ikke er tilfelle at M, u = .
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Tolkning av formler med frie variable

Definisjon (Tolkning av formler med frie variable)

La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en
variabeltilordning for M. Vi definerer ved rekursjon hva det vil si at en
formel @ er sann i M under y; vi skriver M, i = ¢ nar @ er sann i M
under .
e Atomaere fml: M, u = R(t1, ..., ty) hvis <tf\4’“, ey t,éw’“> € RM.
@ M, u = —p hvis det ikke er tilfelle at M, u = .

© M,uE @A hvis M, = ¢ og M, = 1.
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Tolkning av formler med frie variable

Definisjon (Tolkning av formler med frie variable)

La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en
variabeltilordning for M. Vi definerer ved rekursjon hva det vil si at en
formel @ er sann i M under y; vi skriver M, i = ¢ nar @ er sann i M
under .

e Atomaere fml: M, u = R(t1, ..., ty) hvis <tf\/[’“,...,t,¢4’“> € RM.
@ M, u = —p hvis det ikke er tilfelle at M, u = .

© M,uE @A hvis M, = ¢ og M, = 1.

e M,ukE Vi hvis M, = ¢ eller M, = 4.
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Tolkning av formler med frie variable

Definisjon (Tolkning av formler med frie variable)

La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en
variabeltilordning for M. Vi definerer ved rekursjon hva det vil si at en
formel @ er sann i M under y; vi skriver M, i = ¢ nar @ er sann i M
under .

e Atomare fml: M, = R(t1, ..., t,) hvis <tf\/[’“,...,t,¢4’“> € RM.
@ M, u = —p hvis det ikke er tilfelle at M, u = .

o M,ukE @A hvis M, = ¢ og M, = 9.

e M,ukE Vi hvis M, = ¢ eller M, = 4.

e M,u k= ¢ — 1) hvis M, = ¢ impliserer M, p |= 1.
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Tolkning av formler med frie variable

Definisjon (Tolkning av formler med frie variable)

La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en
variabeltilordning for M. Vi definerer ved rekursjon hva det vil si at en
formel @ er sann i M under y; vi skriver M, i = ¢ nar @ er sann i M
under .

e Atomare fml: M, = R(t1, ..., t,) hvis <tf\/[’“,...,t,¢4’“> € RM.
@ M, u = —p hvis det ikke er tilfelle at M, u = .

o M,ukE @A hvis M, = ¢ og M, = 9.

e M,ukE Vi hvis M, = ¢ eller M, = 4.

e M,u k= ¢ — 1) hvis M, = ¢ impliserer M, p |= 1.

o M, u = Vxp hvis M, p{x — a} |= ¢ for alle a i |IM|.
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Tolkning av formler med frie variable

Definisjon (Tolkning av formler med frie variable)

La L vere et fgrsteordens sprak og M en modell for L. La p vaere en
variabeltilordning for M. Vi definerer ved rekursjon hva det vil si at en
formel @ er sann i M under y; vi skriver M, i = ¢ nar @ er sann i M
under .

e Atomare fml: M, = R(t1, ..., t,) hvis <tf\/[’“,...,t,¢4’“> € RM.
@ M, u = —p hvis det ikke er tilfelle at M, u = .

o M,ukE @A hvis M, = ¢ og M, = 9.

e M,ukE Vi hvis M, = ¢ eller M, = 4.

e M,u k= ¢ — 1) hvis M, = ¢ impliserer M, p |= 1.

o M, u = Vxp hvis M, p{x — a} |= ¢ for alle a i |IM|.

e M, u k= Ixp hvis M, u{x — a} |= ¢ for minst en a i |M|.

Institutt for informatikk (UiO) INF4170 — Logikk 14.04.2008 22 / 42












Liker™M =







Liker™M =







Liker™M =




Liker™M =




Liker™M =

pa(x) = i




@ Er det slik at M, p; |= TyLiker(y, x)?

pa(x) = 5




p1(x) =

@ Er det slik at M, p; |= TyLiker(y, x)?
@ Fra semantikken:



@ Er det slik at M, p; |= TyLiker(y, x)?

Modellen M | ® Frasemantikken

M, uy | JyLiker(y, x)

p1(x) =




@ Er det slik at M, p; |= TyLiker(y, x)?

Modellen M | ® Frasemantikken

M, iy = JyLiker(y, x)
T

LikerM = finnes e € | M| slik at M, u1{y — e} = Liker(y, x)

p1(x) =




@ Er det slik at M, p; |= TyLiker(y, x)?

Modellen M © e semantideen:
M, iy = JyLiker(y, x)
T

LikerM = finnes e € | M| slik at M, u1{y — e} = Liker(y, x)

i)

finnes e € | M| slik at
(yMonly—e} xMnly—e}) e | jker™

p1(x) =




@ Er det slik at M, p; |= TyLiker(y, x)?

Modellen M ® e semantideen:
M, iy = JyLiker(y, x)
T

LikerM = finnes e € | M| slik at M, u1{y — e} = Liker(y, x)

i)

finnes e € | M| slik at
(yMonly—e} xMnly—e}) e | jker™

)

finnes e € | M| slik at (e, p1(x)) € Liker™

Variabeltilordningen 411 |
p1(x) =




@ Er det slik at M, p; |= TyLiker(y, x)?

Modellen M| @ Fra semantikken

M, iy = JyLiker(y, x)
T

LikerM = finnes e € | M| slik at M, u1{y — e} = Liker(y, x)

i)

finnes e € | M| slik at
(yMonly—e} xMnly—e}) e | jker™

)

finnes e € | M| slik at (e, p1(x)) € Liker™

Variabeltilordningen i | i

finnes e € |[M]| slik at (e,) € Liker™
pa(x) = 35




Eksempel |

Variabeltilordningen 14

pa(x) = A5

4

Institutt for informatikk (UiO)

@ Er det slik at M, p; = JyLiker(y, x)?
o Fra semantikken:

Maﬂ“l ': EIyleer(y,X)
(i

finnes e € |[M| slik at M, u1{y — e} = Liker(y, x)

(i
finnes e € | M| slik at
(yMomty—e} s Mon{y—ely ¢ Liker™

)

finnes e € | M| slik at (e, uu3(x)) € Liker™

A
finnes e € | M| slik at (e,> € Liker™

o Ja, bédeezoge: |
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@ Vi har tidligere definert gyldighet av en lukket sekvent I - A slik:



@ Vi har tidligere definert gyldighet av en lukket sekvent I - A slik:

e Enhver modell som oppfyller alle formlene i ' m& oppfylle minst én
formel i A.



@ Vi har tidligere definert gyldighet av en lukket sekvent I - A slik:

e Enhver modell som oppfyller alle formlene i ' m& oppfylle minst én
formel i A.

o Vi kan ogsa definere en gyldig sekvent som en sekvent som ikke er
falsifiserbar.



Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Falsifiserbarhet

@ Vi har tidligere definert gyldighet av en lukket sekvent I = A slik:
e Enhver modell som oppfyller alle formlene i [ ma oppfylle minst én
formel i A.

o Vi kan ogsa definere en gyldig sekvent som en sekvent som ikke er
falsifiserbar.

@ En sekvent [ = A er falsifiserbar hvis den har en motmodell, dvs. en

modell som oppfyller alle formlene i [ og gj@r alle formlene i A
usanne.
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Falsifiserbarhet

@ Vi har tidligere definert gyldighet av en lukket sekvent I = A slik:

e Enhver modell som oppfyller alle formlene i [ ma oppfylle minst én
formel i A.

o Vi kan ogsa definere en gyldig sekvent som en sekvent som ikke er
falsifiserbar.

@ En sekvent [ = A er falsifiserbar hvis den har en motmodell, dvs. en
modell som oppfyller alle formlene i [ og gj@r alle formlene i A
usanne.

o | fri-variabel LK kan I' og A inneholde formler som ikke er lukket.
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Falsifiserbarhet

Vi har tidligere definert gyldighet av en lukket sekvent I' = A slik:

e Enhver modell som oppfyller alle formlene i [ ma oppfylle minst én
formel i A.

Vi kan ogsa definere en gyldig sekvent som en sekvent som ikke er
falsifiserbar.

@ En sekvent [ = A er falsifiserbar hvis den har en motmodell, dvs. en
modell som oppfyller alle formlene i [ og gj@r alle formlene i A
usanne.

| fri-variabel LK kan I og A inneholde formler som ikke er lukket.

Vi gnsker at en motmodell til en sekvent skal vaere en motmodell
uavhengig av hvordan vi tolker de frie variablene.
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e En motmodell vil f.eks. vaere modellen M slik at |[M| = {a, b},
QM = {a, b} og PM = .




e En motmodell vil f.eks. vaere modellen M slik at |[M| = {a, b},
QM = {a, b} og PM = .

@ Her finnes to aktuelle variabeltilordninger: u1(x) = a og p2(x) = b.




Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Falsifiserbarhet |l

Se pa sekventen @Qx F Px
@ En motmodell vil f.eks. vaere modellen M slik at |[M| = {a, b},
QM = {a, b} og PM =10
@ Her finnes to aktuelle variabeltilordninger: p1(x) = a og p2(x) = b.

@ Uansett hvilken av disse vi bruker til a tolke de frie variablene, sa vil
M vare en motmodell til sekventen.
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Falsifiserbarhet |l

Se pa sekventen @Qx F Px
@ En motmodell vil f.eks. vaere modellen M slik at |[M| = {a, b},
QM = {a, b} og PM =10
@ Her finnes to aktuelle variabeltilordninger: p1(x) = a og p2(x) = b.

@ Uansett hvilken av disse vi bruker til a tolke de frie variablene, sa vil
M vare en motmodell til sekventen.

Se pa sekventen Px - Pa
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Falsifiserbarhet |l

Se pa sekventen @Qx F Px
@ En motmodell vil f.eks. vaere modellen M slik at |[M| = {a, b},
QM = {a, b} og PM =10
@ Her finnes to aktuelle variabeltilordninger: p1(x) = a og p2(x) = b.

@ Uansett hvilken av disse vi bruker til a tolke de frie variablene, sa vil
M vare en motmodell til sekventen.

Se pa sekventen Px - Pa

e Et forsgk p3 3 lage en motmodell kan vaere M’ slik at |[M’'| = {a, b}
og PM' = {b}.
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Falsifiserbarhet |l

Se pa sekventen @Qx F Px
@ En motmodell vil f.eks. vaere modellen M slik at |[M| = {a, b},
QM = {a, b} og PM =10
@ Her finnes to aktuelle variabeltilordninger: p1(x) = a og p2(x) = b.

@ Uansett hvilken av disse vi bruker til a tolke de frie variablene, sa vil
M vare en motmodell til sekventen.

Se pa sekventen Px - Pa

e Et forsgk p3 3 lage en motmodell kan vaere M’ slik at |[M’'| = {a, b}
og PM' = {b}.
@ Huvis vi tolker x som b, ser vi at M’ oppfyller Px og falsifiserer Pa.

Institutt for informatikk (UiO) INF4170 — Logikk 14.04.2008 25 / 42



Automatisk bevissgk |1 Semantikk

Falsifiserbarhet |l

Se pa sekventen @Qx F Px
@ En motmodell vil f.eks. vaere modellen M slik at |[M| = {a, b},
QM = {a, b} og PM =10
@ Her finnes to aktuelle variabeltilordninger: p1(x) = a og p2(x) = b.

@ Uansett hvilken av disse vi bruker til a tolke de frie variablene, sa vil
M vare en motmodell til sekventen.

Se pa sekventen Px - Pa

e Et forsgk p3 3 lage en motmodell kan vaere M’ slik at |[M’'| = {a, b}
og PM' = {b}.
@ Huvis vi tolker x som b, ser vi at M’ oppfyller Px og falsifiserer Pa.

@ Men hvis vi tolker x som a, ser vi at M’ ikke lenger er en motmodell.
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Falsifiserbarhet |l

Se pa sekventen @Qx F Px
@ En motmodell vil f.eks. vaere modellen M slik at |[M| = {a, b},
QM = {a, b} og PM =10
@ Her finnes to aktuelle variabeltilordninger: p1(x) = a og p2(x) = b.

@ Uansett hvilken av disse vi bruker til a tolke de frie variablene, sa vil
M vare en motmodell til sekventen.

Se pa sekventen Px - Pa
e Et forsgk p3 3 lage en motmodell kan vaere M’ slik at |[M’'| = {a, b}
og PM' = {b}.
@ Huvis vi tolker x som b, ser vi at M’ oppfyller Px og falsifiserer Pa.
@ Men hvis vi tolker x som a, ser vi at M’ ikke lenger er en motmodell.
@ Her finnes en variabeltilordning som gjgr at M’ ikke er en motmodell

til sekventen.
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@ Hvorvidt en modell M er en motmodell til en sekvent I' = A avhenger
altsd av hvilke sannhetsverdier formlene i I og A far for hver enkelt
variabeltilordning for M.



@ Hvorvidt en modell M er en motmodell til en sekvent I' = A avhenger
altsd av hvilke sannhetsverdier formlene i I og A far for hver enkelt

variabeltilordning for M.
o Det leder til fglgende definisjon.
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Falsifiserbarhet |11

@ Hvorvidt en modell M er en motmodell til en sekvent I = A avhenger
altsd av hvilke sannhetsverdier formlene i I og A far for hver enkelt

variabeltilordning for M.
@ Det leder til fglgende definisjon.

Definisjon (Falsifiserbar sekvent)
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Falsifiserbarhet |11

@ Hvorvidt en modell M er en motmodell til en sekvent I = A avhenger
altsd av hvilke sannhetsverdier formlene i I og A far for hver enkelt

variabeltilordning for M.
@ Det leder til fglgende definisjon.

Definisjon (Falsifiserbar sekvent)
En modell M er en motmodell til en sekvent T = A hvis fglgende holder

for alle variabeltilordninger v for M:
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Falsifiserbarhet |11

@ Hvorvidt en modell M er en motmodell til en sekvent I = A avhenger
altsd av hvilke sannhetsverdier formlene i I og A far for hver enkelt

variabeltilordning for M.
@ Det leder til fglgende definisjon.

Definisjon (Falsifiserbar sekvent)
En modell M er en motmodell til en sekvent T = A hvis fglgende holder

for alle variabeltilordninger v for M:
o M, u gjor alle formlene i [ sanne
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Falsifiserbarhet |11

@ Hvorvidt en modell M er en motmodell til en sekvent I = A avhenger
altsd av hvilke sannhetsverdier formlene i I og A far for hver enkelt

variabeltilordning for M.
@ Det leder til fglgende definisjon.

Definisjon (Falsifiserbar sekvent)
En modell M er en motmodell til en sekvent T = A hvis fglgende holder

for alle variabeltilordninger v for M:
o M, u gjgr alle formlene i I sanne, og
o M, u gjor alle formlene i A usanne.
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Falsifiserbarhet |11

@ Hvorvidt en modell M er en motmodell til en sekvent I = A avhenger
altsd av hvilke sannhetsverdier formlene i I og A far for hver enkelt
variabeltilordning for M.

@ Det leder til fglgende definisjon.

Definisjon (Falsifiserbar sekvent)
En modell M er en motmodell til en sekvent T = A hvis fglgende holder
for alle variabeltilordninger v for M:
o M, u gjar alle formlene i I sanne, og
o M, i gjgr alle formlene i A usanne.
En sekvent er
e falsifiserbar hvis den har en motmodell
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Falsifiserbarhet |11

@ Hvorvidt en modell M er en motmodell til en sekvent I = A avhenger
altsd av hvilke sannhetsverdier formlene i I og A far for hver enkelt
variabeltilordning for M.

@ Det leder til fglgende definisjon.

Definisjon (Falsifiserbar sekvent)
En modell M er en motmodell til en sekvent T = A hvis fglgende holder
for alle variabeltilordninger v for M:
o M, u gjar alle formlene i I sanne, og
o M, i gjgr alle formlene i A usanne.
En sekvent er
e falsifiserbar hvis den har en motmodell

e gyldig hvis den ikke er falsifiserbar
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o Automatisk bevissgk Il

@ Sunnhet
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En sekventkalkyle er sunn dersom enhver bevisbar sekvent er gyldig. I




En sekventkalkyle er sunn dersom enhver bevisbar sekvent er gyldig. I

@ Kjernen i sunnhetsbeviset for utsagnslogisk LK og grunn LK er at
slutningsreglene bevarer falsifiserbarhet oppover.




En sekventkalkyle er sunn dersom enhver bevisbar sekvent er gyldig. '

@ Kjernen i sunnhetsbeviset for utsagnslogisk LK og grunn LK er at
slutningsreglene bevarer falsifiserbarhet oppover.

@ Reglene i fri-variabel LK har ikke denne egenskapen!



En sekventkalkyle er sunn dersom enhver bevisbar sekvent er gyldig. '

@ Kjernen i sunnhetsbeviset for utsagnslogisk LK og grunn LK er at
slutningsreglene bevarer falsifiserbarhet oppover.

@ Reglene i fri-variabel LK har ikke denne egenskapen!






@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb QutF Pa, Qb
PuV Qu Pa, Qb




@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb QutF Pa, Qb
PuV Qu Pa, Qb
e La M vare en modell slik at | M| = {a, b}




@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb QutF Pa, Qb
PuV Qu Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, aM = a




@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb QutF Pa, Qb
PuV Qu Pa, Qb
o La M vare en modell slik at [M| = {a, b}, aM =a, bM = b




@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb QutF Pa, Qb
PuV Qu Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, aM = a, bM = b,
PM = {b}




@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb QutF Pa, Qb
PuV Qu Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, aM = a, bM = b,
PM = {b} og QM = {a}.




Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

(-regelen bevarer ikke falsifiserbarhet oppover

@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb Qu = Pa, Qb
Puv QuF Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, aM = a, bM = b,
PM = {b} og QM = {a}.
@ Vi har to aktuelle variabeltilordninger for M: p1(u) = a og p2(u) = b.
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(-regelen bevarer ikke falsifiserbarhet oppover

@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb Qu = Pa, Qb
PuV Qut Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, aM = a, bM = b,
PM = {b} og QM = {a}.
@ Vi har to aktuelle variabeltilordninger for M: u1(u) = a og pp(u) = b.
o M falsifiserer konklusjonen:
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(-regelen bevarer ikke falsifiserbarhet oppover

@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb Qu = Pa, Qb
PuV Qut Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, aM = a, bM = b,
PM = {b} og Q™ = {a}.

@ Vi har to aktuelle variabeltilordninger for M: u1(u) = a og pp(u) = b.
o M falsifiserer konklusjonen:

o M falsifiserer begge formlene i succedenten.
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(-regelen bevarer ikke falsifiserbarhet oppover

@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb Qu = Pa, Qb
PuV Qut Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, aM = a, bM = b,
PM = {b} og QM = {a}.
@ Vi har to aktuelle variabeltilordninger for M: u1(u) = a og pp(u) = b.
o M falsifiserer konklusjonen:

o M falsifiserer begge formlene i succedenten.
e M, u1 E Quog M,y = Pu, s M gjgr formelen i antecedenten sann
uavhengig av variabeltilordning.
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(-regelen bevarer ikke falsifiserbarhet oppover

@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb Qu = Pa, Qb
PuV Qut Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, aM = a, bM = b,
PM = {b} og QM = {a}.
@ Vi har to aktuelle variabeltilordninger for M: u1(u) = a og pp(u) = b.
o M falsifiserer konklusjonen:

o M falsifiserer begge formlene i succedenten.
e M, u1 E Quog M,y = Pu, s M gjgr formelen i antecedenten sann
uavhengig av variabeltilordning.

@ Premissene er ikke falsifiserbare. (Prgv!)
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(-regelen bevarer ikke falsifiserbarhet oppover

@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb Qu = Pa, Qb
Puv QuF Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, aM = a, bM = b,
PM = {b} og QM = {a}.
Vi har to aktuelle variabeltilordninger for M: u1(u) = a og p2(u) = b.
o M falsifiserer konklusjonen:

o M falsifiserer begge formlene i succedenten.
e M, u1 E Quog M,y = Pu, s M gjgr formelen i antecedenten sann
uavhengig av variabeltilordning.

Premissene er ikke falsifiserbare. (Prgv!)

Konklusjonen er falsifiserbar, mens premissene ikke er det!
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@ Pa grunn av (-slutningene vil en fri variabel kunne forekomme i flere
forskjellige grener i en utledning.



Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Sunnhet — alternativ framgangsmate

@ P3 grunn av (-slutningene vil en fri variabel kunne forekomme i flere
forskjellige grener i en utledning.

o De forskjellige forekomstene er avhengige av hverandre i den forstand
at de ma tildeles den samme verdien av en variabeltilordning.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Sunnhet — alternativ framgangsmate

@ P3 grunn av (-slutningene vil en fri variabel kunne forekomme i flere
forskjellige grener i en utledning.

o De forskjellige forekomstene er avhengige av hverandre i den forstand
at de ma tildeles den samme verdien av en variabeltilordning.

@ Vi skal definere hva det vil si at en utledning er falsifiserbar.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Sunnhet — alternativ framgangsmate

@ P3 grunn av (-slutningene vil en fri variabel kunne forekomme i flere
forskjellige grener i en utledning.

o De forskjellige forekomstene er avhengige av hverandre i den forstand
at de ma tildeles den samme verdien av en variabeltilordning.

@ Vi skal definere hva det vil si at en utledning er falsifiserbar.

@ Vi skal s3 vise at alle utledninger med falsifiserbar rotsekvent er
falsifiserbare.
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Sunnhet — alternativ framgangsmate

P3a grunn av (-slutningene vil en fri variabel kunne forekomme i flere
forskjellige grener i en utledning.

De forskjellige forekomstene er avhengige av hverandre i den forstand
at de ma tildeles den samme verdien av en variabeltilordning.

Vi skal definere hva det vil si at en utledning er falsifiserbar.

Vi skal sa vise at alle utledninger med falsifiserbar rotsekvent er
falsifiserbare.

Nar vi har denne egenskapen, er resten av sunnhetsbeviset for
fri-variabel LK tilsvarende beviset for den grunne kalkylen.
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@ Husk at hvis G er en gren i en utledning, sa er



@ Husk at hvis G er en gren i en utledning, sa er
o G' alle formler som forekommer i en antecedent pa G



@ Husk at hvis G er en gren i en utledning, sa er

o GT alle formler som forekommer i en antecedent pa G, og
o G* alle formler som forekommer i en succedent pa G.



@ Husk at hvis G er en gren i en utledning, sa er

o G' alle formler som forekommer i en antecedent pd G, og
o G* alle formler som forekommer i en succedent pa G.




Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Falsifiserbarhet

@ Husk at hvis G er en gren i en utledning, sa er

o G' alle formler som forekommer i en antecedent pd G, og
o G* alle formler som forekommer i en succedent p3 G.

Definisjon (Falsifiserbarhet)

La 7 vaere en fri-variabel utledning, og la M vaere en modell.
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Falsifiserbarhet

@ Husk at hvis G er en gren i en utledning, sa er

o G' alle formler som forekommer i en antecedent pd G, og
o G* alle formler som forekommer i en succedent p3 G.

Definisjon (Falsifiserbarhet)

La 7 vaere en fri-variabel utledning, og la M vaere en modell.
e Anta at p er en variabeltilordning for M.
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Falsifiserbarhet

@ Husk at hvis G er en gren i en utledning, sa er

o G' alle formler som forekommer i en antecedent pd G, og
o G* alle formler som forekommer i en succedent p3 G.

Definisjon (Falsifiserbarhet)

La 7 vaere en fri-variabel utledning, og la M vaere en modell.

@ Anta at u er en variabeltilordning for M. En gren G i w er falsifisert
av M under p hvis
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Falsifiserbarhet

@ Husk at hvis G er en gren i en utledning, sa er

o G' alle formler som forekommer i en antecedent pd G, og
o G* alle formler som forekommer i en succedent p3 G.

Definisjon (Falsifiserbarhet)

La 7 vaere en fri-variabel utledning, og la M vaere en modell.

@ Anta at u er en variabeltilordning for M. En gren G i w er falsifisert
av M under p hvis
o M, i gjor alle formlene i G' sanne
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Falsifiserbarhet

@ Husk at hvis G er en gren i en utledning, sa er

o G' alle formler som forekommer i en antecedent pd G, og
o G* alle formler som forekommer i en succedent p3 G.

Definisjon (Falsifiserbarhet)

La 7 vaere en fri-variabel utledning, og la M vaere en modell.
@ Anta at u er en variabeltilordning for M. En gren G i w er falsifisert
av M under p hvis

o M, gjor alle formlene i GT sanne, og
o M, gjor alle formlene i G usanne.
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Falsifiserbarhet

@ Husk at hvis G er en gren i en utledning, sa er

o G' alle formler som forekommer i en antecedent pd G, og
o G* alle formler som forekommer i en succedent p3 G.

Definisjon (Falsifiserbarhet)

La 7 vaere en fri-variabel utledning, og la M vaere en modell.

@ Anta at u er en variabeltilordning for M. En gren G i w er falsifisert
av M under p hvis
o M, i gjor alle formlene i GT sanne, og
o M, i gjor alle formlene i G+ usanne.

o M falsifiserer m hvis for alle variabeltilordninger p for M
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Falsifiserbarhet

@ Husk at hvis G er en gren i en utledning, sa er

o G' alle formler som forekommer i en antecedent pd G, og
o G* alle formler som forekommer i en succedent p3 G.

Definisjon (Falsifiserbarhet)

La 7 vaere en fri-variabel utledning, og la M vaere en modell.
@ Anta at u er en variabeltilordning for M. En gren G i w er falsifisert
av M under p hvis
o M, i gjor alle formlene i GT sanne, og
o M, gjor alle formlene i G usanne.
o M falsifiserer  hvis for alle variabeltilordninger p for M sa finnes en
gren i w som er falsifisert av M under .
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Falsifiserbarhet

@ Husk at hvis G er en gren i en utledning, sa er

o G' alle formler som forekommer i en antecedent pd G, og
o G* alle formler som forekommer i en succedent p3 G.

Definisjon (Falsifiserbarhet)

La 7 vaere en fri-variabel utledning, og la M vaere en modell.

@ Anta at u er en variabeltilordning for M. En gren G i w er falsifisert
av M under p hvis

o M, gjor alle formlene i GT sanne, og
o M, gjor alle formlene i G usanne.

o M falsifiserer  hvis for alle variabeltilordninger p for M sa finnes en
gren i w som er falsifisert av M under .

En utledning er falsifiserbar hvis det finnes en modell som falsifiserer den.
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La 7 veere fglgende utledning (der ~y-kopiene ikke vises):

Pu - Pa, Qb Qu F Pa, Qb
PuV Qut Pa, Qb
Vx(Px V Qx) F Pa, Qb




Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Falsifisert gren avhenger av variabeltilordningen

La 7 veere fglgende utledning (der ~-kopiene ikke vises):

Pu+ Pa, Qb Qu F Pa, Qb
PuV Qu - Pa, Qb
Vx(Px V Qx) F Pa, Qb

@ La M vare en modell slik at [M| = {a, b}
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Falsifisert gren avhenger av variabeltilordningen

La 7 veere fglgende utledning (der ~-kopiene ikke vises):

Pu+ Pa, Qb Qu F Pa, Qb
PuV Qu - Pa, Qb
Vx(Px V Qx) F Pa, Qb

o La M vare en modell slik at |[M| = {a,b}, M =2
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Falsifisert gren avhenger av variabeltilordningen

La 7 veere fglgende utledning (der ~-kopiene ikke vises):

Pu+ Pa, Qb Qu F Pa, Qb
PuV Qu - Pa, Qb
Vx(Px V Qx) F Pa, Qb

o La M vare en modell slik at [M| = {a, b}, aM =a, bM = b
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Falsifisert gren avhenger av variabeltilordningen

La 7 veere fglgende utledning (der ~-kopiene ikke vises):

Pu+ Pa, Qb Qu F Pa, Qb
PuV Qu - Pa, Qb
Vx(Px V Qx) F Pa, Qb

e La M vare en modell slik at |M| = {a, b}, a™ = a, bM = b,
pM = {b}
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Falsifisert gren avhenger av variabeltilordningen

La 7 veere fglgende utledning (der ~-kopiene ikke vises):

Pu+ Pa, Qb Qu F Pa, Qb
PuV Qu - Pa, Qb
Vx(Px V Qx) F Pa, Qb

e La M vare en modell slik at |M| = {a, b}, a™ = a, bM = b,
PM = {b} og QM = {a}.
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Falsifisert gren avhenger av variabeltilordningen

La 7 veere fglgende utledning (der ~-kopiene ikke vises):

Pu+ Pa, Qb Qu F Pa, Qb
PuV Qu - Pa, Qb
Vx(Px V Qx) F Pa, Qb

e La M vare en modell slik at |M| = {a, b}, a™ = a, bM = b,
PM = {b} og QM = {a}.
e M falsifiserer m:
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Falsifisert gren avhenger av variabeltilordningen

La 7 veere fglgende utledning (der ~-kopiene ikke vises):

Pu+ Pa, Qb Qu F Pa, Qb
PuV Qu - Pa, Qb
Vx(Px V Qx) F Pa, Qb

e La M vare en modell slik at |M| = {a, b}, a™ = a, bM = b,
PM = {b} og QM = {a}.
e M falsifiserer m:
o Hvis p1(u) = a, sa har vi at den hgyre grenen er falsifisert av M under
M-
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Falsifisert gren avhenger av variabeltilordningen

La 7 veere fglgende utledning (der ~-kopiene ikke vises):

Pu+ Pa, Qb Qu F Pa, Qb
PuV Qu - Pa, Qb
Vx(Px V Qx) F Pa, Qb

e La M vare en modell slik at |M| = {a, b}, a™ = a, bM = b,
PM = {b} og QM = {a}.
e M falsifiserer m:
o Hvis p1(u) = a, sa har vi at den hgyre grenen er falsifisert av M under

M-
o Hvis po(u) = b, sé har vi at den venstre grenen er falsifisert av M

under .
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Hvis en slutningsregel fra fri-variabel LK anvendes pa en falsifiserbar
utledning, sa far vi en ny falsifiserbar utledning.




Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Lemma

Hvis en slutningsregel fra fri-variabel LK anvendes pa en falsifiserbar
utledning, sa far vi en ny falsifiserbar utledning.

@ Vi skal med andre ord vise at reglene bevarer falsifiserbarhet.
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Lemma

Hvis en slutningsregel fra fri-variabel LK anvendes pa en falsifiserbar
utledning, sa far vi en ny falsifiserbar utledning.

@ Vi skal med andre ord vise at reglene bevarer falsifiserbarhet.

o Vi far ett tilfelle for hver regel.
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Lemma

Hvis en slutningsregel fra fri-variabel LK anvendes pa en falsifiserbar
utledning, sa far vi en ny falsifiserbar utledning.

@ Vi skal med andre ord vise at reglene bevarer falsifiserbarhet.
o Vi far ett tilfelle for hver regel.
o Alle tilfellene bortsett fra d-reglene (L3 og RY) gér pa samme mite.
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Lemma

Hvis en slutningsregel fra fri-variabel LK anvendes pa en falsifiserbar
utledning, sa far vi en ny falsifiserbar utledning.

@ Vi skal med andre ord vise at reglene bevarer falsifiserbarhet.
o Vi far ett tilfelle for hver regel.
o Alle tilfellene bortsett fra d-reglene (L3 og RY) gér pa samme mite.

@ Vi viser fgrst hvordan beviset gar for disse og tar §-reglene til slutt.
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Overblikk:




Overblikk:




Overblikk:

@ Anta at 7 er falsifiserbar.




Beuvis.

Overblikk:
G/ G//
rI—A F’I—A/ F”I—A”
M=A

@ Anta at 7 er falsifiserbar.

Institutt for informatikk (UiO) INF4170 — Logikk 14.04.2008 34 /42



Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Beuvis.

Overblikk:
G/ G//
reA VAN e A"
M=A

@ Anta at 7 er falsifiserbar.

@ Skal vise at 7/ er falsifiserbar.

O

v
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Beuvis.

Overblikk:
G/ G//
reA VAN e A"
M=A

@ Anta at 7 er falsifiserbar.
@ Skal vise at 7/ er falsifiserbar.

@ La M veare en modell som falsifiserer .

O

v
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Beuvis.

Overblikk:
G/ G//
reA VAN e A"
M=A

0

@ Anta at 7 er falsifiserbar.
@ Skal vise at 7/ er falsifiserbar.
@ La M vare en modell som falsifiserer .

@ Velg en vilkarlig variabeltilordning p for M.
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Beuvis.

Overblikk:
G/ G//
reA VAN e A"
M=A

0

Anta at w er falsifiserbar.
Skal vise at 7’ er falsifiserbar.
La M vare en modell som falsifiserer .

Velg en vilkérlig variabeltilordning u for M.
Vi far to tilfeller:
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Beuvis.

Overblikk:
G/ G/l
|_|—A rll_A/ rlll_A”
Mr=A

0

Anta at 7 er falsifiserbar.

Skal vise at 7’ er falsifiserbar.

La M vare en modell som falsifiserer 7.
Velg en vilkérlig variabeltilordning u for M.

Vi far to tilfeller:
© Den grenen i m som er falsifisert av M under 1 er en annen enn G.

O
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Beuvis.

Overblikk:
G/ G/l
|_|—A rll_A/ rlll_A”
Mr=A

0

Anta at 7 er falsifiserbar.

Skal vise at 7’ er falsifiserbar.

La M vare en modell som falsifiserer 7.
Velg en vilkérlig variabeltilordning u for M.

Vi far to tilfeller:

© Den grenen i m som er falsifisert av M under 1 er en annen enn G.
@ Den falsifiserte grenen er G.

O
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GI G//
FEA N AN
N=A

0




GI G//
FEA N AN
N=A

0

@ Har antatt at 7 er falsifiserbar.
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Bevis (tilfelle 1).
G/ Gl/
reA MEA TEA
r=A

0

@ Har antatt at 7 er falsifiserbar.

@ Har valgt en modell M som falsifiserer m og en variabeltilordning u
for M.
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Bevis (tilfelle 1).
G/ Gl/
reA MEA TEA
r=A

0

@ Har antatt at 7 er falsifiserbar.

@ Har valgt en modell M som falsifiserer m og en variabeltilordning u
for M.

e Har antatt at grenen i m som er falsifisert av. M under p ikke er G.

Ol
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 1).
G/ Gl/
reA MEA TEA
r=A

0

Har antatt at 7 er falsifiserbar.

Har valgt en modell M som falsifiserer = og en variabeltilordning 1
for M.

Har antatt at grenen i 7 som er falsifisert av M under p ikke er G.

@ Da er den falsifiserte grenen i m ogsa en gren i 7’.

Ol
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Fr=A

G/
rl |_ A/ rl/

GII
E A

MrM=A

0




G/ G/l
reA I_’I—A/ r//|_A//
M= A

0

@ Har antatt at 7 er falsifiserbar.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2).
G/ G//
I_'_A I’/'_A/ r//'_A//
N=A

0

@ Har antatt at « er falsifiserbar.

@ Har en modell M som falsifiserer m og en variabeltilordning p for M.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2).
G/ G//
G I—/ - A/ r/l = A”
r-A

0

@ Har antatt at 7 er falsifiserbar.
@ Har en modell M som falsifiserer m og en variabeltilordning p for M.

e Har antatt at G i 7 er falsifisert av. M under p.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2).
G/ G//
I_l_A I’/'_A/ r//'_A//
N=A

0

Har antatt at 7 er falsifiserbar.
Har en modell M som falsifiserer m og en variabeltilordning p for M.

Har antatt at G i 7 er falsifisert av. M under p.

M3 vise at enten G’ eller G” er falsifisert i 7’.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2).
G/ G//
I_l_A I’/'_A/ I’//'_A//
N=A

0

Har antatt at 7 er falsifiserbar.

Har en modell M som falsifiserer m og en variabeltilordning p for M.
Har antatt at G i 7 er falsifisert av. M under p.

M3 vise at enten G’ eller G’ er falsifisert i 7'

Vi fér ett tilfelle for hver LK-regel.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2).
G/ G//
I_l_A I’/'_A/ I’//'_A//
N=A

0

Har antatt at 7 er falsifiserbar.

Har en modell M som falsifiserer m og en variabeltilordning p for M.
Har antatt at G i 7 er falsifisert av. M under p.

M3 vise at enten G’ eller G’ er falsifisert i 7'

Vi fér ett tilfelle for hver LK-regel.

Vi viser argumentet for LV og LV.
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G/ G//
AFA  TBEA
LAVBFA v
‘ ¢




Bevis (tilfelle 2 — LV).

G/ G//
AFA  TBEA
LAVBFA \/
G

@ Siden konklusjonen er pd G og G er falsifisert av. M under p
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2 — LV).

G/ G//
AFA  TBEA
LAVBFA Vv
G

@ Siden konklusjonen er pad G og G er falsifisert av. M under (i, s& har vi
at M,u=TU{AV B}
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2 — LV).

G/ G//
AFA  TBEA
LAVBFA Vv
G

@ Siden konklusjonen er pad G og G er falsifisert av. M under (i, s& har vi
at M,u =ETU{AV B} og at M, gjgr alle i A usanne.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2 — LV).

G/ G//
AFA  TBEA
LAVBFA Vv
G

@ Siden konklusjonen er pad G og G er falsifisert av. M under (i, s& har vi
at M,u =ETU{AV B} og at M, gjgr alle i A usanne.

e Fra semantikken har vi at M, u = A eller M, u = B.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2 — LV).

G/ G//
AFA  TBEA
LAVBFA Vv
G

@ Siden konklusjonen er pad G og G er falsifisert av. M under (i, s& har vi
at M,u =ETU{AV B} og at M, gjgr alle i A usanne.

e Fra semantikken har vi at M, u = A eller M, u = B.
@ Hvis M, u |= A, sa er G falsifisert av M under p.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2 — LV).

G/ G//
AFA  TBEA
LAVBFA Vv
G

@ Siden konklusjonen er pad G og G er falsifisert av. M under (i, s& har vi
at M,u =ETU{AV B} og at M, gjgr alle i A usanne.

e Fra semantikken har vi at M, u = A eller M, u = B.
@ Hvis M, u |= A, sa er G falsifisert av M under p.
@ Hvis M, i |= B, s3 er G” falsifisert av. M under p.
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G/
I, Vxe, olu/x] F A

IVxe FA




A isk bevissgk Il S

Bevis (tilfelle 2 — LV).

G/
I, Vxe, olu/x] F A
IVxp A

G

LV

@ Siden konklusjonen er pd G og G er falsifisert av. M under p
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2 — LV).

G/
I, Vxe, olu/x] F A
IVxp A

G

LV

@ Siden konklusjonen er pad G og G er falsifisert av. M under p, s& har vi
at M, pu =T U {Vxep}

v
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2 — LV).

@ Siden konklusjonen er pad G og G er falsifisert av. M under p, s& har vi
at M, u =T U{Vxp} og at M, u gjgr alle formler i A usanne.

G/
I, Vxe, olu/x] F A

IVxp A
G

LV
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2 — LV).

@ Siden konklusjonen er pad G og G er falsifisert av. M under p, s& har vi
at M, u =T U{Vxp} og at M, u gjgr alle formler i A usanne.

G/
I, Vxe, olu/x] F A

IVxp A
G

@ Anta at p(u) = e (der e € (IM|).

LV
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2 — LV).

@ Siden konklusjonen er pad G og G er falsifisert av. M under p, s& har vi
at M, u =T U{Vxp} og at M, u gjgr alle formler i A usanne.

G/
I, Vxe, olu/x] F A

IVxp A
G

@ Anta at p(u) = e (der e € (IM|).

e Siden M, u = Vxp

LV
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2 — LV).

G/
I, Vxe, olu/x] F A
IVxp A

G

LV

@ Siden konklusjonen er pad G og G er falsifisert av. M under p, s& har vi
at M, u =T U{Vxp} og at M, u gjgr alle formler i A usanne.

@ Anta at p(u) = e (der e € (IM|).

@ Siden M, i = Vx¢p har vi fra semantikken at M, u{x — a} = ¢ for
alle a € | M|.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2 — LV).

G/
I, Vxe, olu/x] F A
IVxp A

G

LV

@ Siden konklusjonen er pad G og G er falsifisert av. M under p, s& har vi
at M, u =T U{Vxp} og at M, u gjgr alle formler i A usanne.

@ Anta at p(u) = e (der e € (IM|).

@ Siden M, i = Vx¢p har vi fra semantikken at M, u{x — a} = ¢ for
alle a € | M|.

@ Spesielt vil M, u{x — e} = ¢
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2 — LV).

G/
I, Vxe, olu/x] F A
IVxp A

G

LV

@ Siden konklusjonen er pad G og G er falsifisert av. M under p, s& har vi
at M, u =T U{Vxp} og at M, u gjgr alle formler i A usanne.

@ Anta at p(u) = e (der e € (IM|).

@ Siden M, i = Vx¢p har vi fra semantikken at M, u{x — a} = ¢ for
alle a € | M|.

@ Spesielt vil M, u{x — e} = ¢, men da vil M, i |= p[u/x], pa grunn
av substitusjonslemmaet.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Bevis (tilfelle 2 — LV).

G/
I, Vxe, olu/x] F A
IVxp A

G

LV

Siden konklusjonen er pa G og G er falsifisert av M under p, sa har vi
at M, u =T U{Vxp} og at M, u gjgr alle formler i A usanne.

@ Anta at p(u) = e (der e € (IM|).

e Siden M, 1 |= Vxy har vi fra semantikken at M, u{x — a} = ¢ for
alle a € | M|.

@ Spesielt vil M, u{x — e} = ¢, men da vil M, i |= p[u/x], pa grunn
av substitusjonslemmaet.

e Da er G falsifisert av M under p. .
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet
Bevis (d-regler).

Nar en d-regel anvendes, ma vi vise lemmaet pa en annen mate. Vi gjgr
tilfellet for L.

G/
I_?QO[f(Ul, ) Un)/X] HA
I 3xe F A

G

L3
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet
Bevis (d-regler).

Nar en d-regel anvendes, ma vi vise lemmaet pa en annen mate. Vi gjgr
tilfellet for L.

G/
I_,cp[f(ul, ) Un)/X] HA
I 3xe F A

G

L3

@ La M’ vare en modell som er lik M bortsett fra tolkningen av f,
som defineres som fglger:
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet
Bevis (d-regler).

Nar en d-regel anvendes, ma vi vise lemmaet pa en annen mate. Vi gjgr
tilfellet for L.

G/
I_,cp[f(ul, ) Un)/X] HA
I 3xe F A

G

L3

@ La M’ vare en modell som er lik M bortsett fra tolkningen av f,
som defineres som fglger:

o Laay,...,a, €| M|
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet
Bevis (d-regler).

Nar en d-regel anvendes, ma vi vise lemmaet pa en annen mate. Vi gjgr
tilfellet for L.

G/
M o[f(ur,...,un)/x] E A
I 3xe F A

G

L3

@ La M’ vare en modell som er lik M bortsett fra tolkningen av f,
som defineres som fglger:

o Laay,...,a, € | M| og la i/ vaere en variabeltilordning slik at
w'(u;) =a; for 1 <j<n.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet
Bevis (d-regler).

Nar en d-regel anvendes, ma vi vise lemmaet pa en annen mate. Vi gjgr
tilfellet for L.

G/
M o[f(ur,...,un)/x] E A
I 3xe F A

G

L3

@ La M’ vare en modell som er lik M bortsett fra tolkningen av f,
som defineres som fglger:
o Laay,...,a, € | M| og la i/ vaere en variabeltilordning slik at
w'(u;) =a; for 1 <j<n.
e Hvis M, 1/ |= 3xp, sa finnes e € |[M]| slik at M, u/{x — e} = .
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet
Bevis (d-regler).

Nar en d-regel anvendes, ma vi vise lemmaet pa en annen mate. Vi gjgr
tilfellet for L.

G/
M o[f(ur,...,un)/x] E A
I 3xe F A

G

L3

@ La M’ vare en modell som er lik M bortsett fra tolkningen av f,
som defineres som fglger:
o Laay,...,a, € | M| og la i/ vaere en variabeltilordning slik at
w'(u;) =a; for 1 <j<n.
e Hvis M, 1/ = 3xyp, sé finnes e € | M| slik at M, p/{x — e} = ¢. La
fM(a1,...,a,) = e.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet
Bevis (d-regler).
Nar en d-regel anvendes, ma vi vise lemmaet pa en annen mate. Vi gjgr
tilfellet for L.
G/
r7 QO[f(U]_, ) Un)/X] HA
I 3xe F A

G

L3

@ La M’ vare en modell som er lik M bortsett fra tolkningen av f,
som defineres som fglger:
o Laay,...,a, € | M| og la i/ vaere en variabeltilordning slik at
w'(u;) =a; for 1 <j<n.
e Hvis M, 1/ = 3xyp, sé finnes e € | M| slik at M, p/{x — e} = ¢. La

fM(a1,...,a,) = e.
o Hvis M, ¢/ [~ Ixp, sd la FM (ay,. .., a,) vaere et vilk3rlig element i
M),
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet
Bevis (d-regler).
Nar en d-regel anvendes, ma vi vise lemmaet pa en annen mate. Vi gjgr
tilfellet for L.
G/
r7 QO[f(U]_, ) Un)/X] HA
I 3xe F A

G

L3

@ La M’ vare en modell som er lik M bortsett fra tolkningen av f,
som defineres som fglger:
o Laay,...,a, € | M| og la i/ vaere en variabeltilordning slik at
w'(u;) =a; for 1 <j<n.
e Hvis M, 1/ = 3xyp, sé finnes e € | M| slik at M, p/{x — e} = ¢. La

fM(a1,...,a,) = e.
o Hvis M, ¢/ [~ Ixp, sd la FM (ay,. .., a,) vaere et vilk3rlig element i
M),

o P3astand: M’ falsifiserer 7’.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet
Bevis (d-regler).

Nar en d-regel anvendes, ma vi vise lemmaet pa en annen mate. Vi gjgr
tilfellet for L.

G/
M o[f(ur,...,un)/x] E A
I 3xe F A

G

L3

@ La M’ vare en modell som er lik M bortsett fra tolkningen av f,
som defineres som fglger:
o Laay,...,a, € | M| og la i/ vaere en variabeltilordning slik at
w'(u;) =a; for 1 <j<n.
e Hvis M, 1/ = 3xyp, sé finnes e € | M| slik at M, p/{x — e} = ¢. La

fM (ay,...,a,) = e.
e Hvis M, p/ £ Ixp, sa la fM,(al, ..., ap) veere et vilkarlig element i
|M.
e Pastand: M’ falsifiserer /. Oppgave! ]
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Enhver utledning med falsifiserbar rotsekvent er falsifiserbar. I
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Ved strukturell induksjon p3d utledninger.




. Auvomatiskbevissgk [l Sunchet
Enhver utledning med falsifiserbar rotsekvent er falsifiserbar. '

Ved strukturell induksjon p3d utledninger.

o Basistilfellet: rotsekventen er falsifiserbar.




. Auvomatiskbevissgk [l Sunchet
Enhver utledning med falsifiserbar rotsekvent er falsifiserbar. '

Ved strukturell induksjon p3d utledninger.

o Basistilfellet: rotsekventen er falsifiserbar.

@ Induksjonssteget: fglger fra Lemma.




Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

En variant av substitusjonslemmaet, for flere variabler, men bare for grunn
substittusjoner:

Lemma
La M vaere en modell, og la o veere en grunn substitusjon.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

En variant av substitusjonslemmaet, for flere variabler, men bare for grunn
substittusjoner:

Lemma

La M vaere en modell, og la o veere en grunn substitusjon. La . vaere en
variabeltilordning slik at u(x) = (xa)™ for hver variabel x i stgtten til o.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

En variant av substitusjonslemmaet, for flere variabler, men bare for grunn
substittusjoner:

Lemma

La M vaere en modell, og la o veere en grunn substitusjon. La . vaere en
variabeltilordning slik at u(x) = (xa)™ for hver variabel x i stgtten til o.
Hvis ¢ er en formel slik at de frie variablene i p er med i stgtten til o
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

En variant av substitusjonslemmaet, for flere variabler, men bare for grunn
substittusjoner:

Lemma

La M vaere en modell, og la o veere en grunn substitusjon. La . vaere en
variabeltilordning slik at u(x) = (xa)™ for hver variabel x i stgtten til o.
Hvis ¢ er en formel slik at de frie variablene i p er med i stgtten til o, sa
holder M, 1 |= ¢ hvis og bare hvis M = po.

Institutt for informatikk (UiO) INF4170 — Logikk 14.04.2008 41 / 42



Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

En variant av substitusjonslemmaet, for flere variabler, men bare for grunn
substittusjoner:

Lemma
La M vaere en modell, og la o veere en grunn substitusjon. La . vaere en
variabeltilordning slik at u(x) = (xa)™ for hver variabel x i stgtten til o.

Hvis ¢ er en formel slik at de frie variablene i p er med i stgtten til o, sa
holder M, 1 |= ¢ hvis og bare hvis M = po.

Beuvis.

Ukeoppgave. O]
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Sekventkalkylen fri-variabel LK er sunn. l
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Sekventkalkylen fri-variabel LK er sunn.

@ Anta at (m,0) er et bevis for ' - A.




LIS SRSy Sunnhet

Sekventkalkylen fri-variabel LK er sunn. '

@ Anta at (m,0) er et bevis for ' - A.
@ Anta for motsigelse at ' = A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.

© lnstitt for informatikk (UI0)  INFAITO - Logikk T



Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Teorem (Sunnhet)

Sekventkalkylen fri-variabel LK er sunn.

Bevis.
@ Anta at (m,0) er et bevis for ' - A.

@ Anta for motsigelse at ' = A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.

@ Ved Lemma finnes en modell M som falsifiserer 7.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet
Teorem (Sunnhet)

Sekventkalkylen fri-variabel LK er sunn.

Bevis.
@ Anta at (m,0) er et bevis for ' - A.

@ Anta for motsigelse at ' = A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.

@ Ved Lemma finnes en modell M som falsifiserer 7.

@ La 4 vare en variabeltilordning slik at ju(x) = (xo)™ for hver
variabel x i stgtten til 0.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Teorem (Sunnhet)

Sekventkalkylen fri-variabel LK er sunn.

Bevis.
@ Anta at (m,0) er et bevis for ' - A.

@ Anta for motsigelse at ' = A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.

@ Ved Lemma finnes en modell M som falsifiserer 7.

@ La 4 vare en variabeltilordning slik at ju(x) = (xo)™ for hver
variabel x i stgtten til 0.

@ Da finnes en gren G i m som er falsifisert av M under p.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Teorem (Sunnhet)

Sekventkalkylen fri-variabel LK er sunn.

Beuvis.

@ Anta at (m,0) er et bevis for ' - A.

@ Anta for motsigelse at ' = A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.
@ Ved Lemma finnes en modell M som falsifiserer 7.
°

La 4 vaere en variabeltilordning slik at pu(x) = (xo)™ for hver
variabel x i stgtten til o.

Da finnes en gren G i m som er falsifisert av M under p.

@ Siden o lukker Igvsekventen pa G, sa finnes atomaere formler o € G
og ¥ € G slik at po = 10.
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Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Teorem (Sunnhet)

Sekventkalkylen fri-variabel LK er sunn.

Beuvis.

Anta at (m,0) er et bevis for ' = A.
Anta for motsigelse at ' = A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.
Ved Lemma finnes en modell M som falsifiserer 7.

La 4 vaere en variabeltilordning slik at pu(x) = (xo)™ for hver
variabel x i stgtten til o.

Da finnes en gren G i m som er falsifisert av M under p.

Siden o lukker Igvsekventen pa G, s3 finnes atomaere formler o € G
og ¥ € G slik at po = 10.
Siden G er falsifisert av M under p, s3 M, u = ¢ og M, p = 1.

Institutt for informatikk (UiO) INF4170 - Logikk 14.04.2008 42 / 42



Automatisk bevissgk |1 Sunnhet

Teorem (Sunnhet)

Sekventkalkylen fri-variabel LK er sunn.

Beuvis.

Anta at (m,0) er et bevis for ' = A.
Anta for motsigelse at ' = A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.
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Fra Lemma har vi M = o og M [~ 1¥o. Men po = 1po, motsigelse.
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