INF3170 — Logikk

Obligatorisk oppgave 3 — var 2007

Skolemisering

Vi skal i denne oppgaven kikke pd en kjent teknikk for & relatere en formel @ i fgrsteordens logikk til en formel
@' pa preneks normalform hvor alle kvantorene er V-kvantorer.

Oppgave 1 La 3x3 vaere en lukket fgrsteordens formel. Utvid spraket med en konstant ¢ og se p& formelen
P[c/x]. Vis at

dxap er oppfyllbar & P[c/x] er oppfyllibar.

Oppgave 2 La Vx; ...Vx,3y vaere en lukket fgrsteordens formel. Utvid spriket med et funksjonssymbol
f med aritet n og se pa formelen Vxy ... Vxp[f(x1, ..., Xn)/y]. Vis at

Vx1 ...Vx,3yy er oppfyllbar & Vxy . YW [f(xa, ... Xn)/y] er oppfyllbar.

Det 3 fjerne alle 3-kvantorene og sette inn funksjonssymboler kalles skolemisering. Funksjonssymbolene som
settes inn kalles Skolemfunksjoner.

Definisjon 0.1 (Skolem normalform — SNF). En formel er pa Skolem normalform (SNF) hvis den er pa preneks
normalform (definert i ukeoppgavene, sett 6) med bare V-kvantorer, dvs. pa formen ¥xy ...Vx, hvor 1 er en
apen (kvantorfri) formel.

Skolemfunksjonene brukes for a eliminere 3-kvantorer og fa en formel pad Skolem normalform som er oppfyllbar
hvis og bare hvis formelen vi begynte med var oppfyllbar. (Sammenlikn dette med hva som skjer ndr man
anvender R3-regelen i LK: | premisset har vi en egenparameter som ikke forekommer i konklusjonen, og hvis
konklusjonen er falsifiserbar, s& ma premisset vaere det. Vi kan se pd egenparameteren som et vitne for at den
aktuelle formelen er falsifiserbar. Skolemfunksjonene fungerer som vitne-funksjoner for falsifiserbarhet.)

Oppgave 3 Vis at for enhver lukket fgrsteordens formel ¢ s3 fins det en formel ¢’ p& Skolem normalform
som er oppfyllbar hvis og bare hvis ¢ er oppfyllibar.

Oppgave 4 Finn Skolem normalform for fglgende formler:

1. Vx3dyPxy
2. Vx3yVzawPxyzw

3. Vx(Px — VxPx)

4. Ax(Px — VxPx)

5. Vx(Px — 3xPx)

6. VxdyPxy — VxdyPxy



Likhet

| denne oppgaven skal vi se pa fgrsteordens sprak med likhet og utvide LK med regler for formler med likhet.

Definisjon 0.2. La L vare et fgrsteordens sprak. Vi utvider de atomaere formlene i L pa folgende mate.
e Hviss og t er termer, sd er s =t en atomaer formel.

Vi krever na at alle modeller for L tolker = som den ordinzere likhetsrelasjonen, dvs. a =M 5 for alle a € |M|.
Vi bruker notasjonen s # t for formelen —(s = t).

Eksempel. Vi kan nd uttrykke fglgende pa en naturlig mate:

e ‘“det fins minst to elementer”: IxJy(x # y)

e ‘“funksjonene f og g er like”: Vx(fx = gx)
Oppgave 5 Finn fgrsteordens formler som uttrykker:

1. Det fins minst tre elementer.

2. Det fins ngyaktig tre elementer.

Vi utvider LK med fglgende to regler.

X Ms=tk AN
FEt=tA Ms=tkFA

der s og t er vilkarlige termer og der " og A’ fremkommer fra I og A ved 3 erstatte et vilkarlig antall forekomster
av s med t. Det er nd altsd lov a lukke en Igvsekvent hvis t = t forekommer i succedenten.
Oppgave 6 Vis at den nye kalkylen er sunn.

Oppgave 7 Finn bevis for fglgende sekventer:

1. FVx(x =x)
2. EVXVy(x =y = y = X)

3. FVXYWz((x =y ANy =2) = x = 2)

.4>

FVx3dy(x = y)
5. FIx(x=aAVy(y=a—x=y))
6. IXVy(x =y) EVxVy(x =y)

Oppgave 8 Angi en endelig mengde formler i predikatlogikk med likhet som ikke har noen endelig modell
og som har minst en uendelig modell. (Hint: aksiomatiser en “mindre—enn” —relasjon.)



