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Forelesning 0: Mengdelaere, Induksjon
Martin Giese - 23. januar 2008

1.1 Mengdel=xere

1.1.1 Mengder

Mengder
Definisjon 1.1.1.

e En mengde er en endelig eller uendelig samling objekter der innbyrdes rekkefslge og antall forekomster
av hvert objekt ignoreres.

o Objektene i en mengde kalles elementer.
e Huis a er element i mengden S, skriver vi a € S. Hvis a ikke er element i S, skriver via & S.
e To mengder S og T erlike, S =T, hvis de inneholder de samme elementene.

Notasjon. Mengden med elementene a, b, ¢ og d skrives ofte {a,b,c,d}.

Spersmal: Hvor mange elementer har {a, b, c,d}?

Mengder
Antagelse: a,b,c,d, 1,2,~, ® er alle forskellige
Eksempel.
e a€{a,b,c}
d ¢ {a,b,c}
1€{a,1,7,d}
2¢{a,1,v,®}
{a,b} = {b,a}
e {a,a,b} = {a,b}
e {a,b} # {b,c} (mengdene er ulike)

Noen spesielle mengder
Definisjon 1.1.2 (Den tomme mengden).
e Den tomme mengden er mengden som ikke inneholder noen elementer.
o Skrives ofte {} eller ().
Definisjon 1.1.3 (Singletonmengde). En singletonmengde er en mengde som har ngyaktig ett element.

Eksempel. Bdde {a}, {b} og {b,b} er singletonmengder.



Union — sla sammen mengder
Definisjon 1.1.4 (Union).

e Unionen av to mengder S og T er den mengden som inneholder alle objekter som er element i S eller
T.

e Unionen av S og T skrives ofte SUT.
Eksempel.

e {a,b}U{c,d} ={a,b,c,d}

o {a,b}U{b,c} ={a,b,c}

e {1,2,3}UD={1,2,3}

Snitt — felles elementer

Definisjon 1.1.5 (Snitt).

e Huis S og T er mengder, sa er snittet mellom S og T, eller S snittet med T', mengden som inneholder
alle objekter som er element i bade S og T

o S snittet med T' skrives ofte SNT.
Eksempel.

o {a,b}N{c,d} =10

e {a,b}N{b,c} = {b}

e {1,2,3}Nn0=10

Mengdedifferanse — fjerne elementer
Definisjon 1.1.6 (Mengdedifferanse).

e Huvis S og T er mengder, sa er mengdedifferansen mellom S og T, eller S minus T, mengden som
inneholder alle objekter som er element i S men ikke element i T

o S minus T skrives ofte S\ T.

Eksempel.

o {a,b}\ {c,d} = {a,b}
o {a,b}\ {b.c} = {a}
e {1,2,3}\ 0 ={1,2,3}
o 0\ {a,b,c} =0



Delmengde
Definisjon 1.1.7 (Delmengde).
e FEn mengde S er en delmengde av en mengde T hvis alle elementer i S ogsa er elementer i T.
o Skrives ofte S CT.
Eksempel.
e {a,b} C{a,b,c}
e {a,b} C{a,b} (enhver mengde er en delmengde av seg selv)
o {a,b,c} Z {a,b}

e () C {a,b} (den tomme mengden er en delmengde av alle mengder)

o {a,b} 20

Kryssprodukt

Definisjon 1.1.8 (Kryssprodukt).

e Huis S og T er mengder, sa er kryssproduktet av S og T mengden av alle par (s,t) slik at s € S og
tefT.

o Kryssproduktet av S og T skrives ofte S x T.
Eksempel.

o {a,b} x {c,d} = {{a,c),(a,d), (b, c),{b,d)}

e {a,b} x {b,c} = {{a,b), (a,c),(b,b),{b,c)}

o {a} x {1,2} = {{a,1),(a,2)}

Kryssprodukt

Notasjon.

e FEn mengde kan krysses med seg selv: S x S
e {a,b} x {a,b} = {{a,a), (a,b), (b,a), (b,b)}
o S xS x8 skrives ofte S3.

o Generalisert: S x S x ... x S skrives S™.
—_———

n

Mengdebygger

Notasjon. En definisjon pa formen “mengden av alle elementer « € S slik at ...” kan skrives pa formen
{z|x €S og betingelse pa x}.

En slik konstruksjon kalles en mengdebygger.

Eksempel.

e Definisjonen av kryssprodukt av S og T kunne vert skrevet slik:
SxT={(s,t)|s€ S ogteT}
e {n|neN ogn erpartall } definerer mengden av alle partall.

e {n|neNogn er oddetall } definerer mengden av alle oddetall.



Mengder av mengder

Det er mulig a konstruere mengder som inneholder andre mengder (med visse restriksjoner)
Eksempel. o {0} #£0

o {0}, {1}, {2},.. } ={{n} IneN}

o {{0},{0,1},{0,1,2},...} = {{m |0 <m < n} |n e N}

e {{0,2,4,6,...},{1,3,5,7,...}}

Snitt av mengder av mengder

Definisjon 1.1.9. Snittet av en mengde M av mengder inneholder alle elementer som er element av alle
M e M:
ﬂM::{x|x€Mf0ralleM€M}

Eksempel. e N{{0}, {0,1}, {0,1,2},...} = {0}
o N{{0,2,4,6,...},{1,3,5,7,..1} =0

Union av mengder av mengder

Definisjon 1.1.10. Unionen av en mengde M av mengder inneholder alle elementer som er element av
minst en M € M:
UM:: {z|x € M for noen M € M}

Eksempel. e [J{{0}, {0,1}, {0,1,2},...} =N
o U{{0,2,4,6,...3,{1,3,5,7,..}} =N

1.1.2 Relasjoner

Relasjoner
Definisjon 1.1.11 (Relasjon).

e FEn uner relasjon over S er en delmengde av S.
e FEn binger relasjon fra S til T er en delmengde av S x T'.

e En n-zr relasjon over mengdene S1,S3,...,5, er en delmengde av kryssproduktet S1 X Sy X ... X Sp,.
Eksempel.

e Huis S ={a,b,c}, sa er {a,b} en uner relasjon over S.

e Huis S = {a,b} og T = {1,2}, sd er {{a,1),(b,2)} en biner relasjon fra S il T.

Relasjoner over én mengde
Definisjon 1.1.12. En n-zr relasjon over mengden S er en delmengde av S™.

Eksempel. La S ={1,2,3}.

o {(1,1),(2,2),(3,3)} er en biner relasjon over S.

o {(1,2),(1,3),(2,3)} er ogsa en biner relasjon over S.
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Refleksive relasjoner

Definisjon 1.1.13 (Refleksiv). En biner relasjon R over mengden S er refleksiv hvis (x,x) € R for alle
zeSs.

Eksempel. La S ={1,2,3}.

e Er Ry = {(1,1),(1,2),(1,3)} refleksiv?
e Hva med Re = {(1,1),(2,2),(3,3)}?

Symmetriske relasjoner

Definisjon 1.1.14 (Symmetrisk). En biner relasjon R er symmetrisk hvis for alle x,y med (x,y) € R, ogsa
(y,x) € R.

Eksempel. La S ={1,2,3}.

o Fr Ry ={(1,2),(2,1),(3,2),(2,3)} symmetrisk?
e Hua med Re = {(1,2),(2,1),(1,3)}?

Transitive relasjoner

Definisjon 1.1.15 (Transitiv). En biner relasjon R er transitiv hvis for allex,y,z med (z,y) € R og
(y,z) € R, ogsd (z,z) € R.

Definisjon 1.1.16 (Ekvivalensrelasjon). En biner relasjon over mengden S er en ekvivalensrelasjon huvis
den er refieksiv, symmetrisk og transitiv.

1.1.3 Funksjoner

Funksjoner

Definisjon 1.1.17 (Funksjon). La S og T vere mengder. En funksjon f fra S til Ter en biner relasjon fra
S til Tmed folgende egenskaper:

e For allex € S sa finnes eny € T slik at (z,y) € f.

o Huis (x,y) € f og (x,2) € f, sa ery=z.

Vi kaller S for definisjonsmengden til fog T for verdimengden til f.

Notasjon. Huis (x,y) € f, sd skriver vi ofte f(x) =1y.

Funksjoner

1 hvis x er et partall
0 hvis x er et oddetall

Eksempel. Funksjonen Par : N — {0,1} definert ved Par(z) = { har N som

definisjonsmengde og {0,1} som verdimengde.
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Injektive funksjoner

Definisjon 1.1.18 (Injektiv). En funksjon f : S — T er injektiv hvis f(x) # f(y) for alle x,y € S med

x #£y. Vi sier at f er en-til-en.

Eksempel.

Ikke injektiv
SR SR

o—_ ]

Surjektive funksjoner

Definisjon 1.1.19 (Surjektiv). En funksjon f:S — T er surjektiv hvis for alle y € T sa finnes x € S slik

at f(x) =vy. Vi sier at f er pd.
Eksempel.

Ikke surjektiv
S S

o\\
/

0/7 o

Bijektive funksjoner

Definisjon 1.1.20 (Bijektiv). En funksjon er bijektiv hvis den er injektiv og surjektiv.

Injektiv
SR R
(o]
(o]
N N
S T

o0

Surjektiv

o—

o—

Yy ¥

]

Vi sier at funksjonen er en-til-en og pa, eller at vi har en en-til-en korrespondanse.

Eksempel.

lkke bijektiv
N R

o] [}

Injektive og surjektive funksjoner

12
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injektiv | en-til-en surjektiv / pa

R R R T
o o
> //
> [o} |_»0O
N N N N
S T S T
for alle z,y € S: for alle y € T
x # y impliserer f(z) # f(y) det finnes z € S slik at f(z) =y

“hvert element i definisjonsmeng- “alle elementer i verdimengden blir

den sendes til et unikt element ¢ ver- \
truffet

dimengden”

Bijektive funksjoner

bijektiv | en-til-en og pa / en-til-en korrespondanse

) )
— —
S T

e En bijektiv funksjon er en funksjon som er bade injektiv og surjektiv:

)

o “Ethvert element i verdimengden blir truffet av et unikt element i definisjonsmengden’”.

1.1.4 Operatorer

Operatorer

Definisjon 1.1.21 (Operator). La S vere en mengde.

e En uner operator pa S er en funksjon fra S til S.
e FEn binger operator pa S er en funksjon fra S x S til S.

Eksempel.

o Suksessorfunksjonen (n+ 1) er en uner operator pa N.
o Addisjonsfunksjonen (+) er en biner operator pa N.

o Subtraksjonsfunksjonen (—) er en biner operator pa Z.

13



1.1.5 Multimengder

Multimengder
Mengder der antall forekomster av hvert element teller

Definisjon 1.1.22 (Multimengde). En multimengde er et par (S,m) der S er en mengde ogm : S — N.
For hver x € S sier vi at m(z) er multiplisiteten til x, eller antall forekomster av x i S.

Eksempel. Vi skriver multimengder som mengder:

o [ multimengden {a,a,a,b,b} er multiplisiteten til a og b henholdsvis 8 og 2.

o [ multimengden {a,b,a,c,a,b} er multiplisiteten til a, b og ¢ henholdsvis 3, 2 og 1.

U, N, \ og C pa multimengder

e Vi bruker union (U), snitt (N), mengdedifferans (\) og delmengderelasjonen (C) ogsa pa multimengder.
Eksempel. e {a,a,b,c} U{a,c} ={a,a,a,b,c,c} dv.s. m(z)=myi(z)+ ma(x)

e {a,a,a,b,c}N{a,a,d} = {a,a} d.v.s. m(z) = min(m;(z), ma(x))

e {a,a,a,b,c}\{a,a,d} ={a,b,c} d.v.s. m(z) = max(0,my(z) — ma(zx))

e {a,a} C{a,a,b,c}, men {a,a,a} € {a,a,b,c} d.v.s. mi(x) < mq(x) for alle x.

e Vi bruker () om den tomme multimengden.

1.1.6 Kardinalitet

Definisjon 1.1.23 (Kardinalitet).
e To mengder S og T har lik kardinalitet hvis det finnes en bijeksjon fra S til T.

e Mengden S har kardinalitet mindre eller lik T hvis det finnes en injektiv funksjon fra S til T.
e Huis S er en endelig mengde, sa er kardinaliteten til S lik antall elementer i S.
o Vi bruker notasjonen |S| for kardinaliteten til S.

Teorem 1.1.1 (Bernstein). Huis det finnes en injektiv funksjon f : S — T og en injektiv funksjon g : T — S,
sa finnes det ogsa en bijeksjon h : S — T.

Eksempel. Hva er kardinaliteten til

e {a,b,c}?
e {a,b,a}?
o {a}?

o ()?

Eksempel.
14



e N = mengden av alle naturlige tall {1,2,3,4,5,...}

e 2N = mengden av alle partall {2,4,6,8,10,...}

f(x) =2z er en bijeksjon fra N til 2N, sa N og 2N har samme kardinalitet. Vi skriver |N| = |2N]|.

) )
Lo »o2
« >0/
3oe »o6
4o >3
~— ~—
N 2N

1.1.7 Tellbart vs. overtellbart

Definisjon 1.1.24 (Tellbar). En uendelig mengde S er tellbar hvis det finnes en en-til-en korrespondanse
mellom elementene i S og de naturlige tallene. Hvis ikke, er S overtellbar.

e Alle endelige mengder er tellbare.

e Nar en uendelig mengde S er tellbar finnes det en bijektiv funksjon fra S til N.
Eksempel.

o Mengden 2N av alle partall er tellbar.

e Mengden B av binere tall er tellbar.

e Mengden Q av broktall er tellbar.

Mengden av nalevende mennesker er tellbar.

Mengden R av reelle tall er ikke tellbar.

1.2 Induktive definisjoner og bevis

1.2.1 Induktivt definerte mengder

Induktive definisjoner

Definisjon 1.2.1 (Induktiv definisjon). A definere en mengde induktivt betyr d konstruere den minste
mengden som inneholder en gitt mengde B—Fkalt en basismengde—og som er lukket under gitte operasjoner.

Eksempel. Mengden N av naturlige tall kan defineres induktivt som minste mengde N med

e 0eN, og

e hwisx € N, sax+1€N.
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Her er basismengden {0} og N er lukket under suksessorfunksjonen (z+1).

Eksempel. Mengden B av binere tall kan defineres som minste mengde sa at

e 0 og 1 er binere tall, og

o hvis b er et binert tall, sa er b0 og bl binere tall.

steg 0: 0 1
steg1: 00 10 01 11
steg 2: 000 100 010 110 001 101 O11 111

Eksempel. Mengden S av symmetriske strenger over alfabetet {a,b} kan defineres induktivt som minste
mengde S slik at

e c € S (den tomme strengen),

e hvisxz €S, saara €S ogbxbe S.

steg 0: €
steg 1:  aa bb
steg 2: aaaa abba baab bbbb

Hvorfor den minste mengden?

Det er mange mengder som inkluderer B og som er lukket under gitte operasjoner.

Eksempel. Hvilke mengder N oppfyller:

e 0N, og

e wisx € N, sax+1e€ N?

For eksempel:
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Hva betyr egentlig *minst’?

e La
M :={M | BC M og M er lukket under operasjonene}

e M inneholder alle M som oppfyller kravene

Ta snittet av alle sanne mengder:

M* = m./\/l

Daer M* € M.

Ogsa er M* C M for alle M € M.

Hvis N C M for alle M € M for noen mengde N € M, saer N = M*.

e M™ er altsa den entydige minste mengden i M med hensyn til C.

1.2.2 Induktivt definerte funksjoner

Induktiv definisjon av en funksjon

Hvis en mengde M er definert induktivt, sa er det naturlig a definere funksjoner M — X induktivt.

Eksempel. Definer funksjonen d : N — N induktivt ved

e d(0):=0

e din+1):=d(n)+1+1 foralleneN
Dette definerer d som minste relasjon C N x N som oppfyller

e (0,0) €dog
e (n+1,m+1+1)edforalle (n,m) € d.
Eksempel (Naturlig tall representert av bineer tall). e v(0)=0
e v(l)=1
o v(b0) = 2v(b) for alle b€ B
o v(bl) =2v(b)+ 1 for alle b€ B
Eksempel (Lengden av symmetrisk streng). e l(e)=0
o l(aza) =l(z)+2 for allex € S

o [(bxb) =1(x)+2 for allex € S
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1.2.3 Induktive bevis

Strukturell induksjon

For a vise at alle naturlige tall n € N har et egenskap P(n)

e Vis at egenskapet holder for 0, d.v.s. P(0)
e For alle n € N med P(n), vis at P(n+1)
Eksempel. For d vise at d(n) = 2n for alle n € N, definer:

P(n) < d(n)=2n

e P(0): d(0) =2-0, gjelder enligt def. av d

o Under antakelsen P(n), d.v.s. d(n) = 2n, vis P(n+1), d.v.s. din+1) =2(n+1).
For a vise at alle binzere tall b € B har et egenskap P(b)

e Vis at egenskapet holder for 0, d.v.s. P(0)
e Vis at egenskapet holder for 1, d.v.s. P(1)
e For alle b € B med P(b), vis at P(b0)

e For alle n € B med P(b), vis at P(b1)

For & vise at alle symmetriske strenger 2 € S har et egenskap P(z)

e Vis at egenskapet holder for €, d.v.s. P(e)
e For alle z € S med P(z), vis at P(aza)

e For alle z € s med P(x), vis at P(bxb)

Vis at v(b) = v(0b) for alle b € B.

Anta P(b), d.v.s. v(b) = v(0b).

— P(00): v(b0) = 2v(b) = 2v(0b) = v(0b0)
— P(bl): v(bl) =2v(b) + 1 = 2v(0b) + 1 = v(0b1)
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Hvorfor er strukturell induksjon korrekt?

e La M veere en induktivt definert mengde og P et egenskap

Undersgk mengden N av alle z € M med P(z).

Se pa induktivt bevis:

— Basis: P(b) forallebe B= BCN
— Operasjoner: P(x) og P(y) impliserer P(f(x,y)) for alle x,y € M = f(z,y) € N for alle x,y € N.

Derfor, N € M, som vi definert tidligere!
e M C N fordi M er minst i M.

Med andre ord, P(x) for alle z € M.
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Forelesning 1: Introduksjon, Semantikk, Sekventkalkyle
Arild Waaler - 21. januar 2008

2.1 Induktive definisjoner

Induktive definisjoner

Definisjon 2.1.1 (Induktiv definisjon). A definere en mengde induktivt betyr i konstruere den minste
mengden som inneholder en gitt mengde B—Fkalt en basismengde—og som er lukket under gitte operasjoner.

Eksempel. Mengden N av naturlige tall kan defineres induktivt ved

e 0eN, og

e hwisx €N, sax+1€N.

Her er basismengden {0} og N er lukket under suksessorfunksjonen (z+1).

Eksempel. Mengden av binere tall kan defineres induktivt ved

e 0 og 1 er binere tall, og

e hvis b er et binert tall, sa er b0 og bl binere tall.

steg 0: 0 1
steg1: 00 10 01 11
steg 2: 000 100 010 110 001 101 O11 111

Eksempel. Menden S av symmetriske strenger kan defineres induktivt ved

o c € S (den tomme strengen),

e hvisx € S, sa axa € S og bab € S.

steg O: €
steg 1:  aa bb
steg 2: aaaa abba baab bbbb

2.2 Utsagnslogikk

2.2.1 Introduksjon
Utsagnslogikk
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Studie av de utsagnslogiske konnektivene.

e Vi starter med en mengde atomere utsagn, f.eks.

— “parkeringsplassen er stengt”

— “IFI2 bygges”
e Den interne strukturen til atomsere utsagn blir ikke analysert.
e Atomeere utsagn er enten sanne eller usanne.
e Sammensatte utsagn bygges opp fra de atomeere utsagnene ved hjelp av de logiske konnektivene: og,
eller, ikke, hvis ...sa ...
e Eksempel: “IFI2 bygges og parkeringsplassen er stengt”

e Hvordan avhenger sannhetsverdien til et sammensatt utsagn av sannhetsverdiene til de atomaere ut-
sagnene det er bygget opp av?

e Hvilke utsagn er sanne uavhengig av sannhetsverdiene til de atomaere utsagnene?
e Slike utsagn kalles tautologier.

e Eksempel: “IFI2 bygges eller IFI2 bygges ikke”

e Syntaks: et presist definert symbolsprak for a representere utsagnslogiske utsagn.

e Semantikk: en presist definert tolkning av uttrykk i symbolspraket til sannhetsverdiene sann og usann.
o Kalkyle: syntaktisk manipulasjon av uttrykk i symbolspraket for a finne bevisbare uttrykk.

e Sunnhet: alle bevisbare uttrykk er tautologier — korrekthet av kalkylen.

o Kompletthet: alle tautologier er bevisbare — kalkylen sterk nok til &4 fange inn alle interessante uttrykk.

2.2.2 Syntaks

Syntaks

Definisjon 2.2.1 (Utsagnsvariable). Mengden av utsagnsvariable er en tellbart uendelig mengde V,, =
{P1, P>, Ps,...}.

e Utsagnsvariable representerer atomere utsagn, f.eks.

— “IFI2 bygges”
— “Forskningsparken er yngre enn IFI1”

— “logikk er goy”

Notasjon. Vi skriver ofte utsagnsvariable som P,Q, R, ...

For a fange inn sammensatte utsagn, f.eks.

“hvis IFI2 bygges, sa er parkeringsplassen stengt,”
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trengs flere symboler i spraket:

Definisjon 2.2.2 (Utsagnslogisk alfabet). Det utsagnslogiske alfabet bestar av:

o Utsagnsvariablene i V),.
e De logiske konnektivene A, V, — og —.

o Hjelpesymbolene ‘(" og ‘).

Intuisjon: — skal bety “ikke” A skal bety “og”
V skal bety “eller” — skal bety “impliserer”

Utsagnslogiske formler
Definisjon 2.2.3 (Atomer formel). Enhver utsagnsvariabel er en atomeer formel.
Definisjon 2.2.4 (Utsagnslogisk formel). Mengden av utsagnslogiske formler er den minste mengden F,

slik at:

1. %, inneholder alle atomere formler.
2. Hvis Ae %, sa er A€ F,.
3. Hvis A,B € %, sa er (ANB), (AV B) og (A— B) med i %,.

Eksempel (Utsagnslogiske formler).

o P
e (P—Q)
e (PVQ)A~(PVR))

Notasjon. Vi dropper ofte ungdvendige parenteser:

(P—Q) skrives P — Q
(PVQ)AN—-(PVR)) skrives (PVQ)AN-(PVR)

Eksempel. Ikke alle strenger over det utsagnslogiske alfabet er utsagnslogiske formler:

o P —

e (QAP)
Oppgave. Vis at ((Q A P) ikke er en utsagnslogisk formel.

e Intuitivt, men
e hvordan bevise det?

e Ved strukturell induksjon kan vi vise noe sterkere:

Pastand 2.2.1. Alle utsagnslogiske formler har like mange venstre- og hgyreparenteser.
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2.2.3 Strukturell induksjon

Strukturell induksjon

e Mengden %, av utsagnslogiske formler er definert induktivt.

e Ved strukturell induksjon kan man vise at en egenskap holder for alle formler i ;.
Teorem 2.2.1 (Strukturell induksjon). Alle formler i K, har egenskapen Q huvis:
Basissteg: Alle atomeere formler har egenskapen Q.

Induksjonssteg:

e Huis A har egenskapen Q, sa har ogsa —A egenskapen Q.
e Huis A og B har egenskapen Q, sa har ogsa (AN B), (AV B) og (A — B) egenskapen Q.

e Strukturell induksjon er en bevisteknikk vi kommer til & bruke mye!

e Derfor er det viktig & kunne den godt...

Pastand 2.2.2 (Balanserte parenteser). Alle formler A € F, har like mange venstre- og hgyreparenteser.

Bevis. Basissteg: Hvis A er atomeaer, inneholder den ikke parenteser. Dermed holder pastanden trivielt.
Induksjonssteg:
e Anta A = —B og at pastanden holder for B. A har like mange parenteser som B. Dermed holder
pastanden ogsa for A.

e Anta A = (Bo () for o € {A,V,—}, og at pastanden holder for B og C. A har én venstre- og én
hgyreparentes i tillegg til de som finnes i B og C. Siden pastanden holder for B og C, holder den ogsa
for A.

Tilbake til uttrykket ((Q A P):

Pastand 2.2.3. ((Q A P) er ikke en utsagnslogisk formel.
Beuts.

1. Vi har vist at alle utsagnslogiske formler har like mange venstre- og hgyreparenteser.

2. Det kontrapositive er at hvis et uttrykk ikke har like mange venstre- og hgyreparenteser, sa er det ikke
en utsagnslogisk formel.

3. Uttrykket ‘((Q A P)’ har to venstre- og én hgyreparentes, altsa ulikt antall.

4. Derfor er det ikke en utsagnslogisk formel.
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2.2.4 Semantikk

Semantikk

e Vi skal tolke utsagnslogiske formler som enten sanne eller usanne.

Definisjon 2.2.5. La Bool = {1,0}.
Definisjon 2.2.6 (Operatorene =, A, V og —=).

e Vi definerer en unaer operator = pa Bool slik at =1 =0 og 0 = 1.

o Vi definerer de binere operatorene V, A og = pd Bool som folger:

z y | Ay | 2Vy | a5y
0 o0 0 0 1
0 1 0 1 1
1 0 0 1 0
1 1 1 1 1

Tabellen over kalles en sannhetsverditabell.

Definisjon 2.2.7 (Boolsk valuasjon). En boolsk valuasjon er en funksjon v fra %, til Bool slik at:

o v(—=A)="w(A)

e v(AAB)=uv(A)Av(B)
e v(AV B) =v(A)Vv(B)
o o(A — B) = o(A)=0(B)

Merk.

e Symbolene -, A\, V 0og — pa venstresiden er de utsagnslogiske konnektivene, som er en del av syntaksen.
o Symbolene =, A, V og = pd hpyresiden er operatorer pd Bool, og en del av semantikken.

Eksempel.

e Se pa formelen =P — Q.
e La v vere en valuasjon slik at v(P) =1 og v(Q) = 0.
o Vi far:

(=P = Q) = v(=P)=0(Q)
)
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Definisjon 2.2.8 (Oppfyllbar).

o [En boolsk valuasjon v opplyller en utsagnslogisk formel A hvis v(A) = 1. Skrives ofte v = A.
e En utsagnslogisk formel er oppfyllbar hvis det finnes en boolsk valuasjon som oppfyller den.

Eksempel.

e Formelen P — @ er oppfyllbar: den oppfylles av alle valuasjoner v slik at v(P) = 0 eller v(Q) = 1.

e Formelen ~(P — P) er ikke oppfyllbar. Hvorfor?

Definisjon 2.2.9 (Falsifiserbar).

e En boolsk valuasjon v falsifiserer en utsagnslogisk formel A hvis v(A) = 0. Skrives ofte v = A.

o En utsagnslogisk formel er falsifiserbar hvis det finnes en boolsk valuasjon som falsifiserer den.

Eksempel.

e Formelen P — Q er falsifiserbar: den falsifiseres av alle valuasjoner v slik at v(P) =1 og v(Q) = 0.
e Formelen P — P er ikke falsifiserbar. Hvorfor?

Definisjon 2.2.10 (Tautologi). En utsagnslogisk formel A er en tautologi hvis v = A for alle boolske
valuasjoner v.

Eksempel.

e Er P en tautologi?
e Hva med -(P — P)?
e Og P— P?

Definisjon 2.2.11 (Motsigelse). En utsagnslogisk formel A er en motsigelse hvis v = A for alle boolske
valuasjoner v.

Merk.

e Det motsatte av en tautologi er den falsifiserbar formel.
e Det motsatte av en motsigelse er den oppfyllbar formel.

e En tautologi er ikke det motsatte av en motsigelse!

Pastand 2.2.4. En utsagnslogisk formel A er en tautologi hvis og bare hvis A ikke er falsifiserbar.

Beuis. formelen A er en tautologi & v = A for alle valuasjoner v < det finnes ingen valuasjon v slik at
v A< A er ikke falsifiserbar

O
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Hvis og bare hvis — &

Merk.

e Begrepet “hvis og bare hvis” uttrykker toveis implikasjon.
o Skrives ofte <.

e P “hvis og bare hvis” Q kan uttrykkes i utsagnslogikk som

(P=Q)N(Q—P)

2.3 Sekventkalkyle
2.3.1 Motivasjon
Sekventkalkyle for utsagnslogikk

e Hvordan finne ut om en gitt formel er en tautologi?
e Fra semantikken: Hvis formelen ikke er falsifiserbar, sa er den en tautologi.

e Idé: A systematisk forspke & falsifisere formelen.

-Q,P P Q +FQ,-P
—Q F -P,P Q,-Q F P

P>Q F-Q—-P

F(P—Q) = (-Q——P)

Eksempel

e Falsifisere formelen (P — Q) — (—-Q — —P):

— oppfylle P — @,
— og falsifisere -QQ — —P.

Formler til venstre for +’ skal oppfylles.

Formler til hgyre for +’ skal falsifiseres.

Oppfylle P — Q:

— falsifisere P,
— eller oppfylle Q.

e —() — —P ma kunne falsifiseres uavhengig av hvordan P — @ oppfylles.

Formelen kopieres derfor inn i begge de nye lgvnodene.
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Falsifisere =) — —P i venstre lgvnode:

— oppfylle =@,
— og falsifisere - P.

Tilsvarende, falsifisere Q) — =P i hgyre lgvnode:

— oppfylle =@,
— og falsifisere —P.

e Falsifisere =P i venstre lgvnode:

— oppfylle P.

Oppfylle =Q i hgyre lgvnode:

— falsifisere Q.

Venstre lgvnode:

— Oppfylle: =Q, P. Falsifisere: P.

— Umulig, kan ikke bade oppfylle og falsifisere P!

Hgyre lgvnode:

— Oppfylle: Q. Falsifisere: @, —P.
— Umulig, kan ikke bade oppfylle og falsifisere Q!

e (P — Q) — (-Q — —P) kan ikke falsifiseres!

Kommentarer til det foregaende eksempelet:

Vi arbeidet med objekter av typen ...+ ...". Slike objekter kaller vi for sekventer.

Ved a se pa konnektivet til en bestemt formel i en sekvent konstruerte vi nedenfra og opp nye sekventer
fra eksisterende. Hvilke nye sekventer vi far bestemmes av regler.

Gjennom gjentatt anvendelse av regler konstruerte vi et tre-lignende objekt med en rotnode og lgvnoder.
Et slikt objekt kalles en utledning.

Den utledningen vi konstruerte var slik at sekventene i lgvnodene hadde noe likt pa begge sier av ‘+’.
En utledning med denne egenskapen kalles et bevis.

Vi skal na definere helt presist hva vi legger i disse begrepene!
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2.3.2 Sekventer og aksiomer

Sekventkalkylen LK
Definisjon 2.3.1 (Sekvent). En sekvent er et objekt pa formen T'+ A slik at T og A er multimengder av
utsagnslogiske formler.

e Formlene som star til venstre for ‘+’ kalles antecedent.

e Formlene som star til hgyre for ‘-’ kalles succedent.

3

Notasjon. [ sekventer leses ‘,” som union:

o ', A skal bety T'U {A}.

Eksempel. Hvilke av uttrykkene nedenfor er sekventer?

e PHQ
e PPHQ,P
e P —Q
e-PHQ
e PQ—RF-FQ—R
e PQ—RF-FQ—R,P
e PLILP—QFP—2
Definisjon 2.3.2 (Aksiom). Et aksiom er en sekvent pa formen T';A + A, A slik at A er en atomeer

utsagnslogisk formel.

Hvilke av sekventene i eksempelet over er aksiomer?

2.3.3 Sekventkalkylereglene

Sekventkalkyleregler

Definisjon 2.3.3 (a-regler). a-reglene i sekventkalkylen LK er:

LA BFA LEA, BA
T.ANBF A TFAvBA
LAF  BA

I FA-BA

rorAA rLAF A
[L-ArF A I F-AA

a-reglene kalles ofte ett-premissregler.
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Definisjon 2.3.4 (f-regler). [-reglene i sekventkalkylen LK er:

I'-AA TFBA

TFAAB.A
DAFA  DBEA
T.AVBFA v

I'-AA T.BFA
.

NA—BFA
[B-reglene kalles ofte to-premissregler.

Definisjon 2.3.5 (Slutningsreglene i LK). Slutningsreglene i sekventkalkylen LK er a- og B-reglene.

Begreper knyttet til regler

Se pa regelen

IAFA T,BFA
T,AVBFA

Lv

e Sekventene over streken kalles premisser.

Sekventen under streken kalles konklusjon.

Teksten til hgyre for streken er regelens navn.

Formelen som forekommer eksplisitt i konklusjonen kalles hovedformel.

Formlene som forekommer eksplisitt i premissene kalles aktive formler.

Formlene som forekommer i I' og A kalles ekstraformler.

2.3.4 Slutninger

Regler vs. slutninger

Definisjon 2.3.6 (LK-slutning).

e FEn slutning er en instans av en regel hvor

— A og B er erstattet med utsagnslogiske formler

— T og A er erstattet med multimengder av utsagnslogiske formler

e Slutninger av en regel med navn eller type 0 kalles 0-slutninger.

Eksempel. En regel % R— definerer uendelig mange R—-slutninger:
I --4A
P+ Q,P + Q—R,P HFP
F =P Q F-P Q—R F-PP
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Begrepene knyttet til regler anvendes om slutninger:

P—-Q,PFQ P—-QRFQ
P—-Q,PVRFQ

Lv

Sekventene over streken kalles premisser.

Sekventen under streken kalles konklusjon.

Formelen PV R i konklusjonen er hovedformel.

e Formlene P og R i premissene er aktive formler.

De andre formlene er ekstraformler.

2.3.5 Utledninger

Utledninger

e En utledning er et tre der nodene er sekventer.
e Rotnoden er nederst og lgvnodene er gverst.
e Rotnoden kalles rotsekvent.
e Lgvnodene kalles lgvsekventer.
Definisjon 2.3.7 (Mengden av LK-utledninger — basistilfelle). En sekvent I' = A er en LK-utledning.
A
Her er ' = A bade rotsekvent og lgvsekvent.
Definisjon 2.3.8 (Mengden av LK-utledninger — a-utvidelse). Huvis det finnes en LK-utledning med en

lovsekvent T' = A og en a-slutning med konklusjon T' = A og premiss TV = A/, sd er objektet vi far ved a
plassere T' = A’ over T'H A en LK-utledning.

I F A
r-A

r=A

Definisjon 2.3.9 (Mengden av LK-utledninger — (-utvidelse). Hvis det finnes en LK-utledning med en
lovsekvent T' = A og en 3-slutning med konklusjon I' = A og premisser I = A" og I = A", sa er objektet vi
far ved a plassere T+ A" og T = A” over T'H A en LK-utledning.
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1’\/ '_ A/ 1’\// '_ A//

rea reA
PUNY
B-utvidelse gir forgrening i utledningen!
Eksempel (LK-utledninger).
FRVQ P—QF-Q— P
P FQ FP FP
FpoQ Fpap R
PP P +Q Q +FP Q +FQ R
P FPAQ A QFPAQ | A
PVQ FPAQ v

2.3.6 Bevis

LK-bevis
Definisjon 2.3.10 (LK-bevis). Et LK-bevis er en LK-utledning der alle lopvsekventene er aksiomer.

Definisjon 2.3.11 (LK-bevisbar). En sekvent I' F A er LK-bevisbar hvis det finnes et LK-bevis med T'F A
som rotsekvent.

Eksempel (LK-bevis).

X
PrP
FP P
X X
~Q,P F P Q FQ.-P
—-Q F-pp R Q-Q F-p 7
FP-Q P QF-Q_-p

L—

o Sekventene H P — P og P — Q F —Q — —P er bevisbare, siden det finnes LK-bevis med disse
sekventene som rotsekvent.

Merk: symbolet ‘x’ er ikke en del av kalkylen, men et hjelpesymbol vi bruker for & markere at en gren er
lukket.
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2.4 Oppgaver

Husk at N er mengden av de naturlige tall (altsd N = {0,1,2,...}), og at Z er mengden av heltall (altsa
Z={..,-2,—-1,0,1,2,...}). La d,n € N. Vi sier at d deler n, og skriver d | n, hvis det finnes m € N slik
at n = dm.

Oppgave 2.1 La A ={2,3,4} og B = {6,8,10}. Vi definerer en binzr relasjon R fra A til B som fglger:

(z,y) € R hvis og bare hvis = |y

a. Er (4,6) € R? Er (4,8) € R? Er (3,8) € R? Er (2,10) € R?

b. Skriv R som en mengde ordnede par.

Oppgave 2.2 Vi definerer kongruens modulo 2-relasjonen K fra Z til Z slik:

(m,n) € K hvis og bare hvis m — n er et partall

a. Er (0,0) € K? Er (5,2) € K? Er (6,6) € K? Er (—-1,7) € K?
b. Vis at for alle partall n € Z sa er (n,0) € K.
Oppgave 2.3 Nedenfor listes atte binzre relasjoner over mengden A = {0, 1,2,3}. For hver relasjon,

finn ut hvilke av egenskapene refleksiv, symmetrisk og transitiv den har. Hint: Det kan vere lurt a tegne
graphen til relasjonen som et hjelpemiddel.

a. Ry = {(0,0),(0,1),(0,3), (1,1),(1,0),(2,3), (3,3)}
b. Ry = {(0,0),(0,1),(1,1),(1,2),(2,2),(2,3)}
¢ Ry ={(23),(3,2)}
d. Ry ={(1,2),(2,1),(1,3),(3,1)}
e. Rs ={(0,0),(0,1),(0,2),(1,2)}
f. Re = {(0,1),(0,2)}
Ry = {(0,3), (2,3)}
Rs = {(0,0), (1, 1)}

Oppgave 2.4 La A vere en ikke-tom mengde, og la P(A) veere potensmengden til A, dvs. mengden
av alle delmengder av A. Finn ut hvorvidt relasjonene nedenfor har egenskapene refleksiv, symmetrisk eller
transitiv. Begrunn svaret ditt.

a. Delmengde-relasjonen D pa P(A):
(X,Y)eD & XCVY

b. Ulikhets-relasjonen U pa P(A):
(X,Y)eU & X#Y

c. Relativ komplement-relasjonen K pa P(A):
(X,YYeK & Y=A\X
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Forelesning 2: Sunnhet og kompletthet av utsagnslogikk
Arild Waaler - 28. januar 2008

3.1 Sekventkalkyle

3.1.1 Semantikk for sekventer

Semantikk for sekventer

Definisjon 3.1.1 (Gyldig sekvent). En sekvent T' B A er gyldig hvis alle valuasjoner som oppfyller alle
formlene i T' ogsa oppfyller minst én formel i A.

Eksempel. Folgende sekventer er gyldige:

e PHP

e P-QFP—Q

e PP—-QFQ

e P—QF—-Q— P

Definisjon 3.1.2 (Motmodell/falsifiserbar sekvent).

e En valuasjon v er en motmodell il sekventen I' B A hvis v oppfyller alle formlene i I' og falsifiserer
alle formlene i A.

o Vi sier at en motmodell til en sekvent falsifiserer sekventen.
o En sekvent er falsifiserbar hvis den har en motmodell.

Eksempel. Fplgende sekventer er falsifiserbare:

e PHQ Motmodell: v(P) = 1,v(Q) =0

e PVQFPAQ Motmodell: som over eller v(P) = 0,v(Q) =1

o P Motmodell: v(P) =0
e P Motmodell: v(P) =1
o Motmodell: alle modeller!

3.1.2 Oppsummering

Gyldig
e PP—-QFQ
e Hvisv=PogvEP—Q,savE=Q.
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Bevisbar

X X
PFP  QFQ
PP—-QFQ

Falsifiserbar

e« -PP—QF-Q

e En valuasjon v slik at v £ P og v = Q.

Ikke bevisbar

FPP Q,QF
P+ P QF-Q

3.2 Sunnhet

3.2.1 Introduksjon
Sunnhet av LK

e Vi gnsker at alle LK-bevisbare sekventer skal veere gyldige!

e Hvis ikke, sa er LK ukorrekt eller usunn ...

Definisjon 3.2.1 (Sunnhet). Sekventkalkylen LK er sunn hvis enhver LK-bevisbar sekvent er gyldig.

Teorem 3.2.1. Sekventkalkylen LK er sunn.

Sunnhetsteoremet sikrer oss at LK er en korrekt kalkyle.

Hvordan vise sunnhetsteoremet?

Vi viser fglgende lemmaer:

1. Alle LK-reglene bevarer falsifiserbarhet oppover.
2. En LK-utledning med falsifiserbar rotsekvent har minst én falsifiserbar lgvsekvent.

3. Alle aksiomer er gyldige.

Til slutt vises sunnhetsteoremet ved hjelp av lemmaene.
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3.2.2 Bevaring av falsifiserbarhet

Definisjon 3.2.2. En LK-regel § er falsifiserbarhetsbevarende (oppover) hvis alle valuasjoner som falsifiserer
konklusjonen i en 0-slutning ogsa falsifiserer minst ett av premissene i slutningen.

Lemma 3.2.1. Alle LK-reglene er falsifiserbarhetsbevarende.

Vi far ett delbevis for hver LK-regel.

Se pa f.eks. L—-regelen:

I HFAA I,B FA
I''A—-B FA

—

I delbeviset for L— ma vi vise at alle L—-slutninger bevarer falsifiserbarhet oppover.
Regelen L— generaliserer alle L—-slutninger.
Vilar I'y A, A og B i regelen sta for vilkarlige (multimengder av) utsagnslogiske formler og viser pa

den maten at alle L—-slutninger bevarer falsifiserbarhet.

A FA

Bewis for R—. T T FoAA

-

Anta at v falsifiserer konklusjonen.

Det betyr at v =T, v £ A og v falsifiserer alle formlene i A.
Pr. definisjon av v har vi at v = A.

Vi har da at v =T U{A} og v falsifiserer alle formlene i A.

Da falsifiserer v premisset.

O
I HAA I''B FA
Bewi L—. ’ ’
evis for L— TA-BFA L—
Anta at v falsifiserer konklusjonen.
Det betyr at v oppfyller T'U {A — B} og falsifiserer alle formlene i A.
Siden v oppfyller A — B, sa har vi pr. definisjon av v at
(1) v = A, eller
(2) v = B.
Hvis (1), sa falsifiserer v venstre premiss.
Hvis (2), sa falsifiserer v hgyre premiss.
O
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Bevis for “for alle”-pastander

e Se pa pastanden “for alle z € S: P(x)”.

e Vi kan vise pastanden ved & vise at P(a) for hvert element a € S.
e Hva hvis S er sveert stor eller uendelig?

e Vi kan generalisere fra et vilkarlig element:

— Velg et vilkarlig element a € S.
— Vis at P(a) holder.
— Siden a var tilfeldig valgt ma pastanden i fgrste linje holde.

3.2.3 Eksistens av falsifiserbar lgvsekvent

Lemma 3.2.2. Hvis en valuasjon v falsifiserer rotsekventen i en LK-utledning 6, sa falsifiserer v minst én
av lgvsekventene i 6.
Bewis. Ved strukturell induksjon pa LK-utledningen 4.
Basissteg: § er en sekvent I' = A:
A
e Her er I' - A bade rotsekvent og (eneste) lgvsekvent.
e Anta at v falsifiserer I' - A.

e Da falsifiserer v én lgvsekvent i §, nemlig I' - A.

Bevis (induksjonssteg — a-utvidelse). Induksjonssteg: 6 er en utledning pa formen

I A

rFA—

e Anta at v falsifiserer rotsekventen i §, og anta at v falsifiserer en lgvsekvent i utledningen for a-
utvidelsen.

e Hvis den falsifiserte lgvsekventen ikke er I' = A, sa er den ogsa lgvsekvent i . Dermed falsifiserer v en
lgvsekvent i §.

e Hvis den falsifiserte lpvsekventen er I' = A, sa falsifiserer v ogsa I + A’ siden a-reglene bevarer
falsifiserbarhet.
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Beuvis (induksjonssteg — 3-utvidelse). Induksjonssteg: 6 er en utledning pa formen

'EA TMEA g
rFa

e Anta at v falsifiserer rotsekventen i §, og anta at v falsifiserer en lgvsekvent i utledningen for (-
utvidelsen.

e Hvis den falsifiserte lgvsekventen ikke er I' = A, sa er den ogsa lgvsekvent i . Dermed falsifiserer v en
lpvsekvent i 4.

e Hvis den falsifiserte lgvsekventen er I' = A, sa falsifiserer v ogsa IV = A’ eller I F A" siden 3-reglene
bevarer falsifiserbarhet.

O
3.2.4 Alle aksiomer er gyldige
Lemma 3.2.3. Alle aksiomer er gyldige.
Bevis. T,AF A, A
e Vi skal vise at alle valuasjoner som oppfyller antecedenten ogsa oppfyller én formel i succedenten.
e La v vaere en tilfeldig valgt valuasjon som oppfyller antecedenten.
e Da oppfyller v formelen A i succedenten.
O

3.2.5 Bevis for sunnhetsteoremet
Bevis for sunnhet.

e Anta at 7 er et LK-bevis for sekventen I' = A.
e Anta for motsigelse at I' = A ikke er gyldig.
e Da har den en motmodell v som falsifiserer I' = A.

e Vi har da fra tidligere lemma at v falsifiserer minst én lgvsekvent i 7.
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e Da har 7w en lgvsekvent som ikke er et aksiom, siden ingen aksiomer er falsifiserbare.

e Men da er ikke 7 et LK-bevis.

3.3 Kompletthet

3.3.1 Introduksjon

Definisjon 3.3.1 (Sunnhet). Sekventkalkylen LK er sunn hvis enhver LK-bevisbar sekvent er gyldig.
Definisjon 3.3.2 (Kompletthet). Sekventkalkylen LK er komplett hvis enhver gyldig sekvent er LK-bevisbar.

) sunnhet
Gyldighet Bevisbarhet
(semantisk) (syntaktisk)
Universell pastand: Eksistensiell pastand:
for alle valuasjoner. .. kompletthet “det fins et bevis...”
Sunnhet: T'F A bevisbar = T+ A gyldig

Kompletthet: T'F A gyldig = I'F A bevisbar

e Sunnhet og kompletthet er duale begreper.

Sunnhet gir at vi ikke kan bevise noe mer enn de gyldige sekventene.

Kompletthet gir at vi kan bevise alle gyldige sekventer.
e Husk at vi introduserte LK som et systematisk forsgk pa & falsifisere.
e En sekvent er gyldig hvis og bare hvis den ikke er falsifiserbar.
e Vi kan dermed uttrykke sunnhet og kompletthet slik:
Sunnhet: T'F A falsifiserbar = TI'F A ikke bevisbar
Kompletthet: TI'+ A ikke bevisbar = TI'F A falsifiserbar
e Noe kan veere sunt uten a veere komplett.

— Da vises for lite.
— Eksempel med primtall: 2, 5, 7, 11, 17,19, ...

e Noe kan vaere komplett uten a veere sunt.

— Da vises for mye.
— Eksempel med primtall: 2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15 ...

e Vi gnsker begge deler

— Hverken for mye eller for lite.
— Eksempel med primtall: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 ...
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3.3.2 Kompletthetsteoremet
Teorem 3.3.1 (Kompletthet). Hvis T+ A er gyldig, sa er den bevisbar i LK.

For a vise kompletthet av sekventkalkylen, viser vi den ekvivalente pastanden:

Lemma 3.3.1 (Eksistens av valuasjon). Hvis I'+ A ikke er bevisbar i LK, sa er den falsifiserbar

Dvs. det finnes en valuasjon som gjgr samtlige formler i I" sanne og samtlige formler i A usanne.

3.3.3 Bevis for kompletthetsteoremet

Anta at I' = A ikke er bevisbar.

e Konstruer en utledning 7 av I' - A slik at ingen regel lenger kan anvendes. “En maksimal utledning”.
e Da fins (minst) en gren G som ikke er lukket. Vi har da at:

— lgvsekventen i G inneholder kun atomere formler, og

— lgvsekventen i G er uten aksiom.

e Vi konstruerer na en valuasjon som falsifiserer I' - A. La

G vaere mengden av alle formler som forekommer i en antecedent i G, og
G veere mengden av alle formler som forekommer i en succedent i G, og

v veere valuasjonen som gjor alle alle atomeere formler i G sanne og alle andre atomsere formler (spesielt
de i G*) usanne.

Eksempel

X X X
PFQ,P QPFQ RFQP QRFQ
P-QPFQ P-Q,RFQ

P—-Q,PVRFQ
P—-QF(PVR) —Q

Vi far at grenen G med lgvsekvent R @, P ikke er lukket.

G"={R,P—Q,PVR}
G+={Q,P.(PVR)—Q}
v = valuasjonen definert ved v(R) =1 og v(Q) = v(P) =0

Denne valuasjonen falsifiserer rotsekventen.

e Vi viser ved strukturell induksjon pa utsagnslogiske formler at valuasjonen v gjor alle formler i G T
sanne og alle formler i G+ usanne.
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e Pastandene som vi viser for utsagnslogiske formler er:

Hvis A€ GT,sdv(4) =1
Hvis A € G+, sd v(A4) = 0.

Basissteg: A er en atomeer formel i G /G*.

e Piastanden holder, fordi det var slik vi konstruerte G /G*.

Induksjonssteg: Fra antakelsen om at pastanden holder for A og B, sa ma vi vise at den holder for —A,
(AAB), (AV B) og (A — B). Dette gir fire forskjellige tilfeller. (Vi viser tre av dem her.)

Anta at =A € GT.

e Siden utledningen er “maksimal”, har vi A € G*.
e Ved IH har vi v(A) = 0.

e Ved definisjonen av valuasjoner har vi v(-A4) = 1.
Anta at -4 € G+.

e Siden utledningen er “maksimal”, har vi A € G'T.
e Ved IH har vi v(A) = 1.

e Ved definisjonen av valuasjoner har vi v(—=A4) = 0.
Anta at (AAB) € GT.

e Siden utledningen er “maksimal”, har vi A € GT og B€ G'.
e Ved IH har vi v(A) =1 og v(B) = 1.

e Ved definisjonen av valuasjoner har vi v(AA B) = 1.

Anta at (A A B) € G*+.

e Siden utledningen er “maksimal”, har vi A € G* eller B € G*.
e Ved IH har vi v(A4) = 0 eller v(B) = 0.

e Ved definisjonen av valuasjoner har vi v(A A B) = 0.

Anta at (A — B) € G'.

e Siden utledningen er “maksimal”, har vi A € G eller B€ G'.

e Ved IH har vi v(A) = 0 eller v(B) = 1.
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e Ved definisjonen av valuasjoner har vi v(A — B) = 1.

Anta at (A — B) € G*+.

e Siden utledningen er “maksimal”, har vi A € GT og B € G*.
e Ved IH har vi v(A) =1 og v(B) = 0.

e Ved definisjonen av valuasjoner har vi v(A — B) = 0.

3.4 Egenskaper ved utsagnslogikk

3.4.1 Uttrykkskraft

Noe av det sterkeste vi kan uttrykke med utsagnslogikk er duehullprinsippet:

Duehullprinsippet / Dirichlets boksprinsipp

Gitt n bokser og m > n objekter, sa ma minst en boks inneholde mer enn ett objekt.

e Anta at vi har n bokser og n + 1 objekter.

e Vi uttrykke duehullprinsippet i utsagnslogikk ved & la P; veere en utsagnsvariabel som tolkes som
“objekt nr ¢ ligger i boks nr j”.

e Hvis vi har 2 bokser og 3 objekter far vi f.eks.

Objekt 1 ligger i en av boksene: Pl V Pj.

Objekt 3 ligger i en av boksene: P}V P3.
— Boks 1 inneholder bade objekt 1 og 2: P} A P2.
— Boks 2 inneholder bade objekt 1 og 3: Py A P3.

3.4.2 Avgjgrbarhet

Teorem 3.4.1. Utsagnslogikk er avgjorbart, dvs. det fins en algoritme som er i stand til etter endelig mange
steg a avgjore hvorvidt en utsagnslogisk formel er gyldig eller ikke.

e Var sekventkalkyle gir opphav til en slik algoritme.

3.4.3 Kompleksitet

Teorem 3.4.2. Oppfyllbarhetsproblemet for utsagnslogikk - a finne ut hvorvidt en formel/sekvent er oppfyll-
bar eller ikke - er NP-komplett. (Avgjorbart i ikke-deterministisk polynomiell tid.)

Teorem 3.4.3. Gyldighetsproblemet for utsagnslogikk er coNP-komplett.
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3.5 Oppgaver

Oppgave 3.1 Skriv opp fem utsagnslogiske formler som har mer enn tre utsagnslogiske konnektiver.

Oppgave 3.2 Hvilke av de fglgende uttrykkene er utsagnslogiske formler?

a. P
b. (P

c. (P—Q)V(RVP)A-Q)
d. (P = Q)V(RVP)A=Q)
e. (P—Q)

f. “parkeringsplassen er stengt”

Oppgave 3.3 Finn for hver av formlene nedenfor én valuasjon som falsifiserer formelen og én valuasjon
som oppfyller den.

a. P
b. =P
c. PANQ
d PVvQ@Q
e. P—Q

f.(P—=Q)V(RVP)A-Q
Oppgave 3.4 Sett opp en sannhetsverditabell som viser at

a. P — @ er sann hvis og bare hvis =P V @ er sann.

b. (P — Q) — (=Q — —P) er en tautologi.

Oppgave 3.5 La S vare en delmengde av utsagnsvariablene, og la v og vy vaere boolske valuasjoner slik
at v1(P) = vo(P) for alle P € S. Vis ved strukturell induksjon pa %, at v1(A) = va(A) for alle utsagnslogiske
formler A som bare inneholder utsagnsvariable fra S.

Oppgave 3.6 La v; og vy veere boolske valuasjoner slik at hvis v1(P) = 1, si er vo(P) = 1 for alle
utsagnsvariable P.

a. Vis at hvis A er en utsagnslogisk formel som ikke inneholder noen andre konnektiver enn A og V, og
v1(4) =1, sd er va(4) = 1.

b. Holder det at hvis A ikke inneholder andre konnektiver enn A og V, og v2(A) = 1, sd er v1(A) = 17
Begrunn svaret ditt.
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Merk i de pafglgende oppgaver at Gallier bruker litt andre symboler og begreper enn i kurset. Ekvivalens

(—9

skrives ‘=": A = B er sann hvis og bare hvis (A — B) A (B — A) er sann. Konstanten L falsifiseres av
alle valuasjoner. Konstanten T oppfylles av alle valuasjoner. Gallier skriver “proposition” om utsagnslogisk
formel, “propositional letter” om utsagnsvariabel og ‘—’ som ‘D’.

Oppgave 3.7 Gjgr oppgave 3.3.1 pa side 54/55 i Gallier.

Merk at hvis I'! er en mengde utsagnslogiske formler og A er en utsagnslogisk formel, sa holder T' = A hvis
alle valuasjoner som oppfyller alle formlene i I' ogsa oppfyller A.

Oppgave 3.8 Gjor oppgave 3.3.11 pa side 57 i Gallier.

Oppgave 3.9 Gjor oppgave 3.3.12 b) pa side 57 i Gallier.

Oppgave 3.10 La A og B vere utsagnslogiske formler. Se pa fglgende pastander:

(1) A er sann hvis og bare hvis B er sann.

(2) A er en tautologi hvis og bare hvis B er en tautologi.
Lag et bevis eller finn et moteksempel til hver av pastandene nedenfor.

a. Pastand (1) folger fra pastand (2).

b. Pastand (2) fplger fra pastand (1).

Hvis F er en utsagnslogisk formel og P en utsagnsvariabel, si betyr notasjonen F(P) at eventuelle forekomster
av P i F har en spesiell betydning. Hvis vi senere skriver F(A) der A er en utsagnslogisk formel, sa betegner
F(A) formelen F der alle forekomster av P er erstattet med A. Merk at P ikke trenger & forekomme i F'(P).
Hvis F(Q) = P A Q@ sa blir F(-R) = P A—-R. Hvis F(Q) =P A—-P sd er F(-R) =P AN—-P.

Oppgave 3.11 La F(P), A og B vere utsagnslogiske formler.
a. Vis at hvis A er ekvivalent med B, sa er F(A) ekvivalent med F(B). Hint: Vis ved induksjon pa F(P)

at v(A) = v(B) impliserer v(F(A)) = v(F(B)) for alle utsagnslogiske formler A, B og alle boolske
valuasjoner v.

b. Anta na at A — B er en tautologi. Ta stilling til om F(A) — F(B) er en tautologi. Finn et bevis eller
et moteksempel. Hint: P — R impliserer ikke (P V Q) — R.

1Uttales “gamma”.
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Forelesning 3: SAT og DPLL
Espen Lian - 4. februar 2008

4.1 DPLL prosedyren

Notatene passer ikke sammen med formatet av kompendiet, beklager

Se foilene pa kurs websiden!

4.2 Oppgaver

Oppgave 4.1 Gi sekventkalkylebevis for fglgende sekventer:

a. PFP
b. PP—-QFQ
c. P-QF-PVQ
d. PV(QAR)F(PVQ)A(PVR)
e. (PVQ)F-PA-Q
Oppgave 4.2 Vi minner om at en sekventkalkyleregel er falsifikasjonsbevarende (oppover) hvis minst

ett av premissene er falsifiserbare hver gang konklusjonen er falsifiserbar. Vis at folgende LK-regler er falsi-
fikasjonsbevarende: L—, RV, R—, LA og RA.

Oppgave 4.3 Vi definerer de strukturelle LK-reglene som fglger:

r kA T FA
T.A+FrA W T FAA W
LAAFA o TEAAA

TAFA T FAA
P FAA T,AFA
Cut

r -A

Reglene LW og RW kalles tynningsregler (fra engelsk “weakening”). Navnet er motivert fra & lese regelen
ovenfra og ned. Da ser vi at sekventen tynnes ved a legge til formler pa henholdsvis venstre og hgyre side av
sekventtegnet. Reglene LC og RC kalles kontraksjonsregler (fra engelsk “contraction”). Lest ovenfra og ned
ser vi at vi slar sammen to forekomster av en formel i premisset til én forekomst i konklusjonen. Regelen Cut
kalles snittregel. Den fanger inn det a bruke lemmaer, eller hjelpesetninger, i matematiske bevis.

Legg merke til at bade kontraksjonsreglene og snittregelen gjor at premissene blir mer komplekse enn kon-
klusjonen. Hvis vi skal bruke disse formlene i automatisk bevissgk, sa vil spke ikke terminere (med mindre
vi lager strategier for hvordan vi bruker kontraksjon og snitt).

a. Vis at de strukturelle reglene er falsifikasjonsbevarende oppover.
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b. Sekventkalkylen LK er komplett hvis enhver gyldig sekvent er bevisbar. Gjor deg opp noen tanker om
hvorvidt vi trenger a ha med de strukturelle reglene for a fa en komplett sekventkalkyle for utsagnslo-
gikk.

Oppgave 4.4 Lag en regel slik at LK blir usunn nar denne regelen legges til.
Oppgave 4.5 (Induktiv definisjon av utledninger)
e Vi har definert mengden av LK-utledninger induktivt ved & begynne med rotsekventer og anvende

reglene “nedenfra og opp”. Dette svarer til en analytisk mate a tenke pa. (Ordet analyse betyr a dele
opp/ta fra hverandre.)

e En annen mate a definere mengden av utledninger pa, er a starte med lgvsekventer og anvende reglene

“ovenfra og ned”. Dette svarer til en syntetisk mate & tenke pa. (Ordet syntetisk betyr & sette sammen.)
1. Gi en induktiv definisjon av mengden av utledninger som svarer til den syntetiske maten a tenke pa.
2. Forklar hvordan vi kan definere mengden av bevis induktivt pa denne maten.

3. Gjgr greie for hvordan sunnhetsbeviset gar med denne definisjonen av utledninger.
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Forelesning 4: Intuisjonistisk utsagnslogikk
Arild Waaler - 11. februar 2008

5.1 Intuisjonistisk logikk

5.1.1 Innledning

Til na i kurset

e Det utsagnslogiske spraket: konnektiver og formler

e Bevissystem: sekventkalkylen LK for klassisk utsagnslogikk

e Semantikk: Definisjon av sannhet og gyldighet

e Bevis for sunnhet av bevissystemet med hensyn pa semantikken
e Vi skal na gjgre det samme for en ny logikk!

e Spraket til intuisjonistisk logikk er likt som for klassisk logikk, mens bevissystemet og semantikken er
forskjellig!

Negasjon som bakgrunn for intuisjonistisk logikk
Aristoteles identifiserte to ulike prinsipper for negasjon:
e Kontradiksjonsprinsippet: En pastand og dens negasjon kan ikke begge veere sanne samtidig og i samme
henseende: (P A —P)
e Loven om det utelukkede tredje: En pastand er enten sann eller usann: PV =P

o | klassisk logikk holder begge disse prinsippene. I intuisjonistisk logikk holder bare kontradiksjonsprin-
sippet

e En hovedidé ved matematisk intuisjonisme: sannhet betyr at vi kan verifisere. Siden det er mange
pastander som vi idag hverken er istand til a bevise eller motbevise, holder ikke PV —P.

e Intuisjonistisk logikk er en hovedretning innen matematikkens filosofi, og er idag ogsa et viktig grunnlag
for teoretisk databehandling.

5.1.2 Sekventkalkyle for intuisjonistisk logikk

Syntaks

e En intuisjonistisk sekvent er pa formen I' - A eller I" -
o '~ A uttrykker at “A fglger logisk fra I'”. I intuisjonistisk logikk kan vi tolke dette pa to mater:

— Vi kan konstruere et bevis for A gitt bevis for hvert utsagn i I’

— Hvis vi vet at " holder, sa vet vi ogsa at A holder
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e '+ uttrykker at “T" er inkonsistent” (inneholder en selvmotsigelse)
e Sekventkalkylen LJ er essensielt LK begrenset til intuisjonistiske sekventer
e Reglene er inndelt i 3 grupper: Identitetsregler, strukturelle regler og logiske regler

Definisjon 5.1.1 (Identitetsregler). Identitetsreglene i LJ er:

'-A I''AFC )
AR A TEC Snitt

Snitt-regelen holder ogsa i LK, da med en A i succedenten.
e Regelen er kalkylens “resonneringsregel” og kan brukes til & representere matematiske resonnement:
hvis vi ser pa venstre premiss som et lemma, vil hgyre premiss fange inn at vi anvender lemmaet.
e Bevislengden til bevis med snitt kan veere dramatisk kortere enn for snittfrie bevis.

e Merk at snittformelen A ikke er en delformel av sekventen i konklusjonen til regelen. Dette gjor snitt-
regelen vanskelig & implementere i bevissgk.

e Regelen er ikke ngdvendig hverken i LJ eller LK. Kompletthetsbeviset for LK bruker ikke snitt-regelen.

Definisjon 5.1.2 (Strukturelle regler). De strukturelle reglene i LJ er:

LAJAFEC Tk C I
C T,AFC H

r
rarc ¢ Tarct Trc R

e Kopieringsregelen uttrykker at vi kan bruke en antagelse i et bevis flere ganger. Denne regelen er
ungdvendig i utsagnslogisk LK, men er ngdvendig i de fleste andre logikker.

e Den venstre tynningsregelen uttrykker at vi kan fjerne en antagelse i et resonnement som vi ikke bruker.
Denne interpretasjonen bygger pa at en tom succedent uttrykker “den usanne pastanden”.

e Den hgyre tynningsregelen reflekterer at “fra det usanne folger alt” (ex falsum quodlibet).

Definisjon 5.1.3 (Logiske regler). De logiske reglene i LJ er:

LA, BrC LA TEB
T,ANBFC T-AAB
LAFC T.BEC e A o
T,AVBFC v TFA VA, Vi
'-A TI,B+C T A+ B
ILA—BFC - I FA—-B

r o ra T AR
[L-AFC I -4 "'

Merk:

e (' kan vere fraveerende.

e ( forsvinner fra succendenten i venstre premiss til L— og L—.
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Vi kan ikke bevise - PV -P

FP

Fpvop "™

Pr
--p R

FPV-P RVa

e Vi kunne ogsa prgvd a bruke Snitt. Det ville ikke fgrt frem, men det er ikke trivielt a vise dette! Vi
skal senere i forelesningen se at det ikke kan fore frem.

e Vi kan vise at i LJ er ' AV B bevisbar hvis og bare hvis enten I' = A er bevisbar eller I' - B er
bevisbar.

Vi kan bevise - =—(P V —P)

PP
P+PV-P
—-(PV-P),Pt+
—~(PV—P)F =P
~(PV—-P)F PV—P
—\(P\/—\P),—\(P\/—\P)
~(PV-P)

LV
L—

R—

LVy

-

I_LC
|_

F—Pv-P) N

e Generelt kan vi i intuisjonistisk utsagnslogikk alltid vise dobbeltnegasjonen til en formel som kan
bevises i klassisk logikk.

e Merk bruken av kontraksjon! Vi trenger kontraksjon fordi kalkylen inneholder tre destruktive regler:
L-, L— og Rv;. I disse reglene mistes informasjon nar vi gar fra konklusjon til premiss.

Lemma 5.1.1. En sekvent som er bevisbar i L) er ogsa bevisbar i LK*LC.

PEPoPP |
P+ PV-PP
~(PV-P),P+P L=
~(PV-P)F P,-P
L\/2
~(PV=P)F PV-P
—~(PV —P),~(PV-P)F B
~(Pv-pr
F—Pv-p) N

Bevisskisse. Hvis § er en LJ-utledning av rotsekventen I' = C, sa konstruer vi en LK-utledning ¢’ induktivt
ved a

1. la T' F C veere rotsekventen i d, og
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2. erstatte enhver LJ-slutning med den tilsvarende LK-slutingen.

Hvis § er et LJ-bevis, s méa & veere et LK C-bevis.

e Vi kan da fa flere formler i succedenten i sekventene i 8’ enn i de tilsvarende sekventer i 4.
e De logiske reglene kan da brukes i ngyaktig samme rekkefglge i 8’ som i 4.

e Siden vi ikke har innfgrt strukturelle regler i LK, kan vi simpelthen ignorere tynningsreglene. Kontrak-
sjon beholder vi pr. antagelse.

5.1.3 Kripke-semantikk

Idéen bak intuisjonistisk semantikk

Semantikken til intuisjonistisk logikk er ngye knyttet opp til en modell av kunnskap til en ideell resonnerer,
dvs. et subjekt som er istand til a trekke alle konsekvenser av sin egen kunnskap.

e Et punkt x er assosiert med en mengde atomere formler, dvs. de formler som subjektet har bevis
for/evidens for/vet pa x.

e —A holder pa x dersom A ikke holder pa noe punkt y der subjektet vet minst like mye som pa x.

Moteksempel til PV =P:

e Pa det nederste punktet vet ikke subjektet at P, selv om det vet det pa et “bedre” punkt lenger opp i
treet. Subjektet vet heller ikke =P, siden det forutsetter at P ikke holder pa noe “bedre” punkt.

e Idéen er at vi gir en mengde kunnskapstilstander (kalt punkter) som typisk er ordnet i en trestruktur.
Hvis z er et punkt og y er et punkt lenger opp i treet enn z (en “etterkommer” til x), sa er y et punkt
der subjektet vet minst like mye som det vet pa x.

e Hva som er grunnen til at subjektet vet mer pa et punkt enn et annet, tar vi ikke stilling til i modellen.
Det er vanlig a tenke at ny kunnskap er knyttet til ny evidens. Vi kan tenke oss punktene utstrakt i
tid, men det er ingenting i modellene som krever denne tolkningen.

Partiell ordning

Definisjon 5.1.4 (Partiell ordning). Et par (S, <) er en partiell ordning hvis < er en biner relasjon pa S
slik at for alle x,y,z € S,
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1. x < x (refleksivitet),
2. wisz <y ogy<z, six<z (transitivitet),

3 hwisz<yogy <z, saxr=y (anti-symmetri).

Kripke-modeller
Definisjon 5.1.5. Fn Kripke-modell er et trippel (S, <,IF') der

1. S er en ikke-tom mengde av punkter,

2. (S, <) er en partiell ordning,

3. IV er en relasjon fra S til V, (mengden av alle atomere formler), x IV P betyr at x tvinger P, og
4. V' tilfredsstiller monotoni: hvis z IF P og v <y, sa y I+ P.

5. I wtvides sa til -, som er definert over hele spraket:

e x|+ P hviss x| P

e zl-FAANB hvissxIF A ogx |- B

e - AV B hviss x I+ A eller z I+ B

e v |- A — B hviss vi for enhver y slik at x <y har at: hvisy - A sa y |- B.
x Ik —A hviss for enhver y slik at x <y:ylf A

Motmodell til - (P — Q) V (Q — P)

(7)) ()
=)

e Toppnodene y og z er klassiske valuasjoner. Vi har at

— y Ik P. Siden y If @ og ingen andre punkter er over y har vi y IF Q.
— z Ik Q. Tilsvarende har vi z IF = P.

e xlf P—-Qsidenx<yogylkPogylfQ.
e zlfQ — Psidenx <zogzlQogzlfP.

Sammenheng mellom klassisk og intuisjonistisk semantikk

e Kripke-modeller som kun bestar av ett punkt kollapser til valuasjoner, dvs. modeller for klassisk logikk.

e Merk at dette gir et semantisk bevis for at alt som er gyldig intuisjonistisk, ogsa er klassisk gyldig. For
anta at en formel A ikke er klassisk gyldig. Da finnes en valuasjon v som gjor den usann. Men siden
alle valuasjoner ogsa er intuisjonistiske modeller, er A heller ikke intuisjonistisk gyldig.
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e Merk hvordan de intuisjonistiske modellene generaliserer semantikken for klassisk logikk. Nar vi na
skal evaluere en formel, ser vi i det generelle tilfellet ikke bare pa én valuasjon: Vi ser pa en mengde
valuasjoner som er ordnet!

Lemma 5.1.2. Monotoni gjelder for enhver formel i enhver modell, dvs. x I+ A og x <y, sa y Ik A.

Bewis. Ved strukturell induksjon over oppbyggingen av formelen A:

Basissteg: A er atomeer formel. Pastanden i lemmaet folger fra definisjonen av Kripke-modeller og monotoni-
egenskapen.

Induksjonssteg: Vi viser pastanden i lemmaet for tilfellet at A er B — C. De andre tilfellene er lignende.

AntaxlF B— Cogatz <y. Maviseat ylF B— C.)

Ta en vilkarlig z slik at y < z. Ved transitivitet av < har vi at z < z.

e Ved modellbetingelsen folger at hvis z IF B, sa z IF C.

Siden z er et vilkarlig punkt slik at y < z, gir modellbetingelsen at y IF B — C.

Intuisjonistiske generaliseringer av semantiske begreper

e En punkt i en modell tvinger I" hvis den tvinger hver formel i I'. Intet punkt tvinger (.

e Et punkt x i en Kripke-modell er en motmodell til en sekvent I' = C hvis « IF T og « | C. Hvis det
finnes et slikt punkt x i modellen sier vi at Kripke-modellen er en motmodell til sekventen.

e Merk at hvis C' ikke finnes, dvs. at succedenten er tom, vil trivielt = ikke tvinge succedenten. Hvis '
er tom, vil z veere motmodell til T' - C' dersom den ikke tvinger C'.

e Et punkt z i en Kripke-modell er en modell for en sekvent hvis den ikke er en motmodell til sekventen.
e En sekvent er gyldig i en Kripke-modell hvis alle punkter i Kripke-modellen er en modell for sekventen.

e En sekvent er gyldig mhp. klassen av Kripke-modeller hvis den ikke har noen motmodell, dvs. at den
er gyldig i enhver modell.

5.1.4 Sunnhet

Sunnhetsteoremet

Sekventkalkylen LJ er sunn hvis enhver LJ-bevisbar sekvent er gyldig mhp. klassen av Kripke-modeller.

Teorem 5.1.1. Sekventkalkylen LJ er sunn.

1. Alle LJ-reglene bevarer falsifiserbarhet nedenfra og opp, evt. gyldighet ovenfra og ned.

2. En LJ-utledning med falsifiserbar rotsekvent har minst én falsifiserbar lgvsekvent. Dette viser vi ved
induksjon over utledningen.

3. Alle aksiomer er gyldige.
Vi viser bare det fgrste punktet siden argumentet ellers er helt identisk til sunnhetsargumentet for LK.
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Snitt-regelen bevarer falsifiserbarhet

T'FA T,AFC
TFC

Snitt

Anta at det finnes en Kripke-modell og et punkt z slik at x tvinger I' og at x ikke tvinger C.

e Enten tvinger A eller sa tvinger ikke x A.

Hvis z ikke tvinger A, sa vil Kripke-modellen vaere en motmodell til venstre premiss.

Ellers vil Kripke-modellen veaere en motmodell til hgyre premiss.

LV bevarer falsifiserbarhet

Husk: z I+ AV B hviss z |- A eller z I+ B.

IAFC T,B+-C
T,AVBFC

Lv

Anta at det finnes en Kripke-modell og et punkt x slik at = tvinger I'; AV B og at z ikke tvinger C.

Ved modellbetingelsen for eller vil x enten tvinge A eller tvinge B.

Hvis x tvinger A, sa vil Kripke-modellen vaere en motmodell til venstre premiss.

e Ellers vil Kripke-modellen vaere en motmodell til hgyre premiss.

RV; bevarer falsifiserbarhet:

Husk: z I+ AV B hviss z IF A eller z I+ B.

= A

T A va, Vi

e Anta at det finnes en Kripke-modell og et punkt x slik at x tvinger I' og at x ikke tvinger A; V A,.
e Ved modellbetingelsen for Vv vil x hverken tvinge A; eller tvinge As.

e Derfor vil Kripke-modellen veere en motmodell til premisset bade i tilfellet RV; og i tilfellet RVs.

L— bevarer falsifiserbarhet:

Husk: z I A — B hviss for enhver y slik at © < y: hvis y IF A, sa y I- B.

'A TI,BFC
TLA-BFC

L—

e Anta at det finnes en Kripke-modell og et punkt x slik at x tvinger I'; A — B og at z ikke tvinger C.

e Enten tvinger x A eller sa tvinger ikke x A.
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e Hvis z ikke tvinger A, sa vil Kripke-modellen veere en motmodell til venstre premiss.

e Ellers vil Kripke-modellen vaere en motmodell til hgyre premiss.

Merk likheten med resonnementet om Snitt! Dette er ikke tilfeldig: Snitt er en generalisert L—-.

R— bevarer falsifiserbarhet:

Husk: z I A — B hviss for enhver y slik at < y: hvis y I A, sa y IF B.

INAF B
' FrA—B

—

e Anta at det finnes en Kripke-modell og et punkt «x slik at x tvinger I" og at x ikke tvinger A — B.

Ved modellbetingelsen for implikasjon vil det finnes et punkt y der x < y slik at y tvinger A og y ikke
tvinger B.

Ved Lemmaet vil y tvinge I'.

Dermed vil y tvinge I', A og ikke tvinge B, dvs. at Kripke-modellen er en motmodell til premisset.

5.2 Konsistens

5.2.1 Definisjoner

To betydninger av konsistens

Definisjon 5.2.1 (Konsistens av sekventkalkyle). Sekventkalkylen L) er konsistent hvis den tomme LIJ-
sekventen & ikke er bevisbar.

e Dette gjenspeiler tolkningen av den tomme sekventen som et uttrykk for en absurditet. Ved hjelp av
tynning kan vi utlede hva som helst fra den tomme sekventen.

Definisjon 5.2.2 (Konsistens av formelmengde). En mengde formler ' er L)-konsistent hvis sekventen T' F
ikke er bevisbar.

e Merk at et utsagn om konsistens av en mengde I' er en pastand om ikke-bevisbarhet. Dette er en
kompleks pastand om en uendelig stor mengde av utledninger: Av alle LJ-utledninger er ingen av dem
bevis for sekventen I' I-.

5.2.2 Konsistens fglger fra sunnhet

Teorem 5.2.1. Huvis det finnes et punkt i en Kripke-modell som tvinger alle formlene i en mengde I, sa er
ikke sekventen I' - bevisbar i LJ.

Bewvis. Anta at x IF I'. Anta for motsigelse at I' - er LJ-bevisbar.
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e Ved Sunnhetsteoremet er I' - gyldig.

e Siden z IFI', ma = IF L, der L star for en formel som alltid er usann. Dette er umulig.

O

Eksistensen av en enkelt Kripke-modell er nok til & konkludere at intet bevis finnes. Derfor vet vi at vi ikke
kan utlede PV =P i LJ selv om vi bruker snitt.

5.3 Oppgaver

Farsteordens logikk
Oppgave 5.1 (Rekursive definisjoner)

1. Skriv ut hele den rekursive definisjonen av mengden av frie variable i en formel.
2. Definer rekursivt mengden BV(y) av bundne variable i en formel ¢.

3. Skriv ut hele den rekursive definisjonen av tolkningen av en lukket term.

Oppgave 5.2 (Fgrsteordens formler)

Finn forsteordens formler i spraket (—; —; Lat, IfiStud, Problemer) for fglgende setninger.

1. Alle Ifi-studenter er late.

2. Ingen Ifi-studenter er late.

3. Noen Ifi-studenter er late.

4. Alle Ifi-studenter som er late, far problemer pa eksamen.

5. Noen Ifi-studenter som er late, far ingen problemer pa eksamen.
Finn fersteordens formler i spraket (Ola, Kari; —; Mor, Far) for folgende setninger.

1. Ola er far til Kari

2. Kari er mor til noen

3. Ola har ingen mor

4. Alle har en mor og en far
5. Alle har en mormor

6. Ingen er bade mor og far
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Andre oppgaver

Oppgave 5.3 (Konger, damer og tigre) En konge gir sin fange valget mellom to rom. I hvert
rom er det enten en dame eller en tiger, men ikke begge deler. Pa utsiden av dgrene star det folgende:

(1) (2)
I MINST ETT AV DISSE I DET ANDRE ROMMET ER
ROMMENE ER DET EN DAME DET EN TIGER

Kongen sier sa: “Enten sa er begge pastandene sanne, eller sa er begge usanne!”
Hvilken der bgr fangen velge?
(Oppgaven er hentet fra The lady or the tiger?, Raymond Smullyan, 1982)
Oppgave 5.4 (Tre s¢sken) Tre sgsken, A, B og C, er i et hus, og ma rette seg etter fglgende
regler:
i) Hvis A gar ut, sa ma B ga ut.

ii) Hvis C gar ut, sa, hvis A gar ut, sa& ma B vaere inne.

(1) Formaliser pastandene ved hjelp av utsagnslogikk.
(2) Sjekk om det er mulig at C' kan ga ut. Begrunn svaret.

(3) Gitt et sprak med bare tre atomeere utsagn; hvor mange ikke-ekvivalente utsagn kan du lage fra disse?
Begrunn svaret skikkelig eller lag en liste over alle mulige slike utsagn.

(4) Hva er det mulig for A, B og C a gjgre?
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Forelesning 6: Fgrsteordens logikk — syntaks og semantikk
Martin Giese - 25. februar 2008

6.1

Innledning til fgrsteordens logikk

6.1.1 Introduksjon

I utsagnslogikk kan vi analysere de logiske konnektivene -, A, V og —, og resonnering som gjgres med
slike.

Fersteordens logikk (ogsa kalt predikatlogikk) utvider utsagnslogikk med kvantorer:

— 3 (eksistenskvantoren) og

— V (allkvantoren).

Vi kan med disse uttrykke pastander om at det finnes et objekt med en bestemt egenskap eller at alle
objekter har en bestemt egenskap.

Fgrsteordens logikk er langt rikere enn utsagnslogikk.

Forsteordens logikk er ikke avgjgrbart.

Noen eksempler

Noen pastander som vi kan representere og analysere ved fgrsteordens logikk er folgende:

“Ethvert heltall er enten partall eller oddetall.”
“Det fins uendelig mange primtall.”
“Mellom to brgktall fins det et annet brgktall.”

“Hvis a er mindre enn b og b er mindre enn ¢, sa er a mindre enn c¢.”

Flere eksempler

Av mindre matematisk art:

“Alle Ifi-studenter er late.”

“Ingen Ifi-studenter er late.”

“Noen Ifi-studenter er late.”

“Alle Ifi-studenter som er late, far problemer pa eksamen.”

“Noen Ifi-studenter som er late, far ingen problemer pa eksamen.”
“Enhver Ifi-student er enten lat eller ikke lat.”

“Alle bevisbare formler er gyldige.”

“Det fins to sheriffer i byen.”
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6.1.2 Overblikk

Syntaks: fersteordens sprak og formler — en utvidelse av utsagnslogikk.

Semantikk: tolkninger av forsteordens formler — modeller, sannhet, oppfyllbarhet, gyldighet.
Kalkyle: tillegg av regler.

Sunnhet: alle bevisbare sekventer er gyldige.

Kompletthet: alle gyldige sekventer er bevisbare.

6.2 Fgrsteordens logikk — syntaks

6.2.1 Syntaks — Signaturer

Definisjon 6.2.1 (Fgrsteordens sprak — logiske symboler). Alle fgrsteordens sprak bestdr av folgende logiske
symboler:

e De logiske konnektivene N\, V, — og —.
o Hjelpesymbolene ‘(" og ‘)’ og *,” .
e Kvantorene 3 (det fins) og V' (for alle).

o En tellbart uendelig mengde V av variable xq, xa, x5, ... (vi skriver x, y, z, ..., for variable).

Definisjon 6.2.2 (Fgrsteordens sprak — ikke-logiske symboler). I tillegg bestar et forsteordens sprak av
folgende mengder av ikke-logiske symboler:

e [Fn tellbar mengde av konstantsymboler ¢y, ¢, c3, .. ..
e En tellbar mengde av funksjonssymboler f1, fo, f3,....

o En tellbar mengde av relasjonssymboler Ry, Ry, Rs, .. ..

Vi antar at mengdene av variable, konstant-, funksjons- og relasjonssymboler er disjunkte, og vi assosierer
med ethvert funksjons- og relasjonssymbol et ikke-negativt heltall, kalt ariteten il symbolet.

Merk.

e Det eneste som skiller to forsteordens sprak fra hverandre er de ikke-logiske symbolene.

Definisjon 6.2.3 (Signatur).

o De ikke-logiske symbolene utgjor det som kalles en signatur.

e FEn signatur angis ved et tuppel {c1,c2,¢3,...; f1, f2, [3,.-.; R1, Ra, Rs, . ..), hvor konstant-, funksjons-
og relasjonssymboler er adskilt med semikolon.
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6.2.2 Syntaks — Termer

Definisjon 6.2.4 (Termer). Mengden T av forste-ordens termer er induktivt definert som den minste meng-
den slik at:

e FEnhver variabel og konstant er en term.

e Huis f er et funksjonssymbol med aritet n og ti,...,t, er termer, sa er f(t1,...,t,) en term.

6.2.3 Eksempler pa forsteordens sprak

Et enkelt sprak: (a; f, g; P, R)

e Konstantsymboler: a
e Funksjonssymboler: f (med aritet 1) og g (med aritet 2)

e Relasjonssymboler: P (med aritet 1) og R (med aritet 2)

Termer i dette spraket:

L4 a? x? y’ AR ] f(a/)7 f(x)7 f(y)7 A
e g(a,a), g(a,x), gla,y), 9(z,2), 9(=,y), 9(v,9), - - -
o f(f(a)), fF(f(2)), F(f(¥)), -

Notasjon. Sa lenge det er entydig og ariteten er kjent, kan vi droppe parentesene og skrive fa, fx, fy, gaa,
gax, ...

Et sprak for aritmetikk: (0;s,+;=)

e Konstantsymboler: 0
e Funksjonssymboler: s (med aritet 1) og + (med aritet 2)

o Relasjonssymboler: =

Kommentarer:

e Termer: x,y,0, 50, ss0, sss0, +xy, +00, +(s0)0, +0s0, . . .
o [kke termer: = (x,x),++,4+0,...
e Nar vi skriver +xy bruker vi prefiks notasjon.

e Vi bruker ogsa infiks notasjon og skriver: (xz + y), (04 0), (s0 4+ 0), (0 + s0),.. ..

Et annet sprak for aritmetikk: (0,1; +, x; =, <)
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e Konstantsymboler: 0,1
e Funksjonssymboler: + og x (begge med aritet 2)

e Relasjonssymboler: = og < (begge med aritet 2)

Et sprak for mengdelsre: (§;N,U;=, €)

e Konstantsymboler: (}
e Funksjonssymboler: N og U (begge med aritet 2)

e Relasjonssymboler: = og € (begge med aritet 2)

Termer: 0, z N0, yU (z N 2),...

6.2.4 Syntaks — Formler

Definisjon 6.2.5 (Atomeer formel — forsteordens). Hvis R er et relasjonssymbol med aritet n og t1,. ..ty
er termer, sd er R(ty,...,t,) en atomer formel.
Merk.

e Huvis R har aritet 0, sa er R en atomer formel. Dette svarer til utsagnsvariable i utsagnslogikk.

e Sa lenge det er entydig og ariteten er kjent skriver vi Rx, Rfa, Rafa, etc. for R(x), R(f(a)) og
R(a, f(a)).

Definisjon 6.2.6 (Forsteordens formler). Mengden F av forsteordens formler er den minste mengden slik
at:

1. Alle atomere formler er formler.

2. Hwvis ¢ og ¢ er formler, sa er =, (o A1), (o V) og (p — ) formler.

3. Hvis ¢ er en formel og x er en variabel, sa er Vxp og Jzp formler.

Alle forekomster av en variabel x i ¢ sies a vere bundet i formlene Yxp og Jxp og innenfor skopet til den
gjeldende kvantoren.

6.2.5 Eksempler pa fgrsteordens formler

Et sprak for beundring: (a,b;;ldol, Liker)

e Konstantsymboler: a og b
e Funksjonssymboler: (ingen)

e Relasjonssymboler: Idol (med aritet 1) og Liker (med aritet 2)
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Formler i spraket:

Atomeere formler:

1: Alice er et idol:  Idol(a)
2:  Alice liker Bob:  Liker(a,b)
3:  x liker Alice: Liker(z, a)

Signatur: (a, b; —; Idol, Liker)

Ikke atomeere formler:

4:  Alice liker alle: VzLiker(a, x)
5:  Det finnes et idol: Jzldol(x)
6:  Alice liker alle som Bob liker: Vz(Liker(b, z) — Liker(a, z))
7:  Noen liker seg selv: JzLiker(x, z)
8: Bob liker alle som liker seg selv: vz (Liker(x,x) — Liker(b, z))
9: Ingen liker bade Alice og Bob: —3Jz(Liker(x, a) A Liker(zx,b))
10: Noen liker ikke seg selv: Jz-Liker(zx, x)
11: Bob liker noen som liker Alice: Jz(Liker(b, x) A Liker(z, a))
12:  Alle liker noen: Vx(JyLiker(z,y))
13: En som blir likt av alle er et idol:  Va(VyLiker(y, z) — Idol(x))
14: Et idol blir likt av alle: Vz(ldol(z) — VyLiker(y, z))

I spraket for aritmetikk (0; s, +; =), har vi formlene

e 50+ s0=ss0 - “en pluss en er to”

o VaVy(zr+y=y+x) - “addisjon er kommutativt”
o Vody(y =sx) - “alle tall har en etterfglger”

o ~Jz(0=sx) - “O er ikke etterfplgeren til noe”

e dxJy~(x =y) - “det fins to forskjellige objekter”

6.2.6 Frie variable i termer

Definisjon 6.2.7 (Frie variable i en term). FV(t) betegner mengden av frie variable i termen t.
Definisjon 6.2.8 (Lukket term). En term t er lukket hvis FV(t) = 0, dvs. t inneholder ingen frie variable.

Eksempel. [ spraket (a,b; f;—) har vi:

o Termen f(x,a) har en fri variabel .

e Termen f(a,b) har ingen frie variable og er en lukket term.
6.2.7 Rekursive definisjoner

Nar mengder er definert induktivt, sa kan vi definere funksjoner over denne mengden rekursivt ved &

1. gi verdi til de “atomaere” elementene (i basismengden), og
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2. gi verdi til “sammensatte” elementene (fra induksjonssteget) ved & bruke verdiene som ble gitt til
komponentene.

Den presise, rekursive definisjonen av FV er fglgende.
Definisjon 6.2.9 (Frie variable — definert rekursivt). Gitt en term t, la mengden FV(t) av frie variable i t
veere definert rekursivt ved:

o FV(x;) = {x;}, for en variabel z;, og

e FV(c;) =0, for en konstant ¢;, og

o FV(f(t1,...,tn)) =FV(t1)U---UFV(t,), for et funksjonssymbol f med aritet n.

Frie variable i formler

Definisjon 6.2.10 (Frie variable i en formel). En variabelforekomst i en forsteordens formel er fri hvis den
ikke er bundet, dvs. hvis den ikke er innenfor skopet til en kvantor. Vi skriver FV(p) for mengden av frie
variable i @.

Eksempel (VzRzy A Pz).

e x er bundet
o y er fri

e z erfri

Eksempel (VxPry — VzPzz).

o 1 er bundet
e x erfri
o y er fri
e 2 er bundet

Oppgave. Gi den presise, rekursive, definisjonen av frie variable i en formel.

6.2.8 Substitusjoner

Definisjon 6.2.11 (Substitusjon for termer). La s og t vere termer og x en variabel. Da er s[t/x], det vi
far ved a erstatte alle forekomster av x i s med t, definert rekursivt ved:

t hwisx =
nsT =Y (nar s er en variabel y).

1. ylt/x] :{

y ellers

2. c[t/x] = c (nar s er en konstant c).

3. f(ta[t/x], ... tult/x]) (nar s er en funksjonsterm f(t1,...,tn)).
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Eksempel.

o f(x,y,a)ly/z]= f(xly/x],yly/x], aly/x]))= f(y,v,a)
o f(y,y,a)[b/yl= f(yb/yl, ylb/yl, alb/y])= f(b,b,a)

Definisjon 6.2.12 (Substitusjon for formler). ¢[t/x] er definert rekursivt ved:

1. R(ty,....t)[t/z] = R(t[t/a],. .. talt/2])

2. ~lt/z] = = (P[t/z])

3. (p10p2)[t/x] = (p1[t/z] 0 pa2[t/x]), hvor o € {A,V,—}

4. Qult/x] = {835/}¢[t/$]) hois @ 7 y} hvor Q € {V, 3}

ellers

Eksempel.

(Paxy AVzPxy)la/x] = (Pay AVxPry)

(Pxy AVzPxy)la/y] = (Pxa AVaxPzxa)

e Vi ser at substitusjon ikke blir gjort for bundne variable.
e Vi har enda et tilfelle hvor vi gnsker & forhindre substitusjon.

Eksempel.

o JzLiker(x,y)[f(z)/y] = JxLiker(z, f(x))

e Her blir en variabel bundet etter substitusjon.
e Dette kan endre meningen til en formel pa en mate som vi ikke gnsker.

Definisjon 6.2.13. Vi sier at t er fri for x i ¢ hvis ingen variabel i t blir bundet som folge av a substitutere
t for x i .

Eksempel. Termen f(x) er ikke fri for y i formelen JxLiker(z,y).

e En mate a unnga dette pa er a omdgpe bundne variable fgrst.
e F.cks. se pa Jzliker(z,y) i stedet for JxLiker(x,y).

e Fra na av antar vi at alle substitusjoner er “fri for”, dvs. at ingen variable blir bundet som fglge av en
substitusjon.
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6.2.9 Lukkede og apne formler

Definisjon 6.2.14 (Lukket/apen formel). En formel ¢ er lukket hvis FV(p) = 0, dvs. ¢ inneholder ingen
frie variable. En formel er apen hvis den ikke inneholder noen kvantorer.

Eksempel.

e YxPxa er lukket
o VxPxy er ikke lukket
e Pxy er ikke lukket, men apen

e Pab er apen og lukket

6.3 Fgrsteordens logikk — semantikk

6.3.1 Introduksjon

e Hvordan skal vi tolke forsteordens formler?

Hva skal Vxp og drp bety?
e Hva gjor en formel sann / gyldig / oppfyllbar?
e A gi en semantikk er & si noe om forholdet mellom sprak og virkelighet.

— Valuasjoner gir en semantikk for klassisk utsagnslogikk.

I forsteordens logikk vil modeller gi oss en semantikk.

En modell bestar intuitivt av

1. en mengde, og
2. en tolkning av alle ikke-logiske symboler slik at

e et konstantsymbol tolkes som et element i mengden,
e et funksjonssymbol tolkes som en funksjon pa mengden, og

e ¢t relasjonssymbol tolkes som en relasjon pa mengden.

Vi skal fgrst definere modeller helt presist, ogsa skal vi definere hva det vil si at en formel er sann i en modell.

Husk

Hvis D er en mengde, sa bestar D™ av alle n-tupler av elementer fra D, for n > 0.

Dn={<d1,...,dn>|d1,...,dn€D}
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6.3.2 Modeller

La et fgrsteordens sprak £ vaere gitt.

Definisjon 6.3.1 (Modell). En modell M for L bestar av en ikke-tom mengde D, kalt domenet ¢l M, og
en funksjon ()M som tolker alle ikke-logiske symboler pd folgende midte:

e Huvis ¢ er et konstantsymbol, si er ™ € D.

Hui t funksj bol med aritet n,sd M ksj D*=Dx---x D til D.
e Huis f er et funksjonsymbol med aritet n,sa er f**' en funksjon fra 1

n

e Huis R er et relasjonssymbol med aritet n,si er R™M en relasjon pa D™ = D x --- x D.
————

n

Vi skriver | M| for domenet D til modellen M.

Noen kommentarer

1. Et funksjonssymbol f med aritet 0 kan betraktes som en konstant.

e Daer fM en funksjon fra D° til D.

e Siden D° bestar av kun ett element () — det tomme tuppelet — sa bestar f™ ogsa av kun ett
element ({),e), hvor e € D.

e Vi kan derfor identifisere f™ med e.
2. Et relasjonssymbol R med aritet 0 kan betraktes som en utsagnsvariabel.

e Da er RM en delmengde av D°.

e Siden DY bestar av kun ett element () — det tomme tuppelet -sa fins det ngyaktig to muligheter
for RM.

e Enten sa er RM tom eller s er () € RM.

e Vi kan derfor tenke pa mengden {0, {()}} av delmengder av D° som Bool.
3. Et tuppel (e), hvor e € D, kan vi identifisere med elementet e.

e Nar et relasjonssymbol R har aritet 1,sa skriver vi derfor {es,...,e,} i stedet for {({e1),..., (en)}

e Vi antar derfor ogsa at RM C D.
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6.3.3 Hovedeksempel — et figursprak

Relasjonssymbol  aritet e Konstantsymboler: a,b,c,d,e, f.

Sirkel 1 e Funksjonssymboler: ingen.
Firkant 1 ) . .
Trekant 1 e Vi leser pa denne maten:
Stor 1 Sirkel(z): “x er en sirkel”
Liten 1

Mindre 2 Firkant(z): “z er en firkant”

Trekant(z): “z er en trekant”
Stor(x): “x er stor”
Liten(x): “z er liten”

Mindre(z,y): “z er mindre enn y”

La oss na lage en modell for dette spraket!

En tolkning av figurspraket

La M veere en modell med domene D = {0, Q, ., I,A,A}.

O,o}
B
A
omA
M — A Litee™ = (0@ 4)

M=a Mindre™ = {<07°>,<0,.>,<0,A>7<l,°>,...}

oM =@  SirkeM =

M =9 Firkant™

M = . Trekant™ =

a' =m Stor™ =

{
{
{
{

Vi foregriper begivenhetene og ser pa hvilke atomaere formler som er sanne og usanne i modellen M.

QoHlAs
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Sant Usant

e Sirkel(a) o Trekant(a)
e Firkant(c) e Stor(b)

e Liten(b) e Mindre(a, b)
e Mindre(b, e) e Mindre(a, a)

Variabeltilordninger

e En modell tolker konstantsymboler, funksjonssymboler, og relasjonssymboler, men. . .
e ...ikke variable. Derfor definerer vi...

Definisjon 6.3.2 (Variabeltilordning). La M vere en modell. En variabeltilordning for M er en funksjon
'V — | M| fra mengen av variable til domenet.

e En variabeltilordning er alltid gitt relativ til en modell M siden den tolker variable som elementer i
domenet til M.

e For en gitt modell kan vi ha mange variabeltilordninger.

e Hvis |[M| = {1,2,3}, sa kan vi ha

— oy slik at gy (21) = 1, pa(w2) = 1, pa(w3) =1,
— po slik at po(x1) =2, po(z2) =2, pa(zs) = 2,
— pg slik at ps(x1) =1, ps(z2) =2, ps(zs) =3,

Modifikasjon av variabeltilordninger

Definisjon 6.3.3. La p vere en variabeltilordning for en modell M, x € V en variabel, og a € |M| et
element av domenet. Vi definerer modifikasjonen av p pa x til a, skrevet u{xz — a}, gjennom:

a hvis x=y

wuly) ellers

e = a(y) = {
for alle variabler y € V.

La p veere slik at p(x1) =1, plx) =1, p(zs) =1, ...
Hvis ¢/ = p{ag — 2}, sdaer p'(x1) =1, p/(x2) =2, p/(x3) =1, ...
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6.3.4 Tolkning av termer og formler

Tolkning av termer

e Vi bruker tolkningsfunksjonen i modellen til a tolke konstant- og funksjonssymboler

e Tolkningen av variable overlates til variabeltilordningen.

Definisjon 6.3.4 (Tolkning av termer). La L vere et forsteordens sprak og M en modell for L. La p vere
en variabeltilordning for M. Tolkningen av en term t i M under u, skrevet t™*, defineres induktivt.

o Mt = y(x) for en variabel x

o Mt =M for et konstantsymbol ¢

o fty,. .. ty)MH = fM(tf/l’”, o MUY for en funksjonsterm

Tolkning av formler

Definisjon 6.3.5 (Tolkning av formler). La £ vere et forsteordens sprak og M en modell for L. La p vere
en variabeltilordning for M. Vi definerer ved induksjon hva det vil si at en formel ¢ er sann i M under p;
vi skriver M, u l= @ nar ¢ er sann i M under p.

Atomare fml: M, = R(ty,. .. ty) hvis (£770F, . tM#) € RM,

M, i =~ huis det ikke er tilfelle at M, u b= .

M, =AY hvis M, = ¢ og M, i |= 4.
M=oV hvis M, p = ¢ eller M, = 1.

M, = o — Y hvis M, l= @ impliserer M, i = .
M, = Vrp his M, u{x — a} = ¢ for alle a i |M]|.
M, p = Jxp hvis M, p{x — a} |E ¢ for minst en a i |[M].

Koinsidenslemma

o tMit er navhengig av p for variabler som ikke forekommer i t.

o M, u = ¢ er uavhengig av u for variabler som ikke forekommer fritt i .

Lemma 6.3.1 (Koinsidenslemma). La t vere en term, M en modell, og i og v to variabeltilordninger med
w(x) = v(x) for alle x € FV(t). Da er tM# = tMv.

La ¢ vere en formel, M en modell, og pu og v to variabeltilordninger med p(x) = v(z) for alle x € FV(p).
Da gjelder M, i |= ¢ hviss M, v = ¢.

For lukkede termer ¢ og formler ¢: skriv t* og M = .

Definisjon 6.3.6 (Oppfyllbarhet). En lukket formel ¢ er oppfyllbar hvis det fins en modell M som gjor ¢
sann. Vi sier ogsa at M oppfyller ¢ og at M er en modell for ¢.
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Oppfyllbar Ikke oppfyllbar

o Jxliten(z) e PaN—-Pa
o Jx(Liten(z) A Stor(z)) e Jx(Liten(z) A —Liten(x))
o JdzPx — VzPx e —Stor(a) A VaStor(z)

Definisjon 6.3.7 (Gyldighet). En lukket formel ¢ er gyldig hvis den er sann i alle modeller M, ellers sa
er den falsifiserbar.

Gyldig Ikke gyldig (falsfiserbar)
e VxPzra — VzPza o VzPx
o (VxPx AVyQy) — YaPzx e JzStor(x) — VaStor(x)
e dxliten(z) V x—Liten(x) e JxPx — Jz(Px A Qx)

6.3.5 Oppsummering

En modell M for et sprak £ bestar av

1. en ikke-tom mengde |[M], kalt domenet til M, og

2. en tolkning av alle ikke-logiske symboler i spraket.

i

For eksempel, hvis £ er spraket (%, % , @ ;ed; 0 , d ), sa ma en modell M gi et domene og en tolkning
til alle symbolene.

o M #M og M ma veere elementer i domenet.

o tAM m4 veere en funksjon pa domenet
) QM og M ma vaere relasjoner pa domenet.

e Husk pa ariteten til symbolene. (ed har aritet 2; @ og " har aritet 1.)
Hvis M er en modell og ¢ er en lukket formel, sa definerte vi M |= .

e For atomare formler: M, ju |= R(ty, ..., t,) hvis (£ tM#) € RM,
o M, u = —p hvis det ikke er tilfelle at M, u = .
o M,pl= @Ay hvis M, = ¢ og M, p = 9.
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M, ul= oV hvis M, p = ¢ eller M, u = 1.

M, = — Y hvis M, u = ¢ impliserer M, u |= 1.

M, = Vo hvis M, p{z — a} = ¢ for alle a € |IM]|.

M, = Jzp hvis M, u{z — a} = ¢ for minst en a € |M].

6.3.6 Sprak og modeller — et komplekst forhold
e Ved fgrsteordens sprak har vi fatt betydelig stgrre uttrykkskraft.
e Modeller kan veere rike pa struktur.
e Det er et ikke-trivielt forhold mellom sprak og modeller.
e Noe av det vi er interessert i:

— Sjekke om en formel er sann i en modell. (Modellsjekking)
— Sjekke om en formel er oppfyllbar eller falsifiserbar.

— Sjekke om en formel er gyldig.

— Sjekke om formler er uavhengige av hverandre.

— Bruke spraket til & beskrive modeller, forsgke a4 “fange inn” og beskrive virkeligheten.

6.3.7 En utvidelse av figurspraket

Atomaer formel Intendert tolkning

Sirkel(x) x er en sirkel

Firkant(z) x er en firkant

Trekant(z) 2 er en trekant

Stor(x) x er stor

Liten(z) x er liten

Mindre(z, y) 2 er mindre enn y
Over(z,y) Z er neermere toppen enn y
Under(z,y) x er nermere bunnen enn y

VenstreFor(z,y) x er lenger til venstre enn y

HoyreFor(x, y) x er lenger til hgyre enn y

Inntil(z, y) x er rett ved siden av, rett over eller rett under y

Mellom(z,y,2)  x,y og z er i samme kolonne, rad eller diagonal, og x er mellom y og z
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-3.6cm-

3.6cm

Forklarende eksempler til semantikken:
o ¢M = Q M= cM=a d" = A (vi antar at dette er alle konstantene)
Trekant™ = {a, A}
StorM = {O,A}

Liten™ = {@,a}

M = Under(a, c) fordi (a™, cM) = <°,A> € Under™
M = =Under(a, b)
e M = VenstreFor(a, c) A =VenstreFor(b, c)

M = Inntil(a, b) A =lnntil(a, ¢)

M E Mellom(c, a,d) A —Mellom(c, b, d)
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6.3.8 Oppfyllbarhet av forsteordens formler

-3.6cm-
3.6cm
e Er det slik at M F JzLiten(z) 7
e For & svare, ma vi se pa definisjonen av |=.
M, u = JzLiten(x)
det fins en a € |[M] slik at
M, p{z — a} = Liten(z)
det fins en a € | M| slik at z*#{=~2} ¢ Liten™
det fins en a € | M| slik at u{z + a}(x) € Liten™
det fins en a € | M| slik at a € Liten™™
e Siden Liten™ = {@,A}, kan vi konkludere med JA.
-3.6cm-
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3.6cm

o Er det slik at M |= VaStor(x) ?

e For a svare, ma vi se pa definisjonen av .
M, u |= VaStor(x)
for alle a € |M| sa M, u{z — a} |= Stor(z)
for alle a € | M| sa zM#{#—at ¢ StorM
for alle a € | M| sé pu{x — a}(x) € Stor™

for alle a € | M| sé a € Stor’™

e Siden | M| = {m, Q,A} og Stor™ = {°7A}, s kan vi konkludere med NEI.

6.4 Oppgaver

Normalformer

Negasjons normalform

I dette oppgavesettet skal vi se neermere pa normalformer. Formelen —(P A Q) kan ogsa skrives som =PV —Q).
Formlene er ekvivalente, dvs. at =(P A Q) sann hvis og bare hvis =P V =Q er sann. I formelen =P V =@
forekommer negasjonstegnet (—) kun foran atomeere formler. Vi sier at formler med denne egenskapen er
pa negasjons normalform. Merk at definisjonene nedenfor gjelder bade for utsagnslogiske og fgrsteordens
formler.

Definisjon 6.4.1 (Negasjons normalform — NNF). En formel er pd negasjons normalform (NNF) huvis
negasjonstegnet kun forekommer foran atomeere delformler.

Teorem 6.4.1. Enhver formel kan skrives om til en ekvivalent formel pa negasjons normalform.

Vi skal ikke se pa beviset for teoremet, men ngye oss med a liste opp fglgende ekvivalenser, som lett kan
verifiseres med f.eks. sannhetsverditabeller nar formlene er utsagnslogiske.

) TS

) o= Y& VY

3) ~(pAY) & =V 9
)

(P V) & e Ay
I tillegg har vi fglgende ekvivalenser for kvantorer.

72



(5) Vo & Jz—p
(6) ~Jxp & Vo

Lest fra venstre mot hgyre kan ekvivalensene 1-6 sees pa som omskrivingsregler. La oss se pa et eksempel
der vi illustrerer hva vi mener. Formelen —Va(Px — JyQy) kan omskrives pa folgende mate:

=z (Px — JyQy) Jz-(Pz — JyQy)
Jz—(—-Pzx V JyQy)
Jz(—-—Pzxz A —JyQy)
Jz(Pz A =JyQy)

Jz(Px A Vy—Qy)

§8 8 g

Her brukes ekvivalensene 5, 2, 4, 1 og deretter 6 som omskrivingsregler for & komme fram til resultatformelen
pa negasjons normalform.

Oppgave 6.1 (Negasjons normalform) Skriv om folgende formler til negasjons normalform.

a. =(P— Q)

b. =Vx Pz

c. ~Jz(Pzr — Q)

d. =3z(Pz — (Qz A —Rx))

Gjor bevis for at

e. ekvivalens 5 holder.

f. ekvivalens 6 holder.

Preneks normalform

I formelen Vx Pz VVxQx er variabelen x bundet av to forskjellige kvantorer. Hvis vi dgper om « til y i hgyre
delformel far vi formelen Vz Pz V VyQy, der hver kvantor binder en unik variabel. Generelt kan vi alltid
omforme en formel til en ekvivalent formel der alle kvantorene binder unike variable. La oss i det folgende
anta at alle formler har denne egenskapen.

Definisjon 6.4.2 (Preneks normalform — PNF). En formel ¢ er pa preneks normalform (PNF') hvis ¢ er
pa formen

Q121 ... Qnrptp

der hver Q; er en kvantor (V eller 3), hver x; er en variabel og ¥ er en dpen (kvantorfri) formel.

Merk at listen med kvantorer kan vere tom, dvs. at enhver kvantorfri formel er pa preneks normalform.
Enhver formel kan transformeres til en ekvivalent formel pa preneks normalform pa fglgende mate.

1. Dgp om bundne variable som beskrevet ovenfor slik at hver kvantor binder en unik variabel.
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2. Transformer formelen til negasjons normalform.

[43

3. Bruk ekvivalensene 7-10 nedenfor til a flytte kvantorene “ytterst”.

7) Yep ANy & Ve(p Ay

9) Vzo Vi & Va(pVy

(7) (e A1)
(8) Fzp Ay & Fa(p AY)
9) (p V)
(10) Fzp VY < Jz(p V)

Oppgave 6.2 (Preneks normalform) Skriv om fglgende formler til preneks normalform.

a. "VzxPzx

b. VaPz VVzQux

c. Vo (Pzr — JzQx)

d. (VzPx VVzQx) — Vz(Pz V Q)

Bevis at

e. ekvivalens 7 holder.

f. ekvivalens 8 holder.
Hvis vi ikke sgrger for at hver kvantor binder en unik variabel, sa holder ikke ekvivalensene 7-10 over.

g. Er VaPx VvV VzQu ekvivalent med Va(Px V Qx)? Lag et bevis eller finn et moteksempel.

Disjunktiv og konjunktiv normalform - for utsagnslogikk

Vi har til na i kurset sett pa disjunksjoner (¢ V1)) og konjunksjoner (p A1) med to argumenter. Konnektivene
V og A kan imidlertid generaliseres til a ta mer enn to argumenter.

Definisjon 6.4.3.

A
A

e FEn generalisert disjunksjon er en formel pa formen (o1 V ...V @,) der hver ¢; (1 < i < n) er en

formel.

e FEn generalisert konjunksjon er en formel pa formen (o1 A ... A @y,) der hver @; (1 < i < n) er en
formel.

Ved a bruke de generaliserte konnektivene kan vi f.eks. skrive PVQV R der vi tidligere matte skrive PV(QV R)
(eller (PV @)V R). Legg merke til at P bade er en generalisert disjunksjon og konjunksjon. Fra na av bruker
vi kun de generaliserte konnektivene. For a definere disjunktiv og konjunktiv normalform trenger vi i tillegg
begrepet literal.

Definisjon 6.4.4.
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e FEn literal er en atomer formel eller negasjonen av en atomer formel.

e FEn formel er pa disjunktiv normalform (DNF) hvis den er en disjunksjon av en eller flere konjunksjoner
av en eller flere literaler.

e FEn formel er pa konjunktiv normalform (KNF) hvis den er en konjunksjon av en eller flere disjunk-
sjoner av en eller flere literaler.

Det folger fra definisjonene at envher formel pa DNF eller KNF ogsa er pa NNF. Noen eksempler:

e —P er bade pa DNF og KNF.

o (PA=Q)V (~RAS) er pa DNF.

e (PV-Q)A(-RVS) er pa KNF.

e PV (@ er bade pa DNF og KNF.

e P AQ er bade pa DNF og KNF.

e —(PV Q) er hverken pa KNF, DNF eller NNF.

e PV(QA(RVS)) er hverken pa KNF eller DNF, men er pa NNF.
De distributive lover er fglgende ekvivalenser (for alle utsagnslogiske formler A, B eller C):

11) AV(BAC) < (AV B)A

12) (AAB)VC & (AVC) A

(11) ( ) A ( )
(12) ( ) A ( )
(13) AN(BVC)< (AANB)V(ANQC)
(14) (AVB)AC < (AAC) V ( )

Lest fra venstre mot hgyre kan disse ogsa leses som omskrivingsregler. Eksempel pa overfgring til DNF:

(AVB)A(CVD) ~ ((AvVB)ANC)V ((AV B)AD)
~>(ANC)V(BAC)V ((AV B)AD)
~ (ANC)V(BAC)V(AAD)V (BAD)

Oppgave 6.3 Overfgr hver av fglgende formler til ekvivalente formler paA DNF og KNF.
1. P—Q
2. (P—Q)—(Q@—R)

3. (PVQ)A(RAS)

4. -PAQ)—R

Forklar hva som er sammenhengen mellom DNF, KNF og sannhetsverditabeller.
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Andre oppgaver

Oppgave 6.4 La M vare en modell. Omformuler definisjonen av semantikken for forsteordens logikk
ved a definere (rekursivt) en funksjon vy : F — Bool slik at vaq(¢) = 1 hvis og bare hvis M = . Hint
1: vaq er helt lik en boolsk valuasjon, bortsett fra pa formler som har en kvantor ytterst. Hint 2: En boolsk
valuasjon v kunne ha vert definert slik: v(A A B) = min{v(A4),v(B)} og v(AV B) = max{v(A),v(B)}. Hint
3: Kvantorene kan ses pa som en form for uendelige konnektiver.

Oppgave 6.5 (Konger, damer og tigre III) Kongen var misforngyd, for alle fangene klarte
oppgavene. Derfor bestemte han seg for a gjgre oppgavene litt vanskeligere. Kongen forklarer: “I det venstre
rommet (rom 1), sé er det slik at hvis det er en dame der, sa er det som star pa utsiden sant, men hvis det
er en tiger der, sa er det som star pa utsiden usant. I det andre rommet (rom 2), sa er det omvendt: Hvis
det er en dame der, sa er det som star pa utsiden usant, og hvis det er en tiger der, sa er det som star pa
utsiden sant. Det er mulig at begge rommene inneholder en tigre eller at begge rommene inneholder damer,
eller at det er en tiger og en dame.”

(1) (2)
BEGGE ROMMENE BEGGE ROMMENE
INNEHOLDER DAMER INNEHOLDER DAMER

Hvilket rom velger du?

(Oppgaven er hentet fra The lady or the tiger?, Raymond Smullyan, 1982)
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Forelesning 7: Fgrsteordens logikk — sekventkalkyle og sunnhet

Christian Mahesh Hansen - 3. mars 2007

7.1 Repetisjon: Fgrsteordens syntaks og semantikk

Et forsteordens sprak £ bestar av:

1. Logiske symboler
e konnektiver: A, V, — og —
e hjelpesymboler: ‘(" og ‘)’ og ‘)’
e kvantorer: 3 og V
e variable: V = {x1,x2,23,...}
2. Ikke-logiske symboler:

e en tellbar mengde konstantsymboler
e en tellbar mengde funksjonssymboler (med aritet)

e en tellbar mengde relasjonssymboler (med aritet)

e De ikke-logiske symbolene utgjgr en signatur

<{Cl702703,...}; {fl,fg,fg,...} ;{Rl,Rg,Rg,...}>.

konstantsymboler funksjonssymboler relasjonssymboler

Hvis et forsteordens sprak L er gitt, sa far vi (definert induktivt):

1. Mengden 7 av termer i L:

e Enhver variabel og konstant er en term.

e Hvis f er et funksjonssymbol med aritet n og t1,...,t, er termer,sa er f(t1,...,t,) en term.

2. Mengden F av formler i L:

e Hvis R er et relasjonssymbol med aritet n og t1,...,t, er termer,sa er R(ty,...,

formel.
e Hvis p og v er formler,sa er =, (¢ A1), (¢ V) og (¢ — 1) formler.

e Hvis ¢ er en formel og z er en variabel,;sa er Yz og Jxp formler.

t,) en (atomaer)

Alle forekomster av en variabel x i ¢ sies a vaere bundet i formlene Vap og dxp og innenfor skopet til

den gjeldende kvantoren.

Hvis M er en modell, i en variabeltilordning for M, og ¢ er en formel, sa definerte vi M, u |= .

e For atomaere formler: M, |= R(ty,...,t,) hvis (&4, . tM#) € RMon,
o M, u = —p hvis det ikke er tilfelle at M, u = .
o M = @Ay hvis M, pu = og M, p = 4.
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e M ulE oV hvis M, u = ¢ eller M, p |= 1.

o M,ul= ¢ — 1 hvis M, u |= ¢ impliserer M, p = 4.

o M, u = Vap hvis M, p{z — a} = ¢ for alle a i |M]|.

o M, p | 3z hvis M, u{x — a} = ¢ for minst en a i |IM].
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7.1.1 Oppfyllbarhet

-3.6cm-
3.6cm
e Er det slik at M F JzLiten(z) 7
e For & svare, ma vi se pa definisjonen av |=.
M, u = JzLiten(x)
det fins en a € |[M] slik at
M, p{z — a} = Liten(z)
det fins en a € | M| slik at z*#{=~2} ¢ Liten™
det fins en a € | M| slik at u{z + a}(x) € Liten™
det fins en a € | M| slik at a € Liten™™
e Siden Liten™ = {@,A}, kan vi konkludere med JA.
-3.6cm-

A
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3.6cm
M E Vz(Sirkel(z) — JyFzMellom(z, y, 2))

for alle a € |M] sa
M, {x — a} = Sirkel(z) — JyFzMellom(z, y, z)

for alle sirkler a € | M| sa
M, {z — a} = FyFzMellom(z, y, 2)

for alle sirkler a € | M| sa

fins b, c € (M| slik at M{z — a,y — b,z — c} = Mellom(z,y, 2)
Pastanden holder, fordi
(0, -, (NS Mellom™ og

(@,@,4) € Mellom™.
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-3.6cm-

3.6cm
Er fplgende formler oppfyllbare samtidig?

1. Stor(a) A Liten(b)
2. Va(Trekant(z))

. Vz(Inntil(z, a) V Inntil(z, b))

B~ W

. =3z(VenstreFor(z, a) V HoyreFor(z, a))
5. Va(Stor(xz) — JyOver(y, x))
Svaret er JA!

-3.6cm-

" J
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3.6cm
Er folgende formler oppfyllbare?

1. =Sirkel(a) A ~Trekant(a) A =Firkant(a))
Svaret er JA!
La M| = {0} og aM = “ J

2. Liten(a) A Stor(a)
Svaret er JA!

La [M| = {s}, aM = s og Liten™ = Stor™ = {o}

7.2 Forsteordens sekventkalkyle

7.2.1 Introduksjon
e Vi har til na sett sekventkalkyle for utsagnslogikk.
e Vi har bevist sunnhet og kompletthet av denne kalkylen.

e Na skal vi gjgre det samme for fgrsteordens logikk!

Gitt en forsteordens formel ¢, er ¢ gyldig?
e Husk: vi introduserte LK som et systematisk forspk pa a falsifisere.

e La oss se pa et eksempel.

X X
—Qa, Pa F Pa Qa F Qa,—Pa
-Qa + —Pa,Pa Qa,—~Qa + —Pa
F Pa,—Qa — —Pa Qa F —Qa — —Pa

Pa — Qa F —Qa — ~Pa
Ve(Pr — Qz) - —Qa— —Pa
Vaz(Pzr — Qz) F Va(-Qzr — —Px)

Eksempel

e Falsifisere formelen Vz(-Qx — —Pxz):

— Introdusere et vitne som gjor formelen usann.

— Sette inn et nytt konstantsymbol a for z.
e Oppfylle formelen Va(Pz — Q):

— Da ma delformelen veere sann uansett hva vi setter inn for .

— Spesielt ma delformelen veere sann nar vi setter inn a for x.
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e Vi kan na anvende a- og (-reglene og lukke.

La oss forsgke med en annen regel-rekkefglge:

X X
-Qa, Pa, Po — Qo + Pa Qa, Po — Qo F Qa,—Pa
=Qa, Po — Qo + —Pa, Pa Qa,—Qa,Po — Qo + —Pa
,Po— Qo F Pa,~Qa — —Pa Qa, Po — Qo + =Qa — —Pa

Va(Px — Qx), Pa — Qa,Po— Qo +  —=Qa — —Pa
Ve(Pz — Qx),Po— Qo + —-Qa — —Pa

Ve(Pz — Qz), Po — Qo F Vz(-Qx — —Px)

Va(Pz — Qx) F Vz(-Qz — —Pxzx)

Eksempel

e Oppfylle Vz(Px — Qux):

— Hva skal vi sette inn for 7 Vi bruker en dummykonstant o.
e Falsifisere Vz(—Qx — —Pzx):

— Vitnet ma veere ubrukt. Kan derfor ikke sette inn o. Setter inn a.
e Oppfylle Vz(Pz — Qz). Da ma vi kunne sette inn a for z!

— Vi ma ta kopi av V-formelen nar vi setter inn for x.

— Setter inn a for z.

e Vi kan na anvende o~ og (3-reglene og lukke.

Motivasjon

e Vi skal na definere sekventkalkylen LK for fgrsteordens logikk.
e Vi trenger slutningsregler for formler med kvantorene V/3.
e Fra de foregaende eksemplene har vi:

— Hvis vi skal oppfylle en formel Vazp sa ma vi oppfylle ¢[t/z] for alle valg av term t.
— I tillegg trenger vi en ekstra kopi av Vzo.

— Hyvis vi skal falsifisere Ve ma vi velge et vitne — et ubrukt konstantsymbol a — slik at p[a/z] er
usann.

- A oppfylle/falsifisere I-formler blir dualt.

e Vi skal na definere begreper som sekvent, aksiom, utledning og bevis for forsteordens sprak.
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7.2.2 Sekventer og aksiomer

Definisjon 7.2.1 (Parameter). La L vere et forsteordens sprik og la par vere en tellbart uendelig mengde
av konstantsymboler, kalt parametre, forskjellige fra symbolene i L. La LP?" wvere forsteordens spraket man
far ved a ta med disse som konstantsymboler.

Definisjon 7.2.2 (Sekvent). En sekvent er et objekt pa formen I' = A slik at T' og A er multimengder av
lukkede forsteordens formler ¢ LP".

Definisjon 7.2.3 (Aksiom). Et aksiom er en sekvent pa formenT', At A, A slik at A er en atomer formel.

Oppgave. Hvilke av uttrykkene nedenfor er sekventer?

o Prt Qx

e VxPxt JzQx

o Pa,Vz(Qx — Rx)F Qb — Rb
e YxPx, Pat Pa,3xPa

Hvilke av sekventene over er aksiomer?

7.2.3 Sekventkalkyleregler
Definisjon 7.2.4 (y-regler). ~v-reglene i sekventkalkylen LK er:

L,\Vzp, o[t/x] F A I'F A, Jzp, o[t/z]
IWVxp A ' A Jzp

R4

t er en lukket term
Merk: kopieringen av hovedformelen i y-reglene medfgrer at bevissgk i fgrsteordens logikk ikke ngdvendigvis
behgver a terminere!

Definisjon 7.2.5 (§-regler). d-reglene i sekventkalkylen LK er:

T, FA L'FA,
plaal b & _ dlafs]
I3z F A ' AVzp

a er en parameter som ikke forekommer i konklusjonen.

e ~-reglene erstatter den bundne variabelen med en lukket term.
e J-reglene erstatter den bundne variabelen med et konstantsymbol.
e Det betyr at hvis hovedformelen er lukket, sa er ogsa de aktive formlene lukkede.

o - og d-reglene er derfor veldefinerte i den forstand at alle sekventer forblir lukket.

Definisjon 7.2.6 (Slutningsreglene i forsteordens LK). Slutningsreglene i forsteordens LK er a- og 3-reglene
fra utsagnslogisk LK og v- og d-reglene.
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7.2.4 Slutninger

e Som i utsagnslogikk definerer reglene slutninger ved at vi erstatter symbolene i reglene med lukkede
fgrsteordens formler:

I, Vep,plt/z] F A Pa,Vr(Px — Qx),Pa — Qa F Qa
I\WVep A Pa,Vz(Px — Qz) F Qa

Lv

e Begrepene innfert i tilknytning til regler /slutninger i utsagnslogisk LK gjelder ogsa i fgrsteordens LK:

Sekventene over streken kalles premisser.

Sekventen under streken kalles konklusjon.

Teksten til hgyre for streken er regelens navn.

e Formelen som forekommer eksplisitt i konklusjonen kalles hovedformel.

Formlene som forekommer eksplisitt i premissene kalles aktive formler.

Formlene som forekommer i I og A kalles ekstraformler.

7.2.5 Utledninger
o FEtt-premissregler: a-, y- og d-reglene.
e To-premissregler: (-reglene.

Definisjon 7.2.7 (LK-utledninger — basistilfelle). En sekvent T' = A, hvor T' og A er multimengder av
lukkede forsteordens formler i L, er en LK-utledning.

r-A

Her er ' A bade rotsekvent og lpvsekvent.

e Merk: spraket £P?" brukes ikke i rotsekventen, men kun for a introdusere nye parametre i j-reglene.

Definisjon 7.2.8 (LK-utledninger — ett-premissutvidelse). Hvis det finnes en LK-utledning med en lgvsekvent
T'F A og en ett-premisslutning med konklusjon T' = A og premiss IV = A, sa er objektet vi far ved d plassere
I+ A’ over T'H A en LK-utledning.

'k A
reA

Mr=A

Definisjon 7.2.9 (LK-utledninger — to-premissutvidelse). Huvis det finnes en LK-utledning med en lpvsekvent
T'E A og en to-premisslutning med konklusjon I' = A og premisser I = A’ og T = A", sa er objektet vi far
ved a plassere I F A’ og T" = A" over I' - A en LK-utledning.
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FI'_A/ I\/I'_A//
Mr=A

Mr=A

7.2.6 Bevis

Definisjon 7.2.10 (LK-bevis). Et LK-bevis er en LK-utledning der alle lovsekventene er aksiomer.

Definisjon 7.2.11 (LK-bevisbar). En sekvent I' = A er LK-bevisbar hvis det finnes et LK-bevis med T' - A
som rotsekvent.

7.2.7 Eksempler

Eksempel 1

X
,Pal Pa

VePx - Pa
VxPx + VePx

e Dette viser at sekventen VxPx F VzPx er bevisbar.
e Sekventen er ogsa gyldig, noe som er lett a se:
— Envher modell som oppfyller antecedenten, ma oppfylle succedenten.

e At sekventen er gyldig folger ogsa fra sunnhetsteoremet.

Eksempel 2
X
,Po , Po
VePx + , Po
VePx F dJxPx

e Dette viser at sekventen VaPx - JzPx er bevisbar.
e Sekventen er ogsa gyldig:

— Anta at modellen M gjor Yz Pz sann.

— Domenet ma besta av minst ett element e.

— Siden M | Va Pz sann, gjelder ogsa M, {x — e} = Px.
— Siden M, {z — e} = Pz, gjelder ogsa M |= JxPu.

e At sekventen er gyldig folger ogsa fra sunnhetsteoremet.
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Eksempel 3

X X
,Pa,Qa F Pa ,Pa,Qa F Qa
,PaNQa + Pa ,PaNQa F Qa
Va(Px A Qx) + Pa Vaz(Pz A Qx) F Qa
Vz(Px A Qx) F VxPx Ve(Px A Qx) F VaQu

Va(Px A Qx) F VePz AVzQu

e Dette viser at sekventen Va(Pz A Qx) - VzPx A VzQux er bevisbar.
e Sekventen er ogsa gyldig:

— Anta at modellen M gjor Vo (Pz A Qz) sann.

Velg et vilkarlig element e i domenet til M.
Ved antakelsen gjelder M, {z — e} = Pz A Q.
— Da ma ogsa M, {x — e} E Px og M, {z — e} &= Qx gjelde.

Siden e var vilkarlig valgt, ma M ogsa gjore Ve Px og VrQx sanne.

e At sekventen er gyldig folger ogsa fra sunnhetsteoremet.

Eksempel 4

X
, Lba + Lba,
,Lba + JyLby
VexLxa F JyLby
VeLza - Va3yLaxy
JyVxLzy + VxdyLxy

e Dette viser at sekventen JyVaLxy F VaxdyLaxy er bevisbar.

e Sekventen er ogsa gyldig:

Anta at modellen M gjor FyVaLzy sann.

Da fins det et element a slik at M, {y — a} = VaLzy.

— For a vise at VzdyLxy er sann i M, velg et vilkarlig element b.

Det er nok & vise at M, {z — b} |= JyLzy.

Vi har at M, {y — a,z — b} E Lzy er sann i M, siden M, {y — a} E VzLzy.

— “Hvis det fins en som blir likt av alle, sa har alle noen de liker.”

e At sekventen er gyldig folger ogsa fra sunnhetsteoremet.
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Eksempel 5

,Lbc, Loa + Lba, Ldc,
,Lbc, Loa + Lba,VxLxc,
, Lbc, Loa + Lba,3yVxLxy
,JyLby, Loa + Lba,
Vx3dyLxy, Loa + Lba,
,Loa F VxLzxa,
,Loa F JyVxLzy
,JyLoy F JyVxLzy
VaedyLxy F JyVaLxy

e Vi klarte ikke a bevise sekventen VadyLxy - JyVa Lxy.
e Kan vi klare & lage en motmodell?

— Nar vi kommer til kompletthet, sa skal vi se at det alltid fins en motmodell for ikke-bevisbare
sekventer.

e JA, la M = {a,b} og la LM = {(a,a), (b,b)}.
e “Alle liker seg selv og ingen andre.”
e Da vil M E VaTyLxy.
- M, {z — a} = JyLay, siden M, {z — a,y — a} E Lay.
- M, {z — b} = JyLay, siden M, {z — b,y — b} E Lay.
e Og M £ JyVaLyx.

— M, {y — a} £ VeLay, siden M, {x — b,y — a} £ Lay.
— M, {y — b} £ VaeLay, siden M, {zx — a,y — b} = Lay.

Eksempel 6

X
Po, Pa + VxzPzx, Pa,
Po + Pa,Pa — VzPx,
Po + Pa,3z(Px — VazPx)
Po F VxPz,
F Po — VxPx,
F Jz(Px — VaPx)

e Dette viser at sekventen - Jz(Px — VaPz) er bevisbar.

“Det fins en z slik at hvis z liker fotball, sa liker alle fotball.”

Dette er ikke den samme pastanden som: “Hvis det fins en = som liker fotball, sa liker alle fotball.”

e Oppgave: vis at formelen er gyldig. Argumenter for at formelen er sann i enhver modell.
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7.3 Sunnhet av fgrsteordens sekventkalkyle

7.3.1 Overblikk

e Vi skal na vise at enhver sekvent som kan bevises ved a bruke LK-reglene er gyldig.
e Hvis vi kunne bevise noe som ikke var gyldig, sa ville LK ha veert ukorrekt eller usunn. ..

Definisjon 7.3.1 (Sunnhet). En sekventkalkyle er sunn hvis enhver sekvent som er bevisbar i kalkylen, er
gyldig.

Teorem 7.3.1 (Sunnhet). Sekventkalkylen LK for forsteordens logikk er sunn.

7.3.2 Antakelser om fgrsteordens sprak

e Vi antar i beviset at et fgrsteordens sprak L er gitt.
e En rotsekvent I' H A bestar altsa av lukkede L-formler.

e Fra antakelsen om at I' = A er bevisbar, skal vi vise at I' = A er gyldig.

Med gyldig mener vi gyldig i alle L-modeller.

I en utledning av I' = A brukes det utvidete spraket £P2".

Vi antar derfor i sunnhetsbeviset at alle modeller er £P?"-modeller.

Nar vi har vist at I' = A er gyldig i alle £P¥-modeller, sa ma I' = A ogsa vaere gyldig i alle £L-modeller,
siden I' - A kun bestar av L-formler.

7.3.3 Substitusjonslemma

e Sunnhet og fullstendighet gir ssammenheng mellom

— syntaks (= kalkyle)
— semantikk (M, u = @)

e Kvantorreglene bruker substitusjoner
e Semantikk av kvantorer bruker variabeltilordninger
e Vi trenger derfor en sammenheng mellom

— substitusjoner (= syntaktiske operasjoner)

— variabeltilordninger (= semantiske objekter)
e Substitusjonslemmaet beskriver denne sammenhengen

Lemma 7.3.1 (Substitusjonslemma). La M vere en modell og . en variabeltilordning for M. La s, t vere
termer og x en variabel. Da gjelder:

(t[s/x])M* = Mopp{am sy

La ¢ vere en formel. Hvis s er fri for x i ¢, sa gjelder:

Mwu ): QO[S/.’E] hviss M»N{l' —s SM’M} ': o
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Eksempel: a™ = A. Sa gjelder:
(zlafa))™# = Ml b)

M, i = Jy.dnntil(z,y))[z/a] hviss M, u{z — A} = Jy.Inntil(z, y)

7.3.4 Bevisstruktur
Strukturen i beviset for sunnhet

Vi viser fglgende lemmaer:

1. Alle LK-reglene bevarer falsifiserbarhet oppover.
2. En LK-utledning med falsifiserbar rotsekvent har minst én falsifiserbar lgvsekvent.

3. Alle aksiomer er gyldige.

Til slutt vises sunnhetsteoremet ved hjelp av lemmaene.

7.3.5 Reglene bevarer falsifiserbarhet

Definisjon 7.3.2. En LK-regel 0 er falsifiserbarhetsbevarende (oppover) hvis hver gang konklusjonen i en
0-slutning er falsifiserbar, sa er ogsa minst ett av premissene i slutningen falsifiserbart.

Lemma 7.3.2. Alle LK-reglene er falsifiserbarhetsbevarende.

e Vi har vist at a- og (-reglene har egenskapen.

e Gjenstar a vise at - og d-reglene har egenskapen.

Bevis for at LV bevarer falsifiserbarhet

L,\Vzp, p[t/x] A

LY t er en lukket term
'V FA

e Anta at modellen M falsifiserer konklusjonen I', Vxp - A.

M gjor alle formlene i ' U {Vze} sanne og alle formlene i A usanne.

Det holder a vise at M |= ¢[t/x]. Da er premisset falsifisert av M.

Siden M = Vzo har vi at M, {z — d} | ¢ for alle d € |M|. (Her bruker vi semantikken av V.)

Spesielt har vi at M, {z — tM} = .

Med Substitusjonslemmaet far vi: M |= ¢[t/z].
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Bevis for at L3 bevarer falsifiserbarhet

T, ola/z] F A
I3z FA

L3 a er en parameter som ikke
forekommer i konklusjonen

Anta at modellen M falsifiserer konklusjonen I', 3xp - A.

M gjor alle formlene i ' U {3z} sanne og alle formlene i A usanne.
e Vi ma finne en modell som falsifiserer premisset.

e Men, vi kan ikke uten videre anta at M = p[a/z].

Siden M = 3z har vi at M, {z +— d} |= ¢ for en d € | M|.

Fra modellen M lager vi en ny modell M’ pa fglgende mate:

— M’ skal veere helt lik M bortsett fra nar det gjelder tolkningen av a.

— Parameteren a skal tolkes som elemenet d, dvs. aM' =

Vi konkluderer med at M’ falsifiserer premisset:

— Siden a ikke forekommer i konklusjonen, sa ma M’ og M tolke formlene i I og A likt. M’ gjor
derfor alle formlene i I sanne og alle formlene i A usanne.

— M {z — d} = ¢, og med substitusjonslemmaet M’ |= ¢[a/x].

Et eksempel

e Anta at M er en modell med domene {1,2} slik at PM = {2}.
e Anta at a og b er parametre slik at a™ = M = 1.

e Da vil M = Pa og M [~ Pb.

Pb Pa
dexPx + Pa

e Vi har at M falsifiserer konklusjonen:

M = 3z Pz, siden M, {z — 2} = Pux.
M £ Pa.

e Men, M falsifiserer ikke premisset, siden M (£~ Pb.
e Vi lager en ny modell M’ som er slik at WM = 2.

e Da vil M’ falsifiserer premisset.
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Bevis for at R3 og RV bevarer falsifiserbarhet

e beviset for R er dualt til det for LV

e beviset for RV er dualt til det for L3

Lemma 7.3.3. Huis rotsekventen i en LK-utledning 7 er falsifiserbar, sa er minst én av lgvsekventene i ©
falsifiserbar.

e Beviset gar likt som for utsagnslogikk ved strukturell induksjon pa LK-utledningen 7.
e Basissteget (7 er en sekvent I' F A) er trivielt, siden eneste sekvent I' = A er bade rot- og lgvsekvent.
e To induksjonssteg: ettpremiss- og topremissutvidelse.

e Begge bruker lemmaet om falsifiserbarhetsbevaring (oppover).

7.3.6 Alle aksiomer er gyldige

Lemma 7.3.4. Alle aksiomer er gyldige.

Beviset gar likt som for utsagnslogikk.

Et aksiom er pa formen:
D, P(ty,...,tn) F P(t1,...,tn), A

Enhver modell som oppfyller antecedenten ma oppfylle P(t1,...,t,).

Dermed oppfylles den samme formelen P(tq,...,t,) i succedenten.

7.3.7 Sunnhetsbeviset

Teorem 7.3.2 (Sunnhet). Sekventkalkylen LK for forsteordens logikk er sunn.

Beuvis.

e Anta at ' H A er LK-bevisbar.

e La 7 vaere et LK-bevis med rotsekvent I' - A.

Anta for motsigelse at I' = A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.

Ved Lemma fins det minst én lgvsekvent i m som er falsifiserbar.

e Siden 7 er et bevis, ma lgvsekventen veere et aksiom.

Ved Lemma ma lgvsekventen veere gyldig. Det gir en motsigelse.

Da ma I' - A vaere gyldig.
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7.4 Oppgaver
Oppgave 7.1 Bevis eller finn motmodeller for fglgende sekventer

1. Va(Px — Pfz)F Pa — Pffa
2. Va(Pz — JxPx
Pz — JxPx

- W

Jx(
Va(Px — VaxPx

o

)
)
)
Jz(Px — YV Px)
PV Vz—Qx F V(P V -Qx)

VaVy(Pxy — Pyz),YadyPxy b VaIy(Pry A Pyzx)
Jz(Pz V Q) b Jx Pz VvV JzQx

© »®» N >

Jz(Px A Qz) F Pz A JzQx
10. F Vz3yVz3w(Raxy — Rwz)
11. Vz((Pz A Qx) — Rx) F Va(Px — Rx) V Va(Qr — Rx)

Oppgave 7.2 Vis at LK er sunn hvis og bare hvis enhver oppfyllbar mengde I' er konsistent.

Oppgave 7.3 LaT vare en mengde formler. La ¢ € I'. Vi sier at ¢ er uavhengig av de andre formlene
i T, hvis det er slik at I'\ {p} t/ .

(1) VaVyVz(Rxy A Rxz — Rxz)
(2) VaVy(Rzy — Ryx)
(3) VzRzzx

(1), (2) og (3) aksiomatiserer en ekvivalensrelasjon. Vis at alle tre er uavgengig av hverandre. (Hint: bruk
sunnhetsteoremet.)
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Forelesning 8: Fgrsteordens logikk — kompletthet
Martin Giese - 10. mars 2008

8.1 Repetisjon: Kalkyle og Sunnhet av LK

8.1.1 Sekventkalkyleregler

Definisjon 8.1.1 (y-regler). ~-reglene i sekventkalkylen LK er:

I,\Vzp, o[t/z] F A I'F A, Jzp, o[t/z]
IWVxp F A ' A Jzp

R4

t er en lukket term

Merk: kopieringen av hovedformelen i v-reglene medfgrer at bevissgk i fgrsteordens logikk ikke ngdvendigvis
behgver a terminere!

Definisjon 8.1.2 (d-regler). d-reglene i sekventkalkylen LK er:

T, pla/z] - A I'F A pla/z]
Lz F A '+ A Vo

a er en parameter som ikke forekommer i konklusjonen.

8.1.2 Bevisstruktur

Strukturen i beviset for sunnhet

Vi viser fglgende lemmaer:

1. Alle LK-reglene bevarer falsifiserbarhet oppover.
2. En LK-utledning med falsifiserbar rotsekvent har minst én falsifiserbar lgvsekvent.

3. Alle aksiomer er gyldige.

Til slutt vises sunnhetsteoremet ved hjelp av lemmaene.

Bevis for at LV bevarer falsifiserbarhet

T,Vap, olt/z] F A

LY t er en lukket term
\Vzp F A

e Anta at modellen M falsifiserer konklusjonen I', Vxp - A.

e M gjor alle formlene i I' U {Vxp} sanne og alle formlene i A usanne.
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Det holder a vise at M = ¢[t/z]. Da er premisset falsifisert av M.

Siden M = Vap har vi at M, {z +— d} = ¢ for alle d € |[M]|. (Her bruker vi semantikken av V.)

Spesielt har vi at M, {x — tM} = .

Med Substitusjonslemmaet far vi: M |= ¢[t/z].

Bevis for at L3 bevarer falsifiserbarhet

T,pla/z] FA
L3z HA

L3 a er en parameter som ikke
forekommer i konklusjonen

Anta at modellen M falsifiserer konklusjonen I', 3z - A.

M gjor alle formlene i I' U {Jzp} sanne og alle formlene i A usanne.

Vi ma finne en modell som falsifiserer premisset.

e Men, vi kan ikke uten videre anta at M = pla/z].

Siden M = 3z har vi at M, {z + d} |= ¢ for en d € | M|.

Fra modellen M lager vi en ny modell M’ pa fglgende mate:
— M/’ skal veere helt lik M bortsett fra nar det gjelder tolkningen av a.
— Parameteren a skal tolkes som elemenet d, dvs. aM' =

e Vi konkluderer med at M’ falsifiserer premisset:

— Siden a ikke forekommer i konklusjonen, sa ma M’ og M tolke formlene i T og A likt. M’ gjor
derfor alle formlene i I" sanne og alle formlene i A usanne.

— M’ {z — d} &= ¢, og med substitusjonslemmaet M’ = ¢[a/x].

8.2 Kompletthet av LK

8.2.1 Kompletthet — Overblikk
e Vi skal na bevise at LK er komplett.
e ITkke bare er LK sunn, den kan ogsa vise alle gyldige sekventer.

e Det er ingen “hull” i mengden av LK-bevisbare formler.

Det er to mater a forsta “fra ¢ fglger ¢” pa:

1. Semantisk: ¢ F 1, hvis ¢ er sann, sa er 1 sann.

2. Syntaktisk: ¢ F 1, det fins et bevis for sekventen ¢ - 1 / fra antakelsen @, sa kan v bevises.

Med sunnhet og kompletthet, sa blir disse ekvivalente.
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Kurt Godel (1906-1978)

En av de mest betydningsfulle logikere noensinne.

Har hatt enorm innflytelse pa logikk, matematikk og filosofi.

Det er han som fgrst viste kompletthet av fgrsteordens lo-
gikk (1929).

Er mest kjent for ufullstendighetsteoremene (1931) og
at kontinuumshypotesen er konsistent med mengdeleeren
(1937).

Kurt Godel (1906-1978)

Teorem 8.2.1 (Kompletthet). Hvis I'F A er gyldig, sa er den bevisbar i LK.

For a vise kompletthet, viser vi den ekvivalente pastanden:

Lemma 8.2.1 (Modelleksistens). Hvis I' = A ikke er bevisbar i LK, sa er den falsifiserbar.

Dvs. det finnes en modell som gjgr alle formler i I' sanne og alle formler i A usanne.

Merk at vi uansett gar fra en universell pastand (“for alle modeller”) til en eksistensiell pastand (“det fins
et bevis”).

8.2.2 Strategier

e Hvis en formel eller sekvent er gyldig, kan vi ha en garanti for at vi finner et bevis ved a begynne med
en rotsekvent og anvende LK-reglene gjentatte ganger?

e For & gjore dette litt mer presist, innfgrer vi begrepet strategi.
Definisjon 8.2.1 (Strategi). En strategi for LK er en angivelse av hvordan LK-reglene systematisk skal
anvendes pa formler i LK-utledninger.

e Med vilje litt vagt. Mye kan veere en strategi.

e Vi er interessert i strategier som garanterer at vi far et bevis til slutt hvis det er slik at bevis fins. La
oss kalle slike strategier for “gode”.

Definisjon 8.2.2 (Formeltype). La ¢ vere en formel i en utledning. Vi sier at ¢ er av type 0 hvis ¢ kan
veere hovedformelen i en 6-slutning.

Eksempel.
Pa A Pb,QaV QbtF JzPx,VxPx

o Pa N Pb er en a-formel
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e QaV Qb er en B-formel
e JdxPx er en y-formel

o Yz Px er en §-formel

En enkel strategi

1. Anvend a-regler sa mange ganger som mulig, dvs. helt til ingen lgvsekvent lenger inneholder en formel
av type a. Ga til 2.

2. Anvend [(-regler sa mange ganger som mulig.

X X
PQFP PQFQ
PQFPAQ
PAQEPAQ

2

e Denne strategien er ikke “god”. Det kan hende at 1 ma anvendes etter at 2 er anvendt.

En “god” strategi for utsagnslogikk.

1. Anvend a-regler s4 mange ganger som mulig. Ga til 2.
2. Anvend (-regler sa mange ganger som mulig. Ga til 3.

3. Hvis det er mulig a anvende en a-regel, ga til 1.

X X
P,QFPRR PQFQRR 5
Ple_P/\QvRvR X
-(PANQ),P,QF R,R R, PQFRR

~(PANQ)VR,P,QF R, R :
~(PANQ)VR,P+R,Q—R
~(PANQ)VRFP—-RQ—R
~PAQ)VRF (P—R)V(Q — R)

1

e Hva skal til for at en strategi skal veere “god”?

1. Alle formler ma analyseres fgr eller senere.

Pffa,Pfa,Pa,VrPzx,QfaNQfat Qfa
Pfa,Pa,VYePx,Qfa NQfat Qfa
Pa,VxPzr,QfaNQfat Qfa
VePx,QfaNQfal Qfa

2. Vi ma forsgke a sette inn “alle termer” for y-formler.
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Pgga, Pga, Pa,VxPx - Qga, Pfffb
Pga, Pa,YzPx - Qga, Pfffb
Pa,YxPx - Qga, Pfffb

VePx F Qga, Pfffb

e Vi ma kunne snakke om “alle termer” pa en presis mate. ..

8.2.3 Herbranduniverset

Definisjon 8.2.3 (Herbranduniverset). La T vere en mengde termer. Da er H(T), Herbranduniverset til
T, den minste mengden slik at:

e H(T) inneholder alle konstanter fra T'. Hvis det ikke er noen konstanter i T, sa er en parameter o fra
par (kalt en dummykonstant) med i H(T).

e Huis f er et funksjonssymbol i T med aritet n og ty, ..., t, ertermer i H(T), sa er f(t1,...,tn) i H(T).
Herbranduniverset til en mengde formler er Herbranduniverset til mengden av termer som forekommer i

formlene. Herbranduniverset til en gren er Herbranduniverset til mengden av formler som forekommer i
grenen.

e Intuitivt, sa er Herbranduniverset til 7" mengden av alle lukkede termer som kan genereres fra termer
iT.
Eksempel. La T = {f(z)}.Da er Herbranduniverset til T'mengden
{o. fo,ffo,fffo,...}
Eksempel. La T = {a, f(x)}.Da er Herbranduniverset til T'mengden
{a, fa, ffa, fffa,...}

Eksempel. La F = {VxH(f(g(z)))}.Da er Herbranduniverset til F' mengden

{o, fo,go, fgo,gfo, ffo,gg0,,...}

8.2.4 Rettferdige strategier

e Enhver rettferdig strategi ma gjore at

— alle formler blir analysert fgr eller senere, og

— alle y-formler blir instansiert med alle termer for eller senere.
e Hvis vi fglger en rettferdig strategi, sa skal én av to ting skje:

1. Enten sa klarer vi a lukke alle grener og far et bevis,

2. eller sa fins en apen gren som vi kan lage en motmodell fra.

e For at dette skal gi mening ma vi godta at utledninger kan veere uendelig store, dvs. ha uendelig lange
grener.
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Vi kan tenke at vi gar til grensen i konstruksjonen av en utledning, enten ved at ingen regler lenger kan
anvendes eller ved a fortsette med regelanvendelser i det uendelige. Vi kaller slike for grenseutledninger.

Vi inkluderer altsa uendelige treer nar vi snakker om grenseutledninger.

e Merk: hvis alle grener i en utledning kan lukkes, sa er utledningen endelig.

e Vi skal na abstrahere over alle “gode” strategier.

Definisjon 8.2.4 (Rettferdig strategi). En strategi er rettferdig hvis enhver grenseutledning som fas ved a
folge strategien har folgende egenskaper:

1. Hvis ¢ er en a-, 3- eller 6-formel i en gren som ikke er lukket, sa er ¢ hovedformel i en slutning i
grenen.

2. Huvis ¢ er en ~y-formel pa formen Qi i en gren som ikke er lukket, sa er ¢[t/x] aktiv formel i en
slutning i grenen, for alle termer t i Herbranduniverset til grenen.

8.2.5 Konigs lemma

Lemma 8.2.2 (Konigs lemma). Hvis T er et uendelig tre, men hvor enhver forgrening er endelig, sda fins
det en uendelig lang gren.

Bevis. Vi definerer en uendelig lang gren induktivt. La ug vere rotnoden i treet T. Siden T er uendelig og
ug har endelig mange etterkommere, sa ma ett av de umiddelbare deltrerne fra ug vere uendelig. (Ellers
ville T ha vert et endelig tre.) La u; vere rotnoden i et slikt deltre. Hvis grenen ug,uq, ..., u, er generert,
sa finner man neste node un,+1 ved samme type resonnering. Denne prosessen gir en uendelig gren.

Korollar 8.2.1. Hvis T er et tre hvor enhver forgrening er endelig, og hvor alle grener er endelig lange, sa
er T endelig.

8.2.6 Bevis for modelleksistensteoremet

e Anta at I' H A ikke er bevisbar.

e La 7 veere en utledning (muligens uendelig) av I' = A som fremkommer ved & fplge en rettferdig
strategi. “En maksimal utledning”.

e Siden I' - A ikke er bevisbar, sd ma det finnes minst en gren som ikke er lukket. (Her bruker vi Konigs
lemma.) La G vaere en slik gren. La
G veere mengden av alle formler som forekommer i en antecedent i G,
G+ vaere mengden av alle formler som forekommer i en succedent i G, og

A veaere mengden av alle atomaere formler som forekommer i G .

e Vi konstruerer na en motmodell M for I' - A.

e La domenet til M veere Herbranduniverset til grenen (dvs. mengden av alle lukkede termer som kan
genereres fra termer som forekommer i grenen).
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e La a™ = q for alle konstantsymboler a.

Hvis f er et funksjonssymbol med aritet n, la fM(ty,...,tn) = f(t1,... tn).

— Da vil tM =t for alle lukkede termer t.

— Alle termer tolkes som seg selv.

Hvis R er et relasjonssymbol med aritet n, la (t1,...,t,) € R™ hvis og bare hvis R(t,...,t,) € A.

En slik modell kalles ofte for en Herbrandmodell eller en termmodell.

Vi viser ved induksjon pa forsteordens formler (i spraket £P*) at modellen M gjor alle formler i G T
sanne og alle formler i G+ usanne.

e Pastandene som vi viser for fgrsteordens formler er:

Hvis ¢ € GT, 58 M |= o.
Hvis ¢ € G, sa M [~ o.

Basissteg 1: ¢ er en atomzer formel R(t,...,t,) i G'.

e Dami R(ty,...,t,) € Aog (ti,...,t,) € R™ ved konstruksjon.
e Dama M = R(ty,...,tn).

Basissteg 2: ¢ er en atomzer formel R(ty,...,t,) 1 G*.

e Siden G ikke er lukket, ma R(ty,...,t,) ¢ A og (t1,...,t,) ¢ RM.
e Da vil M £ R(t1, ..., tn).

Induksjonssteg: Fra antakelsen om at pastandene holder for mindre formler, s ma vi vise at de holder for
=@, (P AY), (9 Vi), (¢ — 1), Vayp og Frep.

I beviset for kompletthet av utsagnslogisk LK gjorde vi mesteparten.

F.eks. anta at o A1p € GT.

e Ved antakelsen om at strategien var rettferdig, sa har ¢ A1 veert hovedformel i en slutning i grenen G.
e DavilpeGT ogyp € GT.

e Ved induksjonshypotesen vil M = ¢ og M = 9.

e Ved definisjonen av oppfyllbarhet har vi M = ¢ A .

Formler med kvantorer gjenstar.

Anta at Jzp € GT.

e Ved antakelsen om at strategien var rettferdig, sa har 3z veert hovedformel i en slutning i grenen.

e Da fins en parameter a slik at p[a/x] € GT.
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e Ved induksjonshypotesen vil M = ¢la/z].
e Med substitusjonslemmaet: M, {z — a™} |= .

e Ved definisjonen av oppfyllbarhet vil M = Jxp.
Anta at Jzp € G*.

e Vima vise at M [~ Jzp. Anta at det ikke holder.

e Da gjelder M, {z — t} = ¢ for en term t € |[M|.

e Ved antakelsen om at strategien var rettferdig, s har ¢[t/z] veert aktiv formel pa grenen.
e Vi har dermed fglgende:

— plt/z] € G+

— M £ ¢[t/z] (fra induksjonshypotesen)

— M, {z — t™M} }£ ¢ (substitusjonslemmaet)
— M, {x st} I~ ¢ (siden tM = ¢)

e Dermed har vi en motsigelse.
Anta at Vop € G*.

e Ved antakelsen om at strategien var rettferdig, sa har Yz veert hovedformel i en slutning i grenen.

e Da fins en parameter a slik at p[a/x] € G*.

Ved induksjonshypotesen vil M [~ ¢la/z].

Med substitusjonslemmaet: M, {x — a™} = .

Ved definisjonen av oppfyllbarhet vil M £ Vap.
Anta at Voo € GT.

e Vi ma vise at M = Vzp. Anta at det ikke holder.

Da gjelder M, {x +— t} }~ ¢ for en term t € |M].

e Ved antakelsen om at strategien var rettferdig, sa har ¢[t/x] veert aktiv formel pa grenen.

Vi har dermed fglgende:

— plt/z] € GT

— M [ o[t/z] (fra induksjonshypotesen)

— M, {z — t"} |= ¢ (substitusjonslemmaet)
— M, {z+—t} = ¢ (siden tM =1t)

Dermed har vi en motsigelse.
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Noen kommentarer

e Vi kan se pa konstruksjonen av en utledning som en tilnserming/approksimasjon til en motmodell for
'k A.

e Jo flere ganger vi anvender regler (ved a folge en rettferdig strategi), jo neermere kommer vi en eventuell
motmodell.

e For a lage en motmodell pa denne maten, kan det vaere ngdvendig & anvende reglene uendelig mange
ganger.

e Ofte fins det endelige motmodeller der hvor denne metoden gir en uendelig motmodell. A finne endelige
motmodeller der hvor det fins er ikke lett. Dette er noe det forskes pa.

e Idéen i kompletthetsbeviset er viktig. Konstruksjonen av modeller fra noe rent syntaktisk. Et filosofisk
sporsmal: Er det egentlig et skille mellom syntaks og semantikk?

8.2.7 Eksempler pa eksistens av motmodell

G X
Qa, v, Pat Qb, Pb Qb, Qa,p, Pa Qb
Qa,p, Pb — Qb, Pa + Qb
X Qa, p, Pa F Qb
p, Pa - VzxQz, Pa Qa, p, Pa F VxQx
v, Pa — Qa, Pa F VYzQx
Va(Pz — Qx), Pa - VzQu
S

)

Herbranduniverset til grenen G, og domenet til M, er {a, b}.
Siden Pa € G vil a € PM og M = Pa.

Siden Qa € G vil a € QM og M = Qa og M = Pa — Qa.
Siden Qb € G+ vil b ¢ QM og M [~ Qb og M [~ VaQu.
Siden Pb € G+ vil b ¢ PM og M [~ Pb og M = Pb — Qb.
Dermed har vi ogsa M |= Vz(Px — Qx).

M oppfyller alle formlene i G og falsifiserer alle formlene i G*.

X G
o, Pba - Pab, Paa, Pba Pbb, ¢, Pba = Pab, Paa
o, Pba — Pbb, Pba = Pab, Paa X
(Greit. Begge grener lukkes.) o, Pba - Pab, Paa Pab, ¢, Pba - Pab
@, Paa — Pab, Paa - Pab @, Paa — Pab, Pba - Pab
p, Paa = Pab , Pba - Pab
Va(Pxa — Pxb), Paa V Pba - Pab
[ —

©

e Herbranduniverset til grenen G - og domenet til M - er {a, b}.
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Siden Pab € G* vil {(a,b) ¢ P og M [~ Pab.
Siden Pba € GT vil (b,a) € PM og M = Pba og M = Paa V Pba.

Siden Paa € G* vil {(a,a) ¢ PM og M [~ Paa og M |= Paa — Pab.

Siden Pbb € G vil (b,b) € PM og M |= Pbb og M |= Pba — Pbb.

Dermed har vi ogsa M = Vz(Pxa — Pub).

M oppfyller alle formlene i G og falsifiserer alle formlene i G-+.

8.3 Oppgaver

Oppgave 8.1 Strategier kan ha mye & si for stgrrelsen pa bevis. Lag to strategier for utsagnslogisk
LK som viser at det er slik. Finn eksempler pa bevisbare sekventer hvor den ene strategien gir sma bevis og
den andre strategien gir store bevis. Hint: er det lurt & forgrene sa for som mulig i et bevissgk, eller er det

ikke det? Se pa sekventen:
A—-BB—-CFA-C

Oppgave 8.2 Anta at vi har en lukket formel Yz og at a er en parameter som ikke forkommer i Vzo.

e Vis at Vzyp er falsifiserbar hvis og bare hvis ¢[a/z] er falsifiserbar.

e Vis at Vzp er gyldig hvis og bare hvis p[a/z] er gyldig.
Oppgave 8.3 Bruk en rettferdig strategi for LK til 4 undersgke gyldigheten av fglgende sekventer:

o VedyLxy F JyVeLxy
e JdxVyLay - Vy3dzLay

Vis hvordan sgkestrategien gir et bevis eller hvordan sgkestrategien genererer et objekt utfra hvilket man
kan konstruere en motmodell.

Oppgave 8.4 La Vxyp vere en formel og la M veere en Herbrandmodell med domene lik Herbranduni-
verset til formelen. Vis at

e M [=Vzp hvis og bare hvis M = ¢[t/z] for alle termer ¢ € | M|, og
e M = 3z hvis og bare hvis M = ¢[t/z] for minst en term ¢t € |[M].

Oppgave 8.5 Vis at en endelig mengde formler T' er oppfyllbar hvis og bare hvis den er konsistent.
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Forelesning 9: Automatisk bevissgk —

introduksjon, substitusjoner og unifisering
Martin Giese - 7. april 2008

9.1 Automatisk bevissgk

9.1.1 Introduksjon

Automatisk bevissgk i fgrsteordens logikk

e Sekventkalkylen LK tilbyr

— et sett med regler for & bygge opp utledninger, og

— en egenskap som skiller bevis fra utledninger.

Sunnhet sikrer oss at enhver bevisbar sekvent er gyldig.

Kompletthet sikrer oss at det finnes et bevis for enhver gyldig sekvent.

Kalkylen sier imidlertid ingenting om hvordan man finner bevis for gyldige sekventer!

Kompletthetsbeviset for LK gir hint om hvordan vi kan lage en sgkealgoritme.

e La oss forsgke!

Noen begreper

e En utledning er lukket hvis alle grenene er lukket.
e En utledning er utvidbar hvis det er mulig & anvende en regel pa en formel i en lgvsekvent i utledningen.

e En sgkealgoritme er komplett hvis den finner et bevis for enhver gyldig sekvent.

Algoritme: gyldig?(I' - A)

m:=TFA;
while (7 ikke er lukket) do
if (7 ikke er utvidbar) then
return “tkke gyldig”
else
@ := ikke-atomeer formel i lgvsekvent i m;
utvid 7 ved & anvende riktig LK-regel pa ¢
end
end
return “gyldig”;

e Algoritmen er komplett hvis utvelgelsen av ¢ er rettferdig.
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Effektivitet

e Effektiviteten til algoritmen avhenger av tre ting:

1. Hvor effektivt er det & sjekke om utledningen er lukket?
2. Strategi for valg av utvidelse av utledningen.

3. Hvor effektiv er selve utvidelsen, dvs. regelanvendelsen?
e [ fgrste runde ser vi pa punkt 1 og 3.

e Senere introduseres koblingskalkylen, som gir oppgav til en strategi for valg av utvidelser av utlednin-
gene.

e La oss starte med punkt 3 — effektiviteten til regelanvendelsene.

Hvor kostbare er regelanvendelsene?

e - og (-reglene henter ut delformler fra en sammensatt formel:

DA, BrA T'AA TFBA
TLANBFA ) IFAABA

RA

All ngdvendig informasjon tilgjengelig i hovedformelen: kan utfgres i konstant tid.

Riktignok far vi en del formelkopiering i S-regelen, men dette kan optimaliseres med f.eks. pekere i en
objektorientert implementasjon.

d-regelen setter inn en ny parameter for den bundne variabelen:

Loglo/al A
I3zp F A
e Parametrene kan nummereres: utfgres i lineger tid.
v-reglene
e La oss se pa 7y-reglene:
T, Vap, o[t/z] - A T'F A, Jzp, plt/x] R
Ve F A '+ A, Jzp

Vi kan sette inn en vilkarlig lukket term ¢ for x.

e For & fa en komplett algoritme, ma vi (for eller senere) instansiere hver y-formel med alle termene i
Herbranduniverset.

e Vi kan nummerere termene i Herbranduniverset og instansiere y-formlene i denne rekkefglgen.

Hvilken rekkefolge er gunstig med tanke pa & finne bevis sa tidlig som mulig?

VePx,Pa,...,Pfffat Pfffa,Qga

: a, fa,ga, f fa, fga,....fffa,...
VePz,Pa bt Pfffa,Qga 72 "3 "1 5 i

VePx + Pfffa,Qga
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Utsette valg av v-term

e En bedre idé: Utsette valg av term i y-reglene til et senere tidspunkt.

La v-reglene sette inn frie variable:

a/u b/v
VxPz, Put Pa VePx, Pv + Pb
VaPx F Pa VxPx - Pb

VaePx - Pa A Pb

Substituere termer for variable slik at lgvnodene blir aksiomer.

Hyvilke substitusjoner vi kan anvende pa lgvnoder med frie variable slik at de blir aksiomer?

Problemet kan lgses med unifiseringsalgoritmer.

d-reglene

e Nar vi setter inn variable i y-reglene far vi imidlertid problemer med §-reglene.

e Hvordan sikre at parameteren vi setter inn er ny nar vi ennd ikke har satt inn termer for de frie

variablene?
b/u,a/v kan ikke lukkes
v Luf(u) & Lg(v)v

Lzv JyLuy - VxLzv

Tykay PNzl
/%Hnyy F Hyv}bs&y\ VedyLxy - IyVeLay

e Vi lar d-reglene introdusere en Skolemterm:

flug, ..o uy),

der f er et nytt funksjonssymbol, kalt en Skolemfunksjon, og wuq,...,u, er alle variablene som fore-
kommer fritt i §-formelen.

e Pa den maten sikrer vi at termen introdusert av d-regelen er ny uansett hva slags verdi vi velger a
instansiere de frie variablene med.

Oppsummering

e Vi skal introdusere en fri-variabel sekventkalkyle og vise at den er sunn og komplett.
e ~-reglene introduserer nye frie variable og d-reglene introduserer Skolemtermer.

e Ved hjelp av unifiseringsalgoritmer finner vi substitusjoner som lukker utledningen.
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9.1.2 Substitusjoner

e Vi har tidligere definert ¢[s/x] som formelen vi far ved a erstatte alle frie forekomster av z i ¢ med s.
e [ fri-variabel sekventkalkyle har vi behov for & erstatte flere forskjellige variable med termer samtidig.

e Vi skal na definere en bestemt type funksjoner — substitusjoner — som generaliserer én-variabel substi-
tusjon til flere variable.

e Notasjon: Nar vi anvender en substitusjon ¢ pa en formel ¢ eller en term t skriver vi o eller to
istedenfor o(¢)/o(t).

Definisjon 9.1.1 (Substitusjon). En substitusjon er en funksjon o fra mengden variable V til mengden av
termer T i et gitt forsteordens sprak.

o Stotten (support) eller stottemengden (support set) til o er mengden av variable x slik at xo # x.

e o er grunn dersom xo er en lukket term for alle variable x i stottemengden til o.

Notasjon. En substitusjon o med endelig stotte {x1,...,x,} slik at x10 =t1,..., 2,0 = t,, skriver vi ofte
slik:

o= {tl/l’l,...,tn/l‘n}

Substitusjonen e slik at ze = x for alle variable x kalles identitetssubstitusjonen.

Identitetssubstitusjonen kan skrives {} siden den har tom stgttemengde.

o ={a/x, fa/y} T ={a/y, fzr/z}
e cr en substitusjon slik at e cr en substitusjon slik at
—z0=a —yo=a
— yo = fa — zo = fx
— zo = z for alle andre variable — vo = v for alle andre variable
e er en grunn substitusjon e er ikke en grunn substitusjon

Substitusjon pa termer

e Vi definerer substitusjon pa termer som tidligere.

Definisjon 9.1.2 (Substitusjon pa termer). Vi definerer resultatet av a anvende en substitusjon o pa
vilkarlige termer rekursivt ved:

e co = c for et konstantsymbol c.

o f(t1,...,tp)o = f(t1o,...,t,0) for en funksjonsterm f(t1,...,t,).
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La o = {gy/x,y/z}. La 7= {y/z,z/y}.

e f(z,a)0 = f(gy,a) o IT =y
* h(y,z)o = h(y,y) o f(z,y)T = f(y,z)
° z0 =gy

Substitusjon pa formler

e Som tidligere, gnsker vi at substitusjoner ikke skal endre bundne variable.
e Eksempel: for o = {a/x,b/y} sa vil Vo(Pr — Qy)o = VzPr — Qb.
e Vi begrenser substitusjonen pa den bundne variabelen:
Definisjon 9.1.3 (Begrenset substitusjon). La o vere en substitusjon. Substitusjonen o begrenset pd x,

skrevet o, er definert slik at
y hvisy==x
Yo, =

yo ellers
for enhver variabel y.

Definisjon 9.1.4 (Substitusjon pa formler). @o er definert rekursivt ved:

1. R(t1,...,tn)oc = R(t10,...,t,0)

2. o = —(Yo)

3. (1 092)0 = (910 0 pa0), hvor o € {A,V,—}
4. (Qap)o = Qx(oy), hwor Q € {V, 3}

e Vi antar, som tidligere, at ingen variable blir bundet som resultat av & anvende en substitusjon.

e Dette kan vi unnga ved a omdgpe bundne variable.

La o = {fz/x,a/y,y/z}

'U:c:{ x,a/y,y/z}

o 0, = {fa/a, afi v/}
° 0, = {fx/x,a/y,%}

o P(z,y)o = P(fx,a)
o VaP(z,y)o =Va(P(z,y)o,) = VaP(x,a)
o I2(Pr — Qz)o = 2((Px — Qz2)0,) = A2(Pfx — Qz)
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Komposisjon av substitusjoner

e La o og 7 veere substitusjoner.

e Anta at vi ferst anvender o og sa 7 pa en formel ¢: (po)T.

e Vi har av og til bruk for a snakke om den substitusjonen som tilsvarer a anvende o etterfulgt av .
Definisjon 9.1.5 (Komposisjon av substitusjoner). La ¢ og T vere substitusjoner. Komposisjonen av o og

7 er en substitusjon skrevet o1 slik at x(o1) = (xo)T for hver variabel x.

e Oppgave: vis at p(o7) = (o) for alle formler ¢ og alle substitusjoner o og 7.

Komposisjon av substitusjoner med endelig stgtte

Pastand 9.1.1. La o1 = {s1/x1,...,8n/Tn} 09 02 = {t1/y1,. .., tk/yx}. Da er

0109 = {(810'2)/£U17 ey (SnO'Q)/LL'n7 (210'2)/21, ey (ZmO'g)/Zm}

der z1,...,2m er de variablene blant y1, ..., yr som ikke er blant x1,...,x,.

La o ={z/z,a/y} og 7= {b/y,a/z}.
Daer o1 = {(27)/x, (aT)/y, (27)/2} = {a/x,a/y,a/z}.

La o = {y/z} og 7 = {z/y}.
Daer o = {(y7)/x, (y7)/y} = {z/z,z/y} = {z/y}.

9.1.3 Unifisering
e I fri-variabel sekventkalkyle kan vi ha lgvsekventer pa formen
F,P(sh...,sn) H P(t17...,tn)7A

der hver s; og t; er termer som kan inneholde variable.
e For & lukke lpvsekventen méa vi finne en substitusjon o slik at s;o = ;0 for hver i.

e Det er ikke sikkert at noen slik substitusjon finnes!

Unifiseringsproblemet e En substitusjon som gjgr termene s og ¢
La s og t veere termer. Finn alle substitusjoner syntaktisk like, kalles en unifikator for s og
som gjor s og t syntaktisk like, dvs. alle o slik t.
at so =to.

e To termer er unifiserbare hvis de har en uni-
fikator.

Er f(z) og f(a) unifiserbare?
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Ja. Vi ser at 0 = {a/x} er en unifikator: f(z)o = f(a)

Er f(z,b) og f(a,y) unifiserbare?

Kan veaere lettere a se hvis vi skriver termene som treer:

X\f/b N/

f

e Symbolene i posisjon 0 (rotposisjonen) er like.
e Symbolene i venstre barn er ulike, men kan unifiseres med {a/z}.

e Symbolene i hgyre barn er ulike, men kan unifiseres med {b/y}.

Er f(a,b) og g(a,b) unifiserbare?

a b a b
f g
e Symbolene i posisjon 0 er ulike, og kan ikke unifiseres!

Er f(z,z) og f(a,b) unifiserbare?

X X a b

N/ N/

f f

Symbolene i posisjon 0 er like.

Symbolene i venstre barn er ulike, men kan unifiseres med {a/x}.

Vi ma anvende {a/z} pa = i bade venstre og hgyre barn.

e Symbolene i hgyre barn er na ulike, og kan ikke unifiseres!

Er = og f(z) unifiserbare?
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Symbolene i posisjon 0 er ulike, men kan unifiseres med {f(z)/xz}.
e Vi ma samtidig anvende {f(x)/z} pa = i hoyre tre.

e Pa posisjon 1 ser vi na at symbolene x og f er ulike.

Hvis vi unifiserer med {f(x)/x}, ma vi igjen erstatte x i hgyre tre.

e Sann kan vi holde pa en stund...

Generelt har vi:

e To wulike konstantsymboler eller funksjonssymboler er ikke unifiserbare.

e En variabel x er ikke unifiserbar med en term som inneholder x.

e Vi skal lage en unifiseringsalgoritme, som finner alle unifikatorer for to termer.
e Problem: To termer har potensielt uendelig mange unifikatorer! Vi kan ikke returnere alle...

e Lgsning: Finne en representant o for mengden av unifikatorer slik at alle andre unifikatorer kan kon-
strueres fra o.

e En slik unifikator kalles en mest generell unifikator.

Definisjon 9.1.6 (Mer generell substitusjon). La o1 0g oo vere substitusjoner. Vi sier at oo er mer generell
enn o1 hvis det finnes en substitusjon T slik at 01 = oo7.

Er {f(y)/x} mer generell enn {f(a)/z}?
Ja, siden {f(a)/x} = {f(y)/xHa/y}-

Er {f(a)/x} mer generell enn {f(y)/x}?
Nei, for det finnes ingen substitusjon o slik at {f(y)/z} = {f(a)/z}0o.

Er {f(y)/x} mer generell enn {f(y)/x}?
Ja, siden {f(y)/x} = {f(y)/xz}e. (Husk: € er identitetssubstitusjonen.)
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Definisjon 9.1.7 (Unifikator). La s og t vere termer. En substitusjon o er

e en unifikator for s og t hvis so = to.
e en mest generell unifikator (mgu) for s og t hvis

— den er en unifikator for s og t, og

— den er mer generell enn alle andre unifikatorer for s og t.

Vi sier at s og t er unifiserbare hvis de har en unifikator.

La s = f(z) og t = f(y).

e 01 ={a/x,a/y} er en unifikator for s og ¢
e gy ={y/x} og o5 = {x/y} er ogsa unifikatorer for s og ¢

e 05 og o3 er de mest generelle unifikatorene for s og ¢

Variabelomdgping

e Fra det foregaende eksempelet ser vi at to termer kan ha flere forskjellige mest generelle unifikatorer.

e Disse mgu-ene er imidlertid like opp til omdgping av variable.

Definisjon 9.1.8 (Variabelomdgping). En substitusjon n er en variabelomdgping hvis
1. xn er en variabel for alle x € V, og

2. xn # yn for alle x,y € V slik at x # y.

Er disse substitusjonene variabelomdgpinger?

o ov={z/z,z/y,y/z}  Ja.
o oy ={z2/x,y/z} Nei, siden yos = z0s.

o o3 ={z/x,2/y,y/z,a/u} Nei, siden uos ikke er en variabel.

Unikhet “opp til omdgping av variable”

Pastand 9.1.2. Hvis 01 og o2 er mest generelle unifikatorer for to termer s og t, sa finnes en variable-
omdgping n slik at o1m = 0s.

e Bevis som oppgave?
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Deltermer

Definisjon 9.1.9 (Deltermer). Mengden av deltermer av en term t er den minste mengden T slik at

e tcT, og

o hvis f(t1,...,tn) €T, sd er hvert; € T.

Alle termer 1 T utenom t er ekte deltermer av t.

La s = gx. La ¢t = f(x,a).
e Deltermer er: x, gz e Deltermer er: x, a, f(z,a)
e Ekte deltermer er: x e Ekte deltermer er: x, a

e En term er altsa en delterm av seg selv.

Nummererte termtraer

e Vi har sett at termer kan representeres med treer.

e Nar vi unifiserer er det gunstig & nummerere barna til noder i termtreet:
a x

g h 9
f f;0

e Slike treer kalles nummererte termtrer.

a,l x,2 c 1
1

h,2

e Vi referer til roten til det nummererte termtreet til en term ¢ som rot(t).

Kritisk par

e Nar vi skal unifisere to termer ¢; og to er vi interessert i & finne par av deltermer som er ulike.

e Samtidig er det gnskelig & se pa ulike deltermer sa neerme roten som mulig.

Definisjon 9.1.10 (Kritisk par). Et kritisk par for to termer t1 og ta er et par (ki,ks) slik at

o ki er en delterm av t;
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o ko er en delterm av to
e nar vi tenker pa termer som nummererte termtrer sa er
— rot(ky) forskjellig fra rot(ks)
— stien fra rot(ty) til rot(ky) er lik stien fra rot(ts) til rot(ks)
e Merk: stiene kan vaere tomme, dvs. at termene er ulike allerede i rotsymbolet. Tomme stier er trivielt

like...
Eksempel. La s = f(x,gb) ogt = f(a,hc). Vi far folgende nummererte termtrer:

b,1 c 1
xz,1 q,2 a,l h,2
[0 [0

e Er (b,c) kritisk par for s og t?

— Nei, stien fra rot(s) til rot(b) er ulik stien fra rot(t) til rot(c).
e Er (x,a) kritisk par for s og t? Ja.
e Er (gb, he) kritisk par for s og t? Ja.

Algoritme: unifiser(t1, t2)

o =€
while (t10 # ta0) do

velg et kritisk par (k1, ko) for ¢;0,tq0;

if (hverken ky eller ko er en variabel) then

return “ikke unifiserbare”;

end

x := den av k1, ko som er variabel (hvis begge er, sa velg én);

t := den av ki, ko som ikke er x;

if (z forekommer i t) then
return “ikke unifiserbare”;

end

o:=o{t/z};
end
return o;

Egenskaper ved unifiseringsalgoritmen

e Hvis termene ¢; og to er unifiserbare, sa returnerer algoritmen en mest generell unifikator for ¢; og ts.
e Denne mgu-en er en representant for alle andre unifikatorer for ¢; og to.

e Hvis t1 og to ikke er unifiserbare, sa returnerer algoritmen “ikke unifiserbare”.
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9.2 Oppgaver

Oppgave 9.1 (LJ-bevis) Gi L-bevis for folgede sekventer.

- W

o

® N>

“PA-QF~(PVQ)
~(PVQ)F-PA-Q
-PV-QF—(PAQ)

P=QF (P~ (Q=R)—(P—R)
P—QF(P——Q)——P
P—RE(Q—R)=((PVQ)—R)
-—(PAQ)F—-—PA--Q

- PA-=QF -—(PAQ)

Oppgave 9.2 (Motmodeller) Gi Kripke-modeller som er motmodeller for fglgende sekventer:

1.
2.
3.
4

5.

PF-P
-P+P
-Q - -PFP—Q

.a(PAQ)FE-PV-Q

P—-QF-PVQ

Oppgave 9.3 (Peirce’s lov) La ¢ vere (P — Q) — P) — P. Formelen ¢ kalles “Peirce’s lov”.

1.
2.

Gi et LJ-bevis for - ——p.

Fins et LJ-bevis for - ¢? Hvis ja, gi beviset. Hvis nei, finn en motmodell.

Oppgave 9.4 Vis at x |- =—A hvis og bare hvis for alle y slik at < y det fins en 2 slik at y < z og
z - A.
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Forelesning 10: Automatisk bevissgk II —

fri-variabel sekventkalkyle og sunnhet
Martin Giese - 14. april 2008

10.1 Automatisk bevissgk I1

10.1.1 Fri-variabel sekventkalkyle

e Valg av term i y-slutninger utsettes ved a sette inn en fri variabel.
e Introduksjon av frie variable i v-slutninger gjgr at vi ma la d-slutninger introdusere Skolemtermer.

e Ved unifisering finner vi en substitusjon som erstatter frie variable med termer slik at utledningen
lukkes.

u/a,v/fa

Lufu b Lav

JyLuy - Lav
VaxdyLxy - JxLax

Utvidet sprak

e J-slutningene introduserer Skolemkonstanter og Skolemfunksjoner.

e Disse symbolene er nye symboler som ikke forekommer i det spraket som defineres av rotsekventen i
en utledning.

e Spraket som brukes i utledningene er utvidet med slike Skolemsymboler.
Definisjon 10.1.1 (Utvidet sprak). La L vere et forsteordens sprak. La S vere en mengde som bestar av

e tellbart uendelig mange Skolemkonstanter, og

o tellbart uendelig mange Skolemfunksjoner av hver aritet,

slik at symbolene i S er forskjellig fra symbolene i L. La L3 veere spriket vi far ved d utvide £ med konstant-
og funksjonssymbolene i S.

Sekventer

Definisjon 10.1.2 (Sekvent). La L vere et forsteordens sprak.

e Ensekvent er et objekt pd formen T F A slik at T og A er multimengder av forsteordens formler i £3.

e En sekvent I' = A er lukket hvis formlene i I' og A er lukkede.
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Sekventer Lukkede sekventer
Nr. 1 og 2 er lukkede sekventer.
1. VxPx - Pa
2. VzdyLay b JaVyLyx

VePxy F Pufu

- W

Put Pa
5. Put Pu,3zPx

~v-reglene

Definisjon 10.1.3 (y-regler i fri-variabel LK). ~-reglene i fri-variabel LK er:

\Vap, plu/xz] B A I'F A, 3zp, [u/z] -
Ve F A 'k A Jzp
w er en ny fri variabel
e Med ny mener vi her at u ikke ma forekomme fritt i utledningen fra for.
d-reglene
Definisjon 10.1.4 (§-regler i fri-variabel LK). d-reglene i fri-variabel LK er:
L plf(@)/a] F A I'F A p[f(d)/] Ry
I3z A ' AVzp
f er en ny Skolemfunksjon
U =1uy,...,u, er de frie variablene i hovedformelen

e Med ny mener vi her at f ikke ma forekomme i utledningen fra for.
Slutningsregler og utledninger
Definisjon 10.1.5 (Slutningsreglene i fri-variabel LK). Slutningsreglene i fri-variabel LK er

e - og §-reglene for frie variable, og

e «- og B-reglene fra utsagnslogisk LK.

Mengden av fri-variabel utledninger defineres induktivt:

— Basismengden er mengden av lukkede sekventer.
— Mengden er lukket under slutningsreglene i fri-variabel LK.

Vi krever altsa at rotsekventen i en utledning kun inneholder lukkede formler!

Formlene i de andre sekventene i en utledning behgver imidlertid ikke veere lukkede.
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Eksempler pa fri-variabel utledninger

Ve Px, Pu - 3z Px, Pv R3 kan ikke introdusere u, siden
VaPx, Pu - JxPx denne allerede forekommer fri i
Ve Px F JzPx Ly utledningen.
VxPz, Put Pa VxPz, Pv - Pb LY i hgyre og venstre gren kan ikke
VzPx F Pa VzPx - Pb introdusere den samme variabelen,
VePx F Pa A Pb RA av samme grunn som over.

Eksempler pa fri-variabel utledninger

Vz(Px V Qx), Pu F Pa,V2Qx Vz(Px V Qx), Qu F Yz Px, Qb
Vz(Pz V Qz), Pu b VxPx,VxQx Vz(Pz V Qx), Qu - Vo Pz, VzQx Rv
Vaz(Pz V Qx), PuV Qu F Yz Px,VxQux LV
Vaz(Pz V Qx) F VzPz,VrQz

LY

Vi krever at hver d-slutning introduserer et nytt Skolemsymbol, dvs. et som ikke forekommer i utled-
ningen fra for.

Derfor kan RY i hgyre gren ikke introdusere den samme Skolemkonstanten som RY i venstre gren.

Dette er et strengere krav enn for d-reglene i LK uten frie variable, der den introduserte parameteren
ikke ma forekomme i konklusjonen.

I utledningen over vet vi ikke hvilke symboler som forekommer i konklusjonen for vi har instansiert u!

Eksempel pa objekter som ikke er utledninger

Pa Rotsekventen er ikke lukket.
Prx VY R

/P—/Pac — VxN
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Wny, Puf(u) F Pf(v)v, EIxVW . De to d-slutningene
VoduP E VP 2 RV introduserer det samme
Y M ) ym e R3 Skolemfunksjonssymbolet.

VzIyPxy, Pu@#ﬂ/\VyPyx

Vmﬂy/wﬂ/Puy F Jdavy
VxdyPxy - JaVyPyx

Lukkede utledninger

e For at en fri-variabel LK-utledning skal veere et bevis, ma vi instansiere de frie variablene i utledningen
slik at lgvsekventene blir aksiomer.

e Dette kalles a lukke en utledning.

Definisjon 10.1.6 (Lukking). La 7 vere en fri-variabel utledning, og la o vere en substitusjon.

e o lukker en lgvsekvent I' = A i m hvis det finnes atomeere formler ¢ € I' og ¥ € A slik at po = o

e o lukker m hvis o lukker alle lgvsekventene i 7.

Bevis

Definisjon 10.1.7 (Bevis). Et fri-variabel LK-bevis for en sekvent ' = A er et par (m, o) der

o 7 er en utledning med I' = A som rotsekvent, og

e o er en grunn substitusjon som lukker m.

e Vi krever at den lukkende substitusjonen skal veere grunn, siden dette gjgr sunnhetsbeviset litt lettere.
e Senere skal vi se at vi kan lempe pa dette kravet og tillate lukkende substitusjoner som ikke er grunne.

Eksempel (1). La 7w vere utledningen

VePx, Put dzPx, Pv
VePzx, Pu + dzPx
VxPx + dJxPx

LV

og la o ={a/u,a/v}.

o o lukker lpvsekventen: (Pu)o = Pa = (Pv)o.
e o [ukker w, siden den lukker den eneste lpvsekventen.

e Da er (m o) et bevis for sekventen VxPx F JxPx.

Merk:

Slik vi har definert fri-variabel LK vil f.eks. (m, 0’} der o’ = {v/u} ikke veere et bevis, siden o’ ikke er grunn.
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Eksempel (2). La 7 vere utledningen

VexPx, PuF Pa Ve Pz, Pv - Pb

Ve Px - Pa Lv VePx = Pb
VxPx + Pa N Pb

RA

og la o ={a/u,b/v}.

o o lukker venstre lpvsekvent: (Pu)o = Pa.
o o lukker hoyre lovsekvent: (Pv)o = Pb.
o o lukker w, siden den lukker begge lpvsekventene.

e Da er (m, o) et bevis for sekventen VxPx + Pa A Pb.

Eksempel (3). La m vere utledningen

Vz(Pz V Qz), Pu b Pa,VzQz Vz(Pz V Qx),Qu - Yz Pz, Qb
Vz(Px V Qx), Pu b Yz Pz, VQx Vz(Px V Qx), Qu - Yz Pz, VzQu RV
Vz(Pz V Qx), PuV Qu + VYxPz,VzQx LV
Vz(Pz V Qz) + VxPx,VxQx

e Det finnes ingen substitusjon som lukker begge lgvsekventene, siden u ikke kan instansieres med bade
a og b samtidig.

e Derfor finnes ikke noe bevis for sekventen VYx(Px V Qx) b Ve Px,YxQx basert pd utledningen .
e Er rotsekventen gyldig...?

10.1.2 Semantikk

e For a kunne vise at kalkylen er sunn ma vi ha klart for oss hvordan vi tolker formlene i utledningene.
e Tidligere inneholdt vare sekventer bare lukkede formler.
e Vi har imidlertid definert semantikken av formler med frie variabler gjennom variabeltilordninger.

e Vi gir na en repetisjon av definisjonene.

Variabeltilordninger

Definisjon 10.1.8 (Variabeltilordning). La M vere en modell. En variabeltilordning for M er en funksjon
fra mengen av variable til |M|.

e En variabeltilordning er alltid gitt relativ til en modell M siden den tolker variable som elementer i
domenet til M.

e For en gitt modell kan vi ha mange variabeltilordninger.

e Hvis |[M| = {1,2,3}, sa kan vi ha

pa slik at gy (z1) =1, pa(w2) =1, pa(w3)
po slik at po(w1) = 2, po(w2) = 2, po(r3)
— pa slik at pz(z1) = 1, ps(22) = 2, ps(z3) =

PRI

1
2, ...
3

PRI
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Tolkning av termer med frie variable

e Tolkningsfunksjonen i modellen tolker konstant- og funksjonssymboler.

e Tolkningen av frie variable overlates til variabeltilordningen.

Definisjon 10.1.9 (Tolkning av termer med frie variable). La £ vere et forsteordens sprak og M en modell
for L. La p vere en variabeltilordning for M. Tolkningen av en term t i M under p, skrevet t*", defineres
rekursivt.

o Mt = (z) for en variabel x
o Mt =cM for et konstantsymbol ¢
o f(ty,... tn)MH = fM (tf/(’”, o BN for en funksjonsterm

Tolkning av formler med frie variable

Definisjon 10.1.10 (Tolkning av formler med frie variable). La L vere et forsteordens sprak og M en
modell for L. La p vere en variabeltilordning for M. Vi definerer ved rekursjon hva det vil si at en formel
@ ersann i M under p; vi skriver M, u |= ¢ nar ¢ er sann i M under p.

Atomere fml: M, u |= R(ty, ..., t,) hvis (t{w’”, co MYy € RM

M, 1 =~ hvis det ikke er tilfelle at M, p = .

Ml o A hvis M, p = ¢ og M, p = 9.

M, E oV hvis M, = ¢ eller M, = 1.

M=o — 1 hvis M, = @ impliserer M, = .

M, p = Vrp hwis M, p{x — a} = ¢ for alle a i |[M|.

M, p = Fzp hvis M, u{x — a} | ¢ for minst en a i |M].

Eksempel 1
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Modellen M o [Er det slik at M, puy |= Jyliker(y,z)?
i ‘ 4 »4
M| = {, , } e Fra semantikken:

Liker™ =
y X y S M, 231 ': ayLiker(:% 33)
BE, BB, ¢
finnes e € | M| slik at (yMritv=el pMu{v=ely ¢ | jkerM

finnes e € |[M]| slik at M, p1{y — e} = Liker(y,x)
~Yy»‘fv < 7 S >}
T

Variabeltilordningen 5, finnes e € | M| slik at (e, u1(z)) € Liker™

pu () : ! o

finnes e € | M| slik at (e, 84) € Liker™

. Ja,béidee:oge:.

Falsifiserbarhet

e Vi har tidligere definert gyldighet av en lukket sekvent I" = A slik:

— Enhver modell som oppfyller alle formlene i I' ma oppfylle minst én formel i A.

Vi kan ogsa definere en gyldig sekvent som en sekvent som ikke er falsifiserbar.

En sekvent I' = A er falsifiserbar hvis den har en motmodell, dvs. en modell som oppfyller alle formlene
i’ og gjor alle formlene i A usanne.

I fri-variabel LK kan I" og A inneholde formler som ikke er lukket.

e Vi gnsker at en motmodell til en sekvent skal veere en motmodell uavhengig av hvordan vi tolker de
frie variablene.

Falsifiserbarhet I1

Se pa sekventen Qz + Px

e En motmodell vil f.eks. vaere modellen M slik at |[M| = {a, b}, Q™ = {a,b} og PM = ().
e Her finnes to aktuelle variabeltilordninger: u1(z) = a og pa(x) = 0.

e Uansett hvilken av disse vi bruker til a tolke de frie variablene, sa vil M veere en motmodell til
sekventen.

Se pa sekventen Px - Pa

e Et forsgk pa & lage en motmodell kan vaere M’ slik at |M’| = {a,b} og PM = {b}.
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e Hvis vi tolker z som b, ser vi at M’ oppfyller Px og falsifiserer Pa.
e Men hvis vi tolker x som a, ser vi at M’ ikke lenger er en motmodell.

e Her finnes en variabeltilordning som gjer at M’ ikke er en motmodell til sekventen.

Falsifiserbarhet III
e Hvorvidt en modell M er en motmodell til en sekvent I' = A avhenger altsa av hvilke sannhetsverdier
formlene i I' og A far for hver enkelt variabeltilordning for M.
e Det leder til fglgende definisjon.

Definisjon 10.1.11 (Falsifiserbar sekvent). En modell M er en motmodell til en sekvent T+ A hvis folgende
holder for alle variabeltilordninger u for M:

o M, u gjor alle formlene i I' sanne, og
o M, u gjor alle formlene i A usanne.

En sekvent er

o falsifiserbar hvis den har en motmodell

e gyldig hvis den ikke er falsifiserbar

10.1.3 Sunnhet

Definisjon 10.1.12 (Sunnhet). En sekventkalkyle er sunn dersom enhver bevisbar sekvent er gyldig.
e Kjernen i sunnhetsbeviset for utsagnslogisk LK og grunn LK er at slutningsreglene bevarer falsifiser-
barhet oppover.

e Reglene i fri-variabel LK har ikke denne egenskapen!

B-regelen bevarer ikke falsifiserbarhet oppover

e Se pa slutningen

Put Pa,Qb Qu + Pa,Qb
PuV QuF Pa,Qb

e La M vere en modell slik at |[M| = {a,b}, a™ = a, ™ = b, PM = {b} og QM = {a}.

Vi har to aktuelle variabeltilordninger for M: uq(u) = a og pe(u) = 0.

M falsifiserer konklusjonen:

— M falsifiserer begge formlene i succedenten.

- M, E Qu og M, us |E Pu, s M gjor formelen i antecedenten sann uavhengig av variabeltil-
ordning.

e Premissene er ikke falsifiserbare. (Prov!)

Konklusjonen er falsifiserbar, mens premissene ikke er det!
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Sunnhet — alternativ framgangsmate

e Pa grunn av g-slutningene vil en fri variabel kunne forekomme i flere forskjellige grener i en utledning.

De forskjellige forekomstene er avhengige av hverandre i den forstand at de ma tildeles den samme
verdien av en variabeltilordning.

Vi skal definere hva det vil si at en utledning er falsifiserbar.

Vi skal sa vise at alle utledninger med falsifiserbar rotsekvent er falsifiserbare.

Nar vi har denne egenskapen, er resten av sunnhetsbeviset for fri-variabel LK tilsvarende beviset for
den grunne kalkylen.

Falsifiserbarhet

e Husk at hvis G er en gren i en utledning, sa er

— G' alle formler som forekommer i en antecedent pa G, og

— G* alle formler som forekommer i en succedent pa G.

Definisjon 10.1.13 (Falsifiserbarhet). La w vere en fri-variabel utledning, og la M vere en modell.

e Anta at i er en variabeltilordning for M. En gren G i 7 er falsifisert av M under p hvis

— M, p gjor alle formlene i G sanne, og
— M, gjor alle formlene i G+ usanne.
o M falsifiserer m hvis for alle variabeltilordninger p for M sa finnes en gren i m som er falsifisert av

M under p.

En utledning er falsifiserbar hvis det finnes en modell som falsifiserer den.

Falsifisert gren avhenger av variabeltilordningen
La 7 veere folgende utledning (der y-kopiene ikke vises):
Pu t Pa,Qb Qu F Pa,Qb

PuV QuF Pa,Qb
Va(Px V Qx) - Pa, Qb

e La M vere en modell slik at |[M| = {a,b}, a™ = a, b = b, PM = {b} og QM = {a}.
o M falsifiserer m:

— Hvis p1(u) = a, sa har vi at den hgyre grenen er falsifisert av M under ;.

— Hvis po(u) = b, sa har vi at den venstre grenen er falsifisert av M under uo.

Lemma 10.1.1. Huis en slutningsregel fra fri-variabel LK anvendes pa en falsifiserbar utledning, sa far vi
en ny falsifiserbar utledning.
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Vi skal med andre ord vise at reglene bevarer falsifiserbarhet.

Vi far ett tilfelle for hver regel.

Alle tilfellene bortsett fra d-reglene (L3 og RV) gar pa samme mate.

Vi viser forst hvordan beviset gar for disse og tar d-reglene til slutt.

Bevis. Overblikk:
G/ G//
rl_A F/'_A/ F//'_A//
r-=A

e Anta at 7 er falsifiserbar.

Skal vise at 7’ er falsifiserbar.

e La M vere en modell som falsifiserer 7.

Velg en vilkarlig variabeltilordning p for M.

Vi far to tilfeller:

1. Den grenen i m som er falsifisert av. M under p er en annen enn G.

2. Den falsifiserte grenen er G.

Beuis (tilfelle 1).
G/ G//
rl—A F/FA/ F//FA// 9
Mr=A

Har antatt at 7 er falsifiserbar.

Har valgt en modell M som falsifiserer m og en variabeltilordning p for M.
e Har antatt at grenen i 7 som er falsifisert av M under p ikke er G.

Da er den falsifiserte grenen i 7 ogsa en gren i «’.
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G/ G/I
I\/ '_ Al 1"// '_ A//
Mr=A

Har antatt at 7 er falsifiserbar.

Har en modell M som falsifiserer m og en variabeltilordning p for M.

Har antatt at G i 7 er falsifisert av M under p.

o Ma vise at enten G’ eller G” er falsifisert i 7’.

Vi far ett tilfelle for hver LK-regel.

e Vi viser argumentet for LV og LV.

Beuvis (tilfelle 2 —LV).

G/ G//
DAFA  TBRA
T.AVBFA v
G

Siden konklusjonen er pa G og G er falsifisert av M under p, sa har vi at M,u =T U{AV B} og at
M, p gjor alle i A usanne.

e Fra semantikken har vi at M, u |= A eller M, u = B.

Hvis M, u |E A, sa er G’ falsifisert av M under pu.

Hvis M, u |E B, sa er G” falsifisert av M under p.

Beuis (tilfelle 2 — LV).

G/
T, Vap, plu/z] B A
,Vzp - A

G

LY

e Siden konklusjonen er pa G og G er falsifisert av M under pu, sa har vi at M, u = T'U {Vap} og at
M, i gjor alle formler i A usanne.

e Anta at u(u) = e (der e € |M|).
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e Siden M, i = Vap har vi fra semantikken at M, u{z — a} |= ¢ for alle a € |[M|.

e Spesielt vil M, u{x — e} = ¢, men da vil M, u = p[u/x], pa grunn av substitusjonslemmaet.
e Da er G’ falsifisert av M under pu.

Beuis (6-regler). Nar en d-regel anvendes, ma vi vise lemmaet pa en annen mate. Vi gjor tilfellet for L3.

G/
Toof(u1,...,un) /2] A
I3z F A

L3

G

e La M’ vaere en modell som er lik M bortsett fra tolkningen av f, som defineres som fglger:

— Laas,...,a, € |M'| og la u’ veere en variabeltilordning slik at p'(u;) = a; for 1 <i <mn.
— Hvis M, i/ |= 3z, sa finnes e € |M| slik at M, p/{z — e} = ¢. La fM (a1,...,a,) = e.
— Hvis M, i/ £ 3z, séla fM (aq,. .., a,) veere et vilkarlig element i |M/].

e Pastand: M’ falsifiserer «’. Oppgave!

Lemma 10.1.2. Enhver utledning med falsifiserbar rotsekvent er falsifiserbar.

Bevis. Ved strukturell induksjon pa utledninger.

e Basistilfellet: rotsekventen er falsifiserbar.

e Induksjonssteget: fglger fra Lemma.

En variant av substitusjonslemmaet, for flere variabler, men bare for grunn substittusjoner:

Lemma 10.1.3. La M vere en modell, og la o vere en grunn substitusjon. La i vere en variabeltilordning
slik at u(x) = (xo)™ for hver variabel x i statten til o. Hvis o er en formel slik at de frie variablene i @ er
med i stptten til o, sa holder M, i |= ¢ hvis og bare hvis M |= ¢o.

Bewvis. Ukeoppgave. O

Teorem 10.1.1 (Sunnhet). Sekventkalkylen fri-variabel LK er sunn.

Beuvis. e Anta at (m, o) er et bevis for '+ A.
e Anta for motsigelse at I' = A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.
e Ved Lemma finnes en modell M som falsifiserer 7.

e La i vaere en variabeltilordning slik at p(x) = (zo)™ for hver variabel z i stgtten til o.
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Da finnes en gren G i w som er falsifisert av M under pu.

Siden o lukker lgvsekventen pa G, sa finnes atomaere formler ¢ € G og 1 € G* slik at po = vo.

Siden G er falsifisert av M under p, sa M, u = ¢ og M,y - .

Fra Lemma har vi M |= po og M [~ vo. Men po = 1o, motsigelse.

10.2 Oppgaver

I forelesning 10 sa vi pa en unifiseringsalgoritme som finner en mest generell unifikator for to termer. I
automatisk bevissgk har vi imidlertid bruk for a sjekke om flere par av termer er unifiserbare samtidig. Se
pa sekventen

P(k(z, 2), f(y,q(v,a))) F P(k(g(y), 3 (v)), f (h(z,a), w)),

der x,y, z,v,w er variable, f, g, h,j, k,q er funksjonssymboler og P er et relasjonssymbol. For & gjgre de to
atomeere formlene like, ma vi finne en substitusjon o slik at

k(z,2) =0 k(g(y),i(v)) o9 [(y,q(v,a)) =5 f(h(z,a),w)

samtidig. (Notasjon: s =, t betyr so = to.) Vi kan bruke unifiseringsalgoritmen fra forelesningen til ogsa a
Igse slike problemer. Hvis vi betrakter relasjonssymbolet P som et funksjonssymbol, kan vi la de to atomeere
formlene veere de to termene som skal unifiseres. Generelt kan vi bruke algoritmen til & lgse unifiseringspro-

blemer pa formen
? ?
S1 = t1,...,3n= tn

ved & unifisere termene o(sy,...,s,) og o(t1,...,t,), der o er et vilkarlig funksjomssymbol med aritet n.
(Notasjon: s = t uttrykker at vi gnsker & unifisere termene s og t.) Vi sier at en unifikator for et slikt
unifiseringsproblem er en substitusjon o slik at

S1 =¢ tl,...,Sn = fin.
Oppgave 10.1 Finn en mest generell unifikator (hvis noen finnes) for fglgende unifiseringsproblemer.

a. k(z,2) =" k(g(y),i(v)) og f(y,a(v,a)) =" f(h(z,a),w)

b. =" f(y) ogy =" g(x)

Oppgave 10.2 Vis at for alle substitusjoner o og 7, og for alle fgrsteordens formler ¢ s& er p(o7) =
(¢o)7. (Hint: strukturell induksjon.)
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Forelesning 11: Automatisk bevissgk III —

fri-variabel kompletthet og repetisjon av sunnhet
Martin Giese - 31. april 2008

11.1 Kompletthet av fri-variabel LK

Teorem 11.1.1 (Kompletthet). Huvis I' = A er gyldig, sa er den bevisbar i fri-variabel LK.

For a vise kompletthet, viser vi den ekvivalente pastanden:

Lemma 11.1.1 (Modelleksistens). Hvis I' = A ikke er bevisbar i LK, sa er den falsifiserbar.

Husk:

e En modell M falsifiserer I' = A hvis ethvert valg av variabeltilordning for M gjgr alle formler i T’
sanne og alle formler i A usanne.

e Hvis formlene i I' og A er lukkede, vil sannhetsverdiene til formlene under M vare uwavhengig av
variabeltilordning.

Modelleksistens for grunn LK — repetisjon
Beviset for modelleksistens for fri-variabel LK bygger pa beviset for grunn LK. Hovedtrekkene i beviset for
grunn LK:
e Vi antar at en sekvent I' = A ikke er bevisbar i grunn LK.
— Det betyr at alle utledninger med rotsekvent I' = A har en apen gren.

e Vi bruker en rettferdig strategi til a konstruere en grenseutledning for I' H A der hver apen gren G har
fglgende egenskaper:

— enhver a-, §- og 6-formel pa G er hovedformel i en slutning pa G, og

— hvis G inneholder en ~-formel pa formen Qzy, sa er ¢[t/x] aktiv formel i en slutning pa G for hver
term ¢ i Herbrand-universet til G.

— “Alle mulige regelanvendelser er forsgkt pa alle apne grener.”

e Siden I' F A ikke er bevisbar, s& ma grenseutledningen inneholde en apen gren G (ved Konigs lemma).

Modelleksistens for grunn LK — repetisjon I1

e Vi benytter informasjonen i G til a konstruere en Herbrand-modell M pa fglgende mate:

— Domenet til M er Herbrand-universet til G.
— For lukkede termer ¢ pa G: tM =t
— For n-zere relasjonssymboler P pa G: (t1,...,t,) € PM & P(ty,...,t,) € GT

e Husk: Herbrand-universet til en gren er mengden av alle grunne termer som kan konstrueres fra
konstant- og funksjonssymboler pa grenen.
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e Vi viser s& ved strukturell induksjon pa formler i G at M oppfyller alle formler i G og falsifiserer alle
formler i G1.

— Basissteget har to tilfeller: P(ty,...,t,) € G og P(t1,...,t,) € G*.
— I induksjonssteget far vi ett hovedtilfelle for hvert konnektiv.

— I hvert hovedtilfelle ma vi se pa om formelen forekommer i G eller G*.

e Det fglger at M falsifiserer I' - A, siden I' € G' og A C G*.

Modelleksistens for grunn LK — repetisjon III

e I argumentet for at M oppfyller alle formler i G' og falsifiserer alle formler i G+ gjor vi strukturell
induksjon pa formlene i G.

Basissteget fglger pr. definisjon av Herbrand-modellen M.

I induksjonssteget antar vi at en formel ¢ forekommer pa den apne grenen G og benytter oss av at
grenseutledningen er konstruert med en rettferdig strategi:

— For a-, - og d-formler bruker vi at ¢ er hovedformel i en slutning pa G, og at de umiddelbare
delformlene til ¢ derfor ma veere i G.

— For ~-formler bruker vi at den umiddelbare delformelen til ¢ er instansiert med alle termer i
Herbrand-universet til G.

Siden delformlene er av enklere struktur enn ¢, kan vi anta at pastanden holder for disse, og bruke
semantikken til & slutte at pastanden holder for ¢.

Modelleksistens for fri-variabel LK

o | beviset for modelleksistens for fri-variabel LK skal vi

— bruke en retiferdig strategi til & konstruere en grenseutledning med en apen gren for en ikke-
bevisbar sekvent, og

— anvende en grunn substitusjon pa alle formlene i den apne grenen slik at alle frie variable blir
instansiert med grunne termer.

e Vi kan sa konstruere en Herbrand-modell fra den grunnede dpne grenen pa samme mate som for grunn
LK, og bruke det samme induksjonsargumentet.

e I fri-variabel LK introduserer y-reglene imidlertid frie variable istedenfor termer, sa vi trenger en ny
definisjon av rettferdig strategi.

e Vima ogsa velge den grunnende substitusjonen slik at den grunnede apne grenen far samme egenskaper
m.h.p. y-formler som i grenseutledningen i grunn LK.

Rettferdig strategi for fri-variabel LK

e En rettferdig strategi vil for eller senere anvende en regel pa enhver ikke-atomeaer formel i en lgvsekvent
i utledningen.
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e Siden hovedformelen i en y-slutning kopieres, vil vi (hvis vi fortsetter a anvende regler i det uendelige)
matte introdusere uendelig mange frie variable for hver ~-formel pa en gren.

Definisjon 11.1.1 (Rettferdig strategi). En strategi er rettferdig hvis enhver grenseutledning som fas ved
a folge strategien har folgende egenskaper:

1. Hwvis @ er en a-, B- eller §-formel i en gren, sa er ¢ hovedformel i en slutning i grenen.
2. Huis p er en y-formel pa formen Qi i en gren, sa er ¥[u/x] aktiv formel i en slutning i grenen, for

uendelig mange variable u.

Rettferdig substitusjon

e Grenseutledningen til hgyre er generert med en rettfer-

dig strategi. VP, Puy, Pus, Pus - Qfa

e Formelen Vz Px introduserer uendelig mange frie variab- VaPx, Puy, Pus F Qfa
le u;. VePx, Pu; - Qfa
VzPzx - Qfa

e La substitusjonen o veere slik at o(u;) = a for alle u;.

e Utledningen har kun én gren, kall den G. Hvis vi anvender ¢ pa formlene i G, sa vil alle Pu;-formlene
bli til Pa.

e Vi ser at Herbrand-universet til Go er a, fa, f fa, ff fa, ... Det finnes na termer ¢ i Herbrand-universet
slik at Pt ikke er i Go, f.eks. t = fa.

e Herbrand-modellen generert fra Go vil derfor ikke gjgre Va Pz sann.

Rettferdig substitusjon II

La substitusjonen 7 veere definert rekursivt slik at :
Yz Px, Puy, Pus, Pus F Qfa
— r(ugsr) = fr(us) VePx, Pui, Pus F Qfa

TAUi+1) = JT)- VaPx, Pui F Qfa
Vi anvender 7 pa formlene i grenen G. VePz F Qfa

— () = a, og

Vi har na at Pt € Gt for alle termer ¢ i Herbrand-universet til Gr.

Derfor vil Herbrand-modellen generert fra G7 oppfylle Vz Px.

Vi kaller 7 en retiferdig substitusjon.

Rettferdig substitusjon III

Definisjon 11.1.2 (Rettferdig substitusjon). La 7 vere en grenseutledning generert med en rettferdig stra-
tegi, og la G veere en gren i w. La o vere en substitusjon.
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e o er rettferdig m.h.p. en y-formel Qzy @ G hvis for alle termer t i Herbrand-universet til G sa finnes
en formel plu/x] aktiv i en y-slutning ¢ G slik at o(u) = t.

e o er rettferdig m.h.p. grenen G hvis o er rettferdig m.h.p. alle v-formlene i G.

e o er rettferdig m.h.p. utledningen m hvis o er rettferdig m.h.p. hver gren i 7.

Modelleksistens for fri-variabel LK — bevis

e Anta at sekventen I' = A tkke er bevisbar i fri-variabel LK.

— Det betyr at for alle utledninger med I' - A som rotsekvent, sa finnes ingen substitusjon som
lukker utledningen.

e Vi bruker en rettferdig strategi til a lage en grenseutledning med I' = A som rotsekvent.

e Vi velger en substitusjon o som er rettferdig m.h.p. grenseutledningen og som instansierer alle frie
variable i utledningen med grunne termer.

e Siden o ikke lukker grenseutledningen, sa vil det finnes en gren G i grenseutledningen som ikke er
lukket av o (ved Konigs lemma).

e Vi anvender o pa alle formlene i G. Merk at Go kun inneholder lukkede formler. Vi kan derfor gjgre
resten av beviset pa samme mate som for grunn LK.

e Merk at I' = A er lukket. Herbrand-modellen generert fra Go vil derfor falsifisere I' A uavhengig av
variabeltilordning.

11.2 Repetisjon: sunnhet av fri-variabel LK

Sunnhet

Vi viste forrige gang at sekventkalkylen fri-variabel LK er sunn.

Teorem 11.2.1 (Sunnhet). Huvis en sekvent er bevisbar i fri-variabel LK, sa er den gyldig.

Sentralt i beviset star argumentet for at det a anvende en LK-regel pa en falsifiserbar utledning gir en
falsifiserbar utledning.

Lemma 11.2.1. Enhver utledning med falsifiserbar rotsekvent er falsifiserbar.

Vi skal ta en kort repetisjon av sunnhetsargumentet.

Falsifiserbarhet

e I sunnhetsbeviset for grunn LK viste vi at alle reglene bevarer falsifiserbarhet oppover.
e I fri-variabel LK utvidet vi semantikken med variabeltilordninger for a tolke formler med frie variable.
e Vi matte ogsa innfgre et nytt falsifiseringsbegrep for sekventer med frie variable.

e [-reglene i fri-variabel LK bevarer ikke falsifiserbarhet oppover.
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e Vi innfgrte derfor falsifiserbarhet for utledninger.

e En modell falsifiserer en utledning hvis ethvert valg av variabeltilordning for modellen gir en falsifisert
gren.

O-regelen bevarer ikke falsifiserbarhet oppover

e Se pa slutningen

Put Pa,Qb Qu F Pa,Qb
PuV QutF Pa,Qb

e La M vare en modell slik at [M| = {a,b}, a™ = a, b = b, PM = {b} og QM = {a}.

Vi har to aktuelle variabeltilordninger for M: p(u) = a og pa(u) = b.

M falsifiserer konklusjonen:

— M falsifiserer begge formlene i succedenten.

— M, 11 E Qu og M, us = Pu, s M gjor formelen i antecedenten sann uavhengig av variabeltil-
ordning.

e Premissene er ikke falsifiserbare. (Prov!)

Konklusjonen er falsifiserbar, mens premissene ikke er det!

Beviset for falsifiserbarhetslemmaet

Beviset for falsifiserbarhetslemmaet gar ved strukturell induksjon pa utledninger.

I induksjonssteget

— antar vi at en utledning 7 er falsifiserbar, og

— viser at utledningen vi far nar vi utvider m med en fri-variabel LK-regel ogsa er falsifiserbar.

Vi far ett tilfelle for hver LK-regel.

Antagelsen om at 7 er falsifiserbar gir oss en falsifiserende modell M.

For a-, §- og 7-reglene kan vi vise at M ogsa falsifiserer den utvidete utledningen.

Det holder ikke for d-reglene. Her konstruerer vi en ny modell (basert pa M) som falsifiserer den
utvidete utledningen.

Beviset for falsifiserbarhetslemmaet — §-regelen

Toolf(ug,...,un) /2] A
I3z F A

L3

e Hvis vi utvider med en §-slutning, sa vil den nye lgvsekventen inneholder Skolemtermen f(uy, ..., u,).

e Vi lager en ny modell M’ som er lik M bortsett fra tolkningen av f.
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e For hver variabeltilordning p for M’ spesifiserer vi M’, i sin tolkning av den introduserte Skolemtermen
slik at M’ p gjor @[f(uq,...,uy,)/x] sann dersom M, p gjor Iz sann.

e Siden f ikke forekommer i m og M er lik M’ utenom f, sa er « falsifisert av M’.
e Ved a bruke de semantiske definisjonene, viser vi sa at M’ falsifiserer den utvidete utledningen.

Teorem 11.2.2 (Sunnhet). Hvis I' = A er bevisbar i fri-variabel LK, sa er '+ A gyldig.

Beuis. e Anta at (m, o) er et bevis for T' - A.
e Anta for motsigelse at I' - A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.
e Ved Lemma finnes en modell M som falsifiserer 7.
e La yu veere en variabeltilordning slik at p(x) = (zo)™ for hver variabel z i stgtten til o.
e Da finnes en gren G i 7 som er falsifisert av M under p.
e Siden o lukker lgvsekventen pa G, sa finnes atomaere formler ¢ € GT og 1 € G* slik at po = 1o.
e Siden G er falsifisert av M under u, sa& M, u = ¢ og M, p [= .

e Fra Lemma har vi M | po og M [~ vo. Men po = 1o, motsigelse.

11.3 Oppgaver

Fri-variabel semantikk

La ¢ veere formelen JzLiker(x,y). Vi ser at variabelen y forekommer fritt i . La modellen M vaere slik at
|IM| = {Ola, Kari}, og Liker™ = {(Ola, Kari)}. Anta videre at vi har konstantsymbolene a og b i signaturen
var, og at a™ = Ola og b = Kari. La ¢ veere en grunn substitusjon slik at o = {b/y}. Vi lar u veere en
variabeltilordning for M slik at u(y) = (yo)™M = M = Kari (hvordan y tolker andre variable enn y ser vi
bort fra i denne sammenhengen). Vi ser at bade

(1) M,puEe

og?

(2) Moo

holder. Vi har definert y slik at p tolker y — den eneste frie variabelen i ¢ — som det samme objektet som
(yo)M. Det er derfor ikke s overraskende at bade (1) og (2) holder. Generelt kan vi definere fglgende lemma.

Lemma 11.3.1. La M vere en modell, og la o vere en grunn substitusjon. La p vere en variabeltilordning
slik at p(x) = (xo)™ for hver variabel x i stotten til o. Hvis @ er en formel slik at de frie variablene i @ er
med i stotten til o, sa holder M, i |= ¢ hvis og bare hvis M = ¢o.

Oppgave 11.1 Vis lemmaet over. (Hint: Strukturell induksjon pa formler.)

21 det siste tilfellet behgver vi ikke u for & tolke @o, siden o er en lukket formel.
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Sunnhet av fri-variabel LK

I fri-variabel LK definerte vi §-reglene som

L plf(@)/a] F A LEAlf@/
I3z F A I'F A Vze
der symbolene f og 4 ble definert pa fglgende mate:
(1) — f er ny for utledningen
— U =uq,...,u, er de variablene som forekommer fritt i hovedformelen

I beviset for sunnhet av kalkylen star folgende lemma sentralt.

Lemma 11.3.2 (Falsifiserbarhet). Enhver utledning med falsifiserbar rotsekvent er falsifiserbar.

Beviset gar ved strukturell induksjon pa utledninger. I induksjonssteget antar vi at lemmaet holder for
en utledning 7 med falsifiserbar rotsekvent og viser at lemmaet holder for utledningen 7/, som vi far ved
a anvende en LK-regel 6 pa en lgvsekvent i 7. Siden vi har antatt at lemmaet holder for m og at m har
falsifiserbar rotsekvent, sa finnes en modell M som falsifiserer 7. Ved definisjonen av falsifiserbarhet sa vet
vi at for hver variabeltilordning p for M, sa finnes en gren G i 7 som er falsifisert® av M under p.

Vi ma vise at 7’ er falsifiserbar. Dette gjgr vi ved 4 finne en modell M’ som falsifiserer den utvidete
utledningen 7’. Framgangsmaten avhenger av hvilken regel vi brukte for a utvide 7 til #’. Vi far ett tilfelle
for hver av LK-reglene. Siden vi pr. antagelse allerede har en modell M som falsifiserer 7 sa er det en god
idé a forsgke a bruke denne som motmodell til 7’ ogsa. Dette fungerer fint for a-, 8- og 7y-reglene. Beviset
for f.eks. L— kan gjgres pa folgende mate.

Beuvis (induksjonssteget for L— ). La 6 veere en slutning pa formen

' AA IBF A
I'N'A—-BFA '

Legg merke til at konklusjonen i 6 er lgvsekvent i 7, men ikke i den utvidete utledningen 7’. Premissene i 6
er begge lgvsekventer i 7/, men ikke i w. La G veere den grenen i m som har konklusjonen i # som lgvsekvent.
La G’ og G’ veaere grenene i 7’ som har henholdsvis venstre og hgyre premiss i 6 som lgvsekventer.

Vi skal vise at 7’ er falsifiserbar, dvs. at det finnes en modell M’ som falsifiserer 7’. Vi setter M’ = M og
viser at M falsifiserer 7’. La u' veere en vilkarlig variabeltilordning for M. Hvis vi kan vise at det finnes
en gren i @’ som er falsifisert av M under p/, sa er vi i mal. Pr. antagelse sa finnes det en gren i © som er
falsifisert av M under p’. Vi har to tilfeller:

1. Den falsifiserte grenen er en annen enn G.

2. Den falsifiserte grenen er G.

3Dvs. M,pl= ¢ for alle ¢ € GT og M, pu = o for alle i € G-
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I tilfelle (1), sa er den falsifiserte grenen ogsa en gren i 7/, og vi er i mal. Anta derfor at vi har tilfelle (2),
dvs. at G er falsifisert av M under p/. Vi ma vise at G’ eller G” er falsifisert av. M under u'. Siden G er
falsifisert av M under p/ og A — B € G', sa har vi at M,/ = A — B. Ved definisjonen av tolkning av
formler med frie variable sa har vi at (2a) M, p’ & A eller (2b) M,/ |= B. I tilfelle (2a) sa er G’ falsifisert
av M under p'. I tilfelle (2b) sa er G” falsifisert av M under ' O

De to forste avsnittene i beviset kan ogsa brukes i induksjonssteget for de andre a-, 5- og v-reglene. Det er
det siste avsnittet i beviset som blir spesifikt for regelen. Den generelle framgangsmaten er imidlertid den
samme:

1. Vi bruker antagelsen om at M, gjor hovedformelen sann eller usann (avhengig av om det er en
ventre- eller hgyreregel vi skal vise).

2. Vi bruker fri-variabel semantikken til & finne ut hvilke sannhetsverdier de aktive formlene far av M, p'.

3. Vi konkluderer med at G’ eller G” er falsifisert av M under p'.

Legg merke til at resonnementet er likt det vi brukte for a vise at reglene bevarer falsifiserbarhet oppover i
utsagnslogisk LK og grunn fersteordens LK. Det er imidlertid en viktig forskjell: I fri-variabel LK viser vi at
reglene bevarer falsifiserbarhet av utledninger.

Oppgave 11.2 Gjgr induksjonssteget i beviset for falsifiserbarhetslemmaet for LK-reglene L—, R—, R—,
RV, LA, RA og R3.

For d-reglene kan vi ikke bruke M som falsifiserende modell for 7/. Vi ma definere en ny modell M’ som er
lik M bortsett fra tolkningen av Skolemsymbolet f i den introduserte Skolemtermen f(ug,...,u,). Husk at
M er en funksjon fra |[M'|" til |M’|. Vi ma derfor spesifisere et element e € [M'| som verdi for fM' for
alle elementer (ay,...,a,) € |M'|™. Termen f(ui,...,u,) inneholder imidlertid frie variable, sa vi ma bruke
variabeltilordninger for & kunne tolke den. For en variabeltilordning p’ for M’ har vi at

/J/(Ul), s a/j//(’u’n) =4at,...,0an,

der p/(u;) = a; € [M'| for 1 < i < n, altsa et element i |[M’|™. En annen variabeltilordning kan gi et annet
element i |M’|™. Vi ma derfor spesifisere tolkningen f(uy,...,u,)™ " * for hver variabeltilordning p’ for M’.
For L3 med hovedformel dz¢ gjores det pa fglgende mate:

’

e Anta at (uy,...,un)* = {(a,...,an).

e Hvis 3z er sann i M under? 1/, sa finnes en e € |[M| slik at ¢[e/x] er sann i M under p’. Siden | M|
og |M’| er like, sa er e ogsa med i |M’|. La fM(ay,...,a,) =e.

e Hvis 3z er usann i M under ¢/, la fM(aq,...,a,) = d for et vilkarlig element d € |M’|.

For RY blir definisjonen tilsvarende, bortsett fra at vi i det andre punktet setter f*(as,...,a,) = e hvis
hovedformelen er usann i M under p’. Vi ma sa vise at modellen M’ falsifiserer «’. For L3 kan beviset gjgres
slik.

Bevis (M’ falsifiserer ©’ nar 6 er L3). La p' veere en vilkarlig variabeltilordning for M’. Vi ma vise at det
finnes en gren i 7’ som er falsifisert av M’ under p’. La G og G’ vaere definert pa samme mate som i beviset
for L—. Siden M og M’ er like bortsett fra tolkingen av f, og siden f ikke forekommer i 7, sa vil M og M’
tolke alle symboler i m pa samme mate. Siden M falsifiserer 7, sa vil ogsa M’ falsifisere 7. Det finnes derfor
en gren i 7 som er falsifisert av M’ under p'. Vi har to tilfeller:

4Siden M og M’ har det samme domenet, sa er alle variabeltilordninger for M ogsé variabeltilordninger for M’ og vice
versa.
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e Den falsifiserte grenen er en annen enn G.
e Den falsifiserte grenen er G.

I tilfelle (1) har vi at den falsifiserte grenen i 7 ogsa er en gren i 7/, og vi er i mal. Anta derfor at vi har
tilfelle (2), dvs. at G er falsifisert av M’ under p’. Vi ma vise at G’ er falsifisert av M’ under ' O

Oppgave 11.3 Fullfgr argumentet i beviset over. (Hint: Argumentet gér tilsvarende som for L— ved &
bruke semantikken. Bruk definisjonen av M’ sin tolkning av f for & komme i mal.)

Oppgave 11.4 Gjgr induksjonssteget i beviset for falsifiserbarhetslemmaet for LK-regelen RY.

Det er flere mater a definere §-reglene pa enn den vi har gitt over, men ikke alle er sunne. Se pa fglgene
alternative definisjoner:

(11) — f er ny for utledningen
— U =uq,...,uy, er de variablene som forekommer fritt i konklusjonen

— f er ny for konklusjonen

(1) — U =4uq,...,U, er de variablene som forekommer fritt i hovedformelen

Oppgave 11.5 Hvilke av alternativene (II) og (II1) er sunne? Hvis definisjonen er sunn, forklar hvorfor.
Hvis ikke, finn et moteksempel, dvs. en utledning med falsifiserbar rotsekvent som kan lukkes hvis man bruker
den alternative d-regelen. (Hint: Se pa beviset for L3 over. Her bruker vi at f ikke forekommer i 7 til & “fiske
fram” en falsifisert gren i 7. Vil dette by pa problemer med (II) eller (II1)?)

Vi skal til slutt se pa en variant av §-regelen der vi tillater en viss gjenbruk av Skolemsymboler.
Definisjon 11.3.1 (Funksjonen sko). La sko vere en funksjon som tar en §-formel som argument og retur-

nerer en Skolemfunksjon. For to §-formler ¢ og ¢ sa har vi at sko(p) = sko(y)) hvis og bare hvis p = 1.

Vi definerer §-regelen som folger.

— f =sko(y) der ¢ er hovedformelen
— 4 =1uy,...,u, er de variablene som forekommer fritt i hovedformelen

(Iv)

Vi vil na fa at like o-formler i forskjellige grener introduserer det samme Skolemsymbolet. Se pa fglgende
eksempel (der vi ikke viser v-kopiene).

Qu F Pa,Qb RY
Pu b Pa,VxQx Qu F VzPx, Qb RY
Pu b VePzx,VrQx Qu F VYzPz,VxQx

PuV QuF VePx,VxQx
Va(Pz V Qx) - VePx,VaQux

Lv

Vi ser her at den gverste RV-slutningen i hgyre gren introduserer den samme Skolemkonstanten som RY-
slutningen i venstre gren, siden hovedformlene i de to slutningene er like. Sammenligner vi den nederste
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RV-slutningen i hgyre gren med RV-slutningen i venstre gren ser vi at de introduserte Skolemkonstantene er
ulike, siden hovedformlene er ulike.

Oppgave 11.6 Er definisjon (IV) av §-reglene sunn? Hvorfor /hvorfor ikke? (Hint: I definisjon (IV) legger
vi en begrensning pa gjenbruken av Skolemsymboler i forhold til definisjon (III). Hvordan pavirker dette
sunnhetsbeviset? Kan vi bruke en egenskap ved funksjonen sko til & fa sunnhetsbeviset til 4 ga gjennom?)

Definisjon 11.3.2 (Funksjonen sko®). La sko™ vere en funksjon fra §-formler til Skolemsymboler slik at for
to &-formler ¢ og v sa har vi sko* (@) = sko™ () hvis og bare hvis ¢ og ¥ er like opp til omdgping av frie og
bundne variable.

Med omdgping av frie variable mener vi at vi kan endre navn pa en eller flere bundne variable. Hvis vi
f.eks. omdgper x til z i formelen (1) JzPzy far vi formelen 3zPzy. P4 samme mate kan vi omdgpe frie
variable. Hvis vi omdgper y til z i formelen (1) over, sa far vi formelen 3z Pxz. Vi krever imidlertid at ingen
frie variable skal bli bundet som fglge av en slik variabelomdgping. For formelen (1) over er derfor ikke en
omdgping av z til y tillat, siden vi da far formelen JyPyy, som semantisk sett er ulik formelen vi startet
med.

To formler ¢ og 1 defineres som like opp til omdgping av frie og bundne variable hvis vi kan omdgpe
variablene i ¢ pa en slik mate at resultatformelen blir syntaktisk lik ¢ (eller tilsvarende, hvis vi kan omdgpe
variablene # slik at resultatet blir syntaktisk likt ¢). Formlene 3z Pzy og JyPyx er like opp til omdgping av
frie og bundne variable, mens formlene dx Pry og JxPxx ikke er det.

Vi definerer sa en variant av §-betingelsen (IV) som fplger.

(V) ~ f =sko"(¢)) der 9 er hovedformelen
— U =uq,...,uy, er de variablene som forekommer fritt i hovedformelen

Oppgave 11.7 Er definisjon (V) av é-reglene sunn? Hvorfor /hvorfor ikke?
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Forelesning 12: Automatisk bevissgk IV — matriser og koblingskal-
kyle
Bjarne Holen - 28. april 2008

12.1 Automatisk bevissgk IV

12.1.1 Introduksjon

Bevissgk med koblinger

e Vi har til na sett pa forskjellige varianter av sekventkalkyle:

— LK for klassisk utsagnslogikk,

— LJ for intuisjonistisk utsagnslogikk,

ensidig sekventkalkyle,

grunn LK og
— fri-variabel LK for klassisk forsteordens logikk.

e Alle disse kalkylene har to svakheter nar de skal implementeres med en automatisk sgkealgoritme:

— Redundans — gjennom formelkopiering kan vi fa mange forekomster av én og samme formel.

— Ingen relevanssjekk — siden det kun tas hensyn til toppkonnektiv ved formelanalyse kan vi risikere
a utvide formler som ikke er relevante for a lukke utledningen.

e Vi skal i denne forelesningen se pa koblingskalkylen, som ikke har disse problemene.

Redundans i LK-utledninger

X
X X Q1,R1,P2 l_RQ
Q2 — R1, P2 Ra, Py Q1 F Q2, P> — R Q1,R1 - P, — Ry
Q:— Rt P ,Po— Ry Q2:— R1,Q1 F P, — R

Pl_>Q1,Q2—’R1|*P2—>R2

I rotsekventen forekommer bade P, @ og R to ganger. Vi bruker ; og o til a skille forekomstene fra
hverandre.

e Siden P, og P; i venstre lgvsekvent er forekomster av P, kan vi lukke med disse. Tilsvarende for de
andre lgvsekventene.

e En LK-utledning kan inneholde mange kopier av en (del)formel i rotsekventen. I utledningen over: 3
kopier av Q2 — R, 4 kopier av P> — Rag, 2 kopier av Pj, 6 kopier av Py, osv.

e Vi har derfor redundans i LK-utledninger.
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Ingen relevanssjekk

X X
(Q—RV(R—Q),P+-P (Q—RV(R—Q),P+-P
(Q—=RV((R—Q),PVPFP

I rotsekventen over er det to muligheter for utvidelse: (Q — R) V (R — Q) eller PV P

— Hvis vi velger (Q — R)V (R — @Q), vil vi gjore (en eller flere) utvidelser som ikke bidrar til a
lukke lgvsekventene.

— Velger vi derimot P V P, vil vi kunne lukke direkte.

Det er de atomere delformlene til en formel som er med pa & lukke lgvsekventene.

I sekventkalkyle ser vi imidlertid kun pa toppkonnektivene for a velge hvilken formel vi skal utvide.

Vi kan derfor risikere a utvide formler som er irrelevante m.h.p. a lukke utledningen.

Matriser og koblingskalkyle
e Bevisbarhet av en formel kan defineres som en egenskap ved formelen direkte, istedenfor via utledninger
som i sekventkalkyle.

— Vi kan representere en formel todimensjonalt ved en matrise bestaende av de atomaere delformlene.
— Gyldighet defineres sa som en egenskap ved stiene gjennom matrisen.

— Hver sti ma inneholde et komplementaert par av atomer — kalt en kobling.

e Koblingskalkyle er basert pa matrisekarakteristikken av gyldighet og utnytter at samme kobling kan
forekomme pa flere stier gjennom en matrise.

e Vi skal begrense oss til a se pa koblingskalkyle for utsagnslogikk i disjunktiv normalform.

e Koblingskalkyle er imidlertid ikke begrenset til normalform, og finnes for mange forskjellige logikker —
inkludert de vi har sett pa i kurset.

12.1.2 Matriser

Disjunktiv normalform

e I ukeoppgavene har vi sett pa normalformer.
e En [iteral er en atomeer formel eller negasjonen av en atomeaer formel:
— P,Q,R,... er positive literaler og =P, —Q, R, ... er negative literaler.
e En generalisert konjunksjon er en formel pa formen (o1 A ... A p,) der hver ¢; er en formel.

e En generalisert disjunksjon er en formel pa formen (p1 V...V ¢,) der hver ¢; er en formel.

Definisjon 12.1.1 (Disjunktiv normalform). En formel er pa disjunktiv normalform (DNF') hvis den er en
(generalisert) disjunksjon av en eller flere (generaliserte) konjunksjoner av en eller flere literaler.
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Disjunktiv normalform

Hvilke formler er pa DNF?

o P

e PVQ

(PVQ)ANR Nei, venstre konjunkt er en disjunksjon.
(~PAQV(=QAP)

(P—Q)VQV-P Nei, venstre konjunkt er en implikasjon.
(-PAQ)V RV (-RAP)V(-PAQA-R)
-PAQA-R /

e Enhver literal er pa DNF.

Enhver disjunksjon av literaler er pa DNF.

Enhver konjunksjon av literaler er pa DNF.

Transformasjon til DNF

e Vi har i ukeoppgavene sett at enhver utsagnslogisk formel kan transformeres til en ekvivalent formel
pa DNF.

e Husk: to formler er ekvivalente hvis de oppfylles av ngyaktig de samme valuasjonene/modellene.

e Eksempel: (PAN(P—=Q)—Q&-(PAN(P—-Q)VQ
& -PV=(P—-Q)VQ
& PV-(-PVQ)VQ
& =PV (=—PA-Q)VQ
& -PV(PA-Q)VQ

Transformasjon fra DNF til KNF

e Vi har sett at alle DNF formler kan transformeres til ekvivalente KNF formler ved gjentagende bruk
av

AV (BANC)< (AVB)A(AVC)
e Hva er problemet med en slik transformasjon?

e Hvorfor vil vi ha formler pa KNF?

(PA(P=Q)—Q&~PV(PA-QVQ
& (~PV(PA-Q)VQ
& ((-PVP)A(=PV-Q)V Q
& (-PVP)VQ) A((-PV=Q)V Q)
& (~PVPVQ)A(-PV-QVQ)

e Falsifikasjon av 1 klausul falsifiserer formelen
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Sammenheng mellom DNF og KNF

e Enkelt a konvertere formel til DNF
e Vi er mest interessert i KNF

e Finnes det en enkel mate a fa KNF fra DNF representasjon?

Anta at vi har en formel pa DNF

(AiNAs...NA)V(BiABy...ABp,)--V(PLAP;...

Ved gjentatte anvendelser av regelen

AV (BAC) < (AVB)A(AVC)

ser vi at klausulene i KNF representasjonen blir slik
(A;VBj...V P)
l<i<n 1l<j<m ... 1<k<s

Merk at KNF klausulene far 1 element fra hver DNF klausul!

Overblikk over Matrise-sgk

e For & vise at en sekvent er gyldig

P (P—-Q)FQ

e Bytt ut meta-symbol med objekt-symbol
(PA(P—Q))—Q

e Konverter til DNF
-PV(PAN-Q)VQ

e Elementene i DNF klausulene utgjgr sgylene i matrisen

Overblikk over Matrise-sgk

e Vi har sett at ved a plukke 1 element fra hver DNF klausul
e (sgpylene i matrisen) far vi KNF klausulene.
e Dersom enhver KNF klausul har en kobling (= A, A)

e vil matrisen representere enn IKKE-falsifiserbar formel (gyldig)
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e En matrise er en kompakt representasjon av formelen
e Vi bruker denne til a sgke igjennom alle KNF klausuler

e Vi sgker malrettet og leter etter koblinger

Definisjon 12.1.2 (Matrise).

e FEn klausul er en endelig mengde literaler. (metasymbol , := A)
e FEn matrise er en endelig mengde klausuler. (metasymbol , := V)
Eksempel (klausuler): Eksempel (matriser):
o {P} o {{P},{-P}}
o {P,-P,Q} o {{Q},{-P R}, {-R,P,-Q}}
e {-Q,R,P} o {}

o {} o {1}

e En klausul er

— positiv hvis den bare inneholder positive literaler, og

— negativ hvis den bare inneholder negative literaler.

Definisjon 12.1.3 (Semantikk for matriser). La v vere en boolsk valuasjon.

o For klausuler: v = {L1, ..., Ly} hvis og bare hvis v |= L; for alle L;.
e For matriser: v = {Ky,...,K,} hvis og bare hvis v = K; for en K.
Eksempel. La v vere slik at v = P, v - Q og v = R.

e vi={{P}L{-P}}?
e v E{{Q},{-P,R},{-R,P,—-Q}}? Nei, v oppfyller ingen klausuler.
e v ={} der {} er en tom matrise?  Nei, v oppfyller ingen klausuler i {}.

e v = {{}} (matrisen som kun inneholder en tom Klausul)? +/
(w E{} € {{}} siden alle valuasjon oppfyller en tom klausul.)

Falsifiserbarhet av matriser

v M=1{Ky,....Kn} K={L,....Ln}
oppfyller viEK; foren K; v L; for alle L;
falsifiserer v £ K; for alle K; v & L; for en L;
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e En boolsk valuasjon v falsifiserer

— en klausul i M hvis v falsifiserer en av literalene i klausulen

— alle klausulene i M hvis v falsifiserer en literal i hver klausul
e For hver klausul K; har vi | K;| valg av literaler a falsifisere.

e Vi far maksimalt | K| x ... x | K, | mater a falsifisere M pa.

DNF-formler som matriser

e En formel pa DNF kan sees pa som en matrise der klausulene tilsvarer disjunktene i formelen.

e Eksempel: formelen
-PV(PA-Q)VQ

tilsvarer matrisen
{{_‘P}a {Pa _‘Q}a {Q}}

tilsvarer KNF representasjonen

(=PVPVQ)AN(-PV-QVQ)

Stier

Definisjon 12.1.4 (Sti). La M vere en matrise.

e En sti gjennom M er en mengde som inneholder ngyaktig én literal fra hver klausul i M.

o En sti gjennom M er partiell hvis den mangler literaler fra én eller flere klausuler i M.

Eksempel.
P Q o Stier: {~P,P,Q} og {-P,~Q,Q}.
P -0 o Partieller stier: {=P}, {-P, P}, {-P,-Q}, {P}, {P,Q}, {Q},
{Qa _‘Q} o9 {Qa _'P}
Hver sti gjennom en matrise representerer en mulig falsifikasjon!
Koblinger

Definisjon 12.1.5 (Koblinger). La M vere en matrise. En kobling i M er en partiell sti gjennom M pa
formen {A,—A} der A er en atomer formel.

Eksempel.
/\P 0 e Koblinger: {=P, P} og {—-Q,Q}.
P _\‘/ o Vi markerer sammenkoblede literaler med en bue i den grafiske
B matrisenotasjonen.
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Apne og lukkede stier

e En kobling {P, =P} er ikke falsifiserbar:
— en boolsk valuasjon kan ikke falsifisere bade P og —P samtidig!
e Derfor vil en sti som inneholder en kobling, ikke veere falsifiserbar.

e Dersom alle stiene gjennom en matrise inneholder en kobling, vil matrisen ikke veere falsifiserbar — og
dermed ma formelen den representerer veere gyldig.

e Vi sier at en (partiell) sti i en matrise er

— apen hvis den ikke inneholder noen kobling, og
— [lukket hvis den inneholder en kobling.

Matriser vs. LK-utledninger
e Stiene gjennom matrisen til en formel F tilsvarer lgvsekventene vi far hvis vi gjor en maksimal LK-
utledning for sekventen - F:

— Negative literaler er antecedentformler, og
— positive literaler er succedentformler.

P.Q+Q
P Q P+ PQ P+ -Q,Q
P -0 P+FPA-Q,Q

F-P,PAN-Q,Q

e Lukkede stier gjennom matriser tilsvarer aksiomer i LK-utledninger.

Matrisekarakterisering av gyldighet

Teorem 12.1.1. En formel F pa DNF er gyldig hvis og bare hvis enhver sti gjennom matrisen til F' inne-
holder en kobling.

Eksempel.

o Formelen (PN (P — Q)N (Q — R)) — R er gyldig.
e Pa DNF far vi formelen =PV (P A=Q)V (Q A—R)V R.

Koblinger: {—-P, P}, {-Q,Q} og {-R, R}.

P Q R
/// Stier: {-P, P,Q, R}, {-P,P,-R,R}, {-P,—Q,Q, R} og

P ﬁQ R {_‘P7 _‘Q7 _‘Ra R}

e Alle stiene inneholder en kobling.
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12.1.3 Koblingskalkyle

e Matrisekarakteriseringen av gyldighet gir oss muligheten til & avgjore bevisbarhet ved a sjekke at alle
stier inneholder en kobling.

e En fgrste tilneerming vil veere a liste opp alle stiene gjennom en matrise og sjekke hver av dem for
koblinger.

e Det er imidlertid slik at én kobling kan forekomme pa flere stier gjennom en matrise.

Eksempel.

TN Uansett hvm'ﬂdan MlkOZlM2 seg;t v]ijl}enhver sti ga
M, P _p M, gjennom koblingen {P,—P}.

e Det er derfor en god idé a fokusere pa koblinger istedenfor stier.

e Vi skal vise grunnidéene i koblingskalkylen ved et eksempel.

Startsteget

e Vi starter med a velge en startklausul.

e Vi velger {P} og markerer denne med | under klausulen, og markerer alle literalene i startklausulen
med .

Utvidelsessteget 1

P] @ -P R
-

Vi kaller klausulen som er markert med T, for aktiv klausul.

Hvis en literal i aktiv klausul er markert med ,” ma vi sjekke alle stier som inneholder literalen.

I dette tilfellet har vi bare ett valg: P.

Vi markerer P med en ramme for a indikere at literalen er en del av den stien vi for gyeblikket
undersgker — den aktive stien.

Samtidig fjerner vi /-symbolet fra P.
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Utvidelsessteget I1

-P. —Q
Q -P R
7
Vi utvider den aktive stien ved a koble P med en komplementzer literal i en av de andre klausulene.

Vi har tre valg: {—-P,Q} , {-Q,—-P} og {R}

Vi velger den fgrste klausulen og markerer de sammenkoblede literalene med en bue.

Alle stier som springer ut fra den sammenkoblede —P vil veere lukkede pa grunn av koblingen {P, —P}.
Dette markeres med .” etter = P.

e Den sammenkoblede klausulen settes aktiv og de resterende literalene pa den markeres med .

Utvidelsessteget — oppsummering

-P  —Q ~ /:P. -Q

P Q@ P R Q -P R
e T e 1
T markerer aktiv klausul . markerer lukkede partielle stier

markerer literaler pa den aktive stien  markerer literaler i pne partielle stier
1. Velg en literal L markert med " i den aktive klausulen.
2. Bytt ut /" med en boks rundt L. Velg en L-kobling.
e Huvis det er flere alternativer, ta vare pa dem.
3. Marker den koblede literalen med ‘.’
4. Marker de resterende literalene i den koblede klausulen med .

5. Flytt 7T til den sammenkoblede klausulen.

Vi foretar nok et utvidelsessteg

/:P. -Q /:P -Q.
P] @ -P R ?] Q] - R

- 7

T markerer aktiv klausul . markerer lukkede partielle stier

markerer literaler pa den aktive stien  markerer literaler i pne partielle stier
Vi velger literalen @ i den aktive klausulen.
Vi bytter ut  med en boks rundt . Vi har bare ett alternativ til kobling: —@).
Markerer den koblede literalen med ‘.’

Markerer de resterende literalene i den koblede klausulen med .

AR I .

Flytt 7T til den sammenkoblede klausulen.
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Reduksjonssteget

-B/ Q. /:P -Q.

4 -r & Q] -r R
71 T
T markerer aktiv klausul . markerer lukkede partielle stier

markerer literaler pa den aktive stien =~ markerer literaler i apne partielle stier

e I situasjonen til venstre finnes det ingen literaler a koble =P med.
e Det finnes imidlertid en komplementeaer literal i den aktive stien: P.

e Vi kan derfor foreta et reduksjonssteq:

1. Blant literalene som er merket med " i den aktive klausulen, velg en L som er komplementaer med en
literal pa den aktive stien.

2. Fjern /" fra L og marker den med *.’

Fullfgrt sgk — suksess

?] Q] -~ R

1

e [ situasjonen over er alle literaler i aktiv klausul markert med “.’, dvs. at alle stier som fortsetter ut fra
denne klausulen inneholder koblinger.

o [ tillegg er ingen literaler i klausuler pa den aktive stien merket med ", dvs. at vi ikke har noen
partielle apne stier igjen a sjekke.

e Tilstanden er et vitne pa at sgket er fullfort med suksess — alle stier gjennom matrisen inneholder
koblinger.

Kalkyle vs. sgkealgoritme

Koblingskalkylen bestar av reglene start, utvidelse og reduksjon.

Reglene definerer et sett stisjekkingstilstander.

I tillegg har vi en beskrivelse av hvilke tilstander som representerer suksess i stisjekkingen.

En sgkealgoritme for koblingskalkylen ma spesifisere en rekkefalge a gjore reglene i.

Vi skal ngye oss med a presentere noen viktige poenger m.h.p. implementasjon av en sgkealgoritme.

Til slutt skal vi ta en titt pa en Prolog-implementasjon av koblingskalkylen.
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Sjekke alle apne partielle stier

e Vi ser pa suksesstilstanden med matrisen fra eksempelet, men legger til R i fgrste klausul. Den nye
matrisen inneholder flere stier uten koblinger, f.eks. {R, Q,—P, R}.

e Tilstanden over er ikke en suksesstilstand, siden vi har en partiell apen sti: den nye literalen R er
merket med .

e Vi ma ga tilbake og se hva som skjer hvis vi velger R som del av den aktive stien istedenfor P i venstre
klausul.

e Vi far en last tilstand, siden R ikke kan kobles med noen literaler i matrisen.

e Vi ma altsa sjekke alle apne partielle stier (literaler merket med ) fgr vi kan konludere med suksess.

Implementasjon i Prolog — leanCoP

prove (Mat) :-
append(MatA, [Cla|MatB] ,Mat), append(MatA,MatB,Matl),
\+member (-_,Cla), prove(Cla,Matl,[]).

prove([1,_,_).

prove([Lit|Cla],Mat,Path) :-
(-NegLit=Lit;-NegLit\=Lit,-Lit=NegLit),

( member (NegLit,Path); append(MatA, [Clal|MatB],Mat),
append(MatA,MatB,Matl), append(ClaA, [NegLit|ClaB],Clal),
append(ClaA,ClaB,Cla3), prove(Cla3,Matl, [Lit|Path])

), prove(Cla,Mat,Path).

e leanCoP er en elegant Prolog-implementasjon av koblingskalkylen for klassisk logikk i normalform.
e Utviklet av Jens Otten ved Universitetet i Potsdam utenfor Berlin.
e Utnytter Prologs innebygde unifikasjon og backtracking.

e For mer info: http://www.leancop.de/
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Forelesning 13: Resolusjon
Martin Giese - 5. mai 2008

13.1 Resolusjonskalkyle

Foilene jeg viste i forelesningen var hentet fra

http://www.uni-koblenz.de/ beckert /Lehre/Logik/

Bildet av semantiske traer er i foilene til forelesning 13.

Kompletthetsbeviset med semantiske treer kan leses (i veldig kompakt form) pa:

http://en.wikibooks.org/wiki/Logic_for_Computer_Scientists/Predicate_Logic/Resolution

13.2 Oppgaver

Oppgave 13.1 Vis at en formel F pa DNF er gyldig hvis og bare hvis enhver sti gjennom matrisen til
F inneholder en kobling.

Oppgave 13.2 Vis at en matrise for en gyldig formel inneholder minst én positiv og minst én negativ
klausul.
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Forelesning 14: Modallogikk og Beskrivelseslogikk
Martin Giese - 19. mai 2008

14.1 Modallogikk

Foilene var igjen hentet fra Berhard Beckert sine web sider, forelesning 6
http://www.uni-koblenz.de/ beckert/Lehre/Nicht-klassische-Logiken /
En masse om modallogikk kan leses her:

http://plato.stanford.edu/entries /logic-modal/

14.2 Beskrivelseslogikk

Det star litt i Wikipedia:

http://en.wikipedia.org/wiki/Description_logic
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