KJM 1060 - Radiokjemidelen

Forelesning 3: Skallmodellen
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Partikkel i boks - en dimensjon

2 . na(x+ %)

= 4|7 sin
¥, I I

dern=1,2,3,..

/\ n=1
Sannsynligheten for a finne

partikkelen mellom x og x+dx er: 12 0 L2

p(x)dx = yldx

Partikkel i boks - tre dimensjoner

® Virkelige systemer har
tre dimensjoner!

® Bglgefunksjonen méa da
veere en bolge i alle tre
dimensjoner.

® Siden vi arbeider med
sfeeriske systemer, er
det mest praktisk &
bruke sfeeriske
koordinater (r, 6 og ¢).
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Partikkel i boks - O-retningen

Bolgen i 0-retningen ma besta av et heltallig antall
bglgelengder per omdreining:

lh lh

mv, ma,r

2ar = 14, =

der | er et heltall og w = d@/4dt (vinkelhastigheten).

l Husk at
A=h/p=h/mv
Vo= wyT
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Angulzermoment

Vi har da:
lh

mawr

2rr
Uttrykket for (klassisk) anguleermoment er gitt ved:

lh
L = mvr = mor* = — = I
27

® Vi ser at kravet om at bglgefunksjonen skal veere kvantisert
i 0-retningen farer til at angulsermomentet ogsa ma veere
kvantisert.

® En mer ngyaktig behandlinggirat L = /I[({+1])n

Partikkel i boks - r-retningen

® Ogsa i r-retningen ma belgefunksjonen vaere en bglge.

® En mer hensiktsmessig funksjonen en g, er ry;

» u(r) har egenskapen at p(r)dr, sannsynlighetet for a finne
partikkelen i omradet mellom r og r+dr er gitt ved:

p(rydr = jmz/rz sin@drd0d¢ « u’dr

» Dette er analogt med sannsynlighetsfunksjonen for den
en-dimensjonale partikkelen.

® Hvis partikkelen er i en potensialbrann V(r), vil

u(r)-funksjonens bglgelengde veere gittavA = h / mv.
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Sentrifugalpotensialet

® Vi ma ta hensyn til at bevegelsen i 6-retningen gir opphav til
en kraft i r-retningen: Sentrifugalkraften F = mw’r

Schrédinger ligningen for u(r)

hod?

5oVt Vy = Ey
e Da vil 2m dx
2 2 Husk: i 3 li + 5
. I ) I(I+ Dh 5 = 5 Potensialet V er na lik V(r) + V,,, da ma
T mr? = mor
hod? I(1+ D’
-——u() + |V@)+ ——F—|u(r) = Eu
® Sentrifugalpotensialet blir da 2m dr 2mr
2
V = J F dr = I+ Dh Vi ser at dette er samme likning som for den
e e 2mr en-dimensjonale boksen, men at vi far et sett
lgsninger for hvert I-kvantetall.
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Vv, (I=1) Vv, (1=2) . (1=3) Partikkel i tredimensjonal boks - konsekvenser
— — S~ }
E, E, E,, o
E. E E, £ (1=3)
Y/ 35 % E,, E
’ E, E2" E, " E, o
E, E’l’ (=, or
E25 1"
R %
U (1) |Usp () Uiy (1) Uy (1)
Uy (1) Uy, (1) Uyy (1) Uy(r) o Nar | gker, blir potensiallet grunnere og smallere.
r » Det medfgrer at energinivaene skyves oppover, men avstanden
mellom dem forblir den samme.
» Denne effekten er den samme uansett hva slags potensialbrgnn man
Us, (I') uap (f) Ugy (f) Uaf(r) tar utgangspunkt i.
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1=0 (s) I=1 (p) 1=2 (d) 1=3 (f)

Partikkel i tredimensjonal boks - H-atomet

' (1=1) V, (1=2) L (1=3)

mmmm

® For 1/r potensiallet man ofte bruker for H-atomet blir
orbitalenergiene dyttet s& langt opp at:

ol = Eetygy = - = Egnao

® Det er derfor viktig & merke seg at kvantetallet n ofte benyttet
for atomer tilsvarer n+/ i var notasjon!

e Kjernepotensiallene er mer like firkantbokspotensiallene og
forskyvningen av E,, som funksjon av / er mye mindre.

Partikkel i boks - ¢-retningen

e Som for B-retningen ma bevegelsen i ¢-retningen ogsa
veere en belge som ikke interferer med seg selv.

e Radien til denne sirkelbevegelsen er r-sin 6, da ma

. h mh
2zrsin® = m A, = m—— —_—
mv, ma, rsin o

der mjer et heltall og
w, er ¢- komponenten av anguleermomentet.

56




Partikkel i boks - ¢-retningen

Fra klassisk mekanikk har vi at z-komponenten av bane-
angulaermomentet er

L = mr’sin’ 6w,
Kombinerer vi den med
. h mh
2zrsing = mit, = m—— = —— ——
my, ma, rsin@

far vi at
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Kvantetallet m,

e Vi ser at anguleermomentet i p-retningen, L,, er kvantisert.
e Siden L, <L, samaogsa|m|<lI.
e m, kan derfor ha 2/+1 forskjellige verdier (-/, -I+1, ..., 0, I-1, /).

® Det er ingen grunn til at energien skal veere avhengig av
hvilken retning angulaermomentet peker, derfor vil energien
veere uavhengig av m,.
» For hver E,, vil det derfor veere en degenerasjon pa 2/+1 tilstander.

Energinivaer for bokspotensial

Orbital Degenerasjon Nukleoner
3p 6 138
1i 26 132
2f 14 106
3s 2 92
1h 22 90
2d 10 68
19 18 58
2p 6 40
1f 14 34
2s 2 20
1d 10 18
1p 6 8
1s 2 2
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Harmonisk oscillator

o Vi fikk ikke de korrekte magiske tallene ut av bokspotensiallet
- det er for firkantet!

® Det er rimelig & tro at potensiallet ikke er veldig forskjellig fra
tettheten i atomkjernen
» Vi trenger et potensial som ligner pa tetthetsfunksjonen:

pr) = o

1+e¢

® En matematisk enklere beskrivelse er potensiallet for en
harmonisk oscillator:

Vo 2
V(I’) = ’Vo + Pr
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Harmonisk oscillator - Igsninger

La@sningen av Schrédinger-ligningen for harmonsik oscillator gir

E=(n +n,+n_+3ho, = (N+3)hao,

_ 2V,
derN=n,+n,+n,09 w,= R’
Anguleermomenteter somfer: L = JI(I+1)h

der/=N, N-2, ..., 1 eller 0.
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Harmonisk oscillator - sfaeriske koordinater

Igjen er det bedre & benytte sfaeriske kooridnater,
kvantiseringen i r-retningen er da gitt ved kvantetallet n.

Sammenhengen mellom Nog nergittved: N =2(n-1)+1

Energien er da gitt ved:
E=[2(n- )+ |, + 3 ha,

dern=1,2,3, ..

Vi husker at E, = E .44y = ... = B (det vil si at alle
orbitaler der 2n+/ er samme tall er degenerte)
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Is0tropic harmonic Square well
Harmonisk oscillator energinivaer Oppsummerin Il tite wats)
(56) (Li, 2, 3d, 45) 6o L2 éfj_‘__ 1i[138) P 3p6)
aplliz) >~ 1(26)
N\ -~ 21108 _ =~ 2/
N[I=0 =1 1=2 =3 1=4 =5 =6 I=7 = 7 @ a2 She2leTT
1 [1s % ; T ki) |
—) 3 S 1192 3.
2 1p | | ) I L L B ey
3 | 2s 1d i 00 apzdan  ahedle=TT 28 LB o0
4 2p 1f i T
5 | 3s 2d 19 40 \\\l‘—'f‘&' 12018)
6 3p of 1h @0) (11, 2p) 35...-|—L-=:._.__ML______ Caet
7 4s 3d 29 1i "“\_ﬂvj_x "'l-— 2p1(6)
8 4 3f 2h 1j . T
P ] (12) (1d, 235) 2fizg 2 ;.{:‘:_q_ 25(20] oA
De mer realistiske | T~ - "%-26 @
Tallene i den store ruten er n-kvantetallet for resultatene (i midten) er @ | =~ 81400
sfeeriske koordinater. basert pa Wood-Saxon [ © 7 b L S~ _lolel
potensialet (basert pa “'“-ii 1p(6)
I tetthetsfunksjonen). o NI SRS 1 M B
Hvor er de magiske tallene??? Spinn-bane kobling
® Bade partikkel i boks og harmonisk oscillator potensiallene
2, 8, 20, 28, ga de tre forste magiske tallene (2, 8 og 20).
, 82,12 . .
2 6. ® Hgyere opp stemmer det ikke - det er en effekt vi har
oversett:
» Nukleonene har egenspinn, s = %2. Egenspinnet kan peke opp eller
ned (m, = £/%2).
» Egenspinnet til elektroner i atomorbitaler er sveert lgst koblet til
banespinnet og kan derfor sees bort i fra i farste omgang.
» Men dette er ikke tilfelle for nukleonene!
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ik I Skall-modell ’L"_"Jz“;’i" e
- . o - -
(8) =100]
T -
® Det viser seg at egenspinn og baneanguleermomentet
er koblet sa sterkt sammen i atomkjernen at s og / e Ved & velge
kvantetallene ikke lenger er "gode kvantetall". koblingskgnstanten 3y — 304 = Rt —
> Det betyr at nukleonets egenspinn vv sterkt med nukleonets mellom s og | . J’—n—-:: %= e i:;:m
.ban:esplnn. korrekt far vi oven | s 8 —
® Vi ma derfor legge sammen s og | angulaermomentene: gruppert orbitallene - 1e—<
j=l+s i samsvar med hva > 1% P —
. q T A o —2pk p—r
e Kvantetallet j er assosiert til j p4 samme mate som / er som er forventet! o [~ <1y pfman
assosiert til baneanguleermomentet /. ® Merk notasjonen w2 gy " o=
e Slik som for / har vi projeksjonen m; av j pa z-aksen pé orbitalene: v G-
med tilhgrende kvantetall m,. n|j a2 _"‘”\:__”_'h—zd"‘ G po——
e Effekten av denne sammenkoblingen er at tilstander der vi bruker e @
som fgr var degenererte splittes opp -forskjellige j- bokstaver for e R = ) ——
kvantetall gir forskjellige energier. I-kvantetallet. i T T T —pm @ -6l
67 68
o —1ls ls () = |2) ——12




k " " Lithe = (14) = [126] ——126
-m —3 Ty — 2 =
.o . | 3 @ -
nivaskjema N © -
S (8) =[100]
edd t 1% am-
s
s
—h—X
~
~
L {12)—|82] ——82
———— M — 7}~
2 - Y ————————— ) -
Afiw —_——— PaM————— () —(54]
even | e | Y ) =
| -
| -
L—te—=<
~,
E lg% (10)- 150 £
P ]
e : y < P ﬁ:—[as:
o |y (\ PR —
—1rn (8) = 28] ——28
2w =28 — ——1d% (4) =|20) ——20
woan L —1g —< T 2 — @ - 18]
L — R T
M _ ——lph @ - |8 ——s8
odd P g “) = (6]
00—l 1s @ = 2| —2
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Bruk av skallmodellnivaskjemaet

e Skallmodellen slik som presentert her har vist seg a forutsi
en lang rekke av egenskapene til atomkjernene.

® For eksempel forutsier den atomkjernenes spinn korrekt for
en lang rekke kjerner.

» For a forutsi spinn ma man ta hensyn til at nukleoner, i motsettning til
elektroner, parrer seg to og to: Dvs. at vi har en sterk vv mellom
nukleoner av samme type som har samme n, / og j kvantetall, men
motsatt m.

» Siden spinnet til parrede nukleoner er motsatt rettet, vil totalspinnet bli
null.

Spinnet til alle atomkjerner som har et like-tall
antall ngytroner og protoner er null!
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Forst noen rettelser og klargjgringer...

® For r-retningen er det fordelsmessig a benytte
belgefunksjonen u(r) = r-y(r) (ref. lysbilde nr. 50)
» p(r)dr = u?dr (sannsynlighet for & finne partikkelen mellom r og r+dr).
> y(r) far vi fra lgsningen av Schrédinger ligningen.

® For anguleermomentkvantetallet | = 0 medfarer ikke
partikkelens bevegelse noe angulaermoment.

» Det er her viktig & forsta at partikkelen fremdeles beveger seg, men
ikke slik at det settes opp noe angulaermoment.
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Oppsummering sa langt

® Atomkjernen er bygget opp av protoner og ngytroner (fellesnavn
nukleoner).

o Det virker sterke krefter mellom nukleonene, men de har meget kort
rekkevidde - kun ca. en nukleondiameter.

@ Pauli's eksklusjonsprinsipp hindrer nukleonene i a vekselvirke veldig
ofte, vi kan derfor approksimere vv mellom alle nukleonene med et
fellespotensial.

o For at fellespotensiallet skal vaere bindene ma det veere formet som en
brann.
» Det mest realistiske potensiallet er basert pa den malte tetthetsfordelingen av nukleoner
i kjernen - det sakalte Wood-Saxon potensiallet.
» Det er enklere & lgse Schrodinger ligningen hvis vi bruker et firkantboks-potensiall (for
skarpt i kantene) eller harmonisk-oscillattor potensial (for rundt i kantene).
® Ingen av disse tre potensiallene gir korrekte I@sninger med hensyn til de
magiske tallene (2, 8, 20, 28, 50, 82, 126).

® Forst nar vi tar hensyn til at banespinn og egenspinn er sterkt koblet
sammen i atomkjernen far vi de forventede tallene. Vi ma derfor innfare
totalangulaermomentvektoren j, med det tilhgrende kvantetallet j.
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Det sammenkoblede spinnet

j=1l+s
7= iG+Dh og j. =mh
derm = -, -j+1, ..., j-1, j; Tilsammen 2j + 1 verdier.

+ 5
- %

Jj=|l+ 8=

For eksempel vil nukleoner i d-orbitaler (/=2) ha j = 5/2
eller 3/2. Vi angir orbitalene slik: ds, respektive d,,.

Om gnskelig kan vi angi hovedkvantetallet n ogsa: 1ds,,.
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Antall nukleoner i hvert j-niva

Antall nukleoner i hvert
av de oppsplittede
nivaene er 2j+1!

Eksempel:
1dj,, har plass til h Ayt —— 20
2-3/2+1 = 4 nukleoner. Cpr——
) -
8 = [ ——1F
5 =14
1hg, har plass til 2:9/2+1 e
=10 nukleoner. T -1
0 —lp————la — () = [} —
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Nukleonparring

® Nukleoner med
sammen, logj
kvantetall, men med
motsatt fortegn pa m
kvantetallet vil
vekselvirke spesielt
sterkt.
> Den hgye frekvensen
av vv gjer at partiklene
blir ekstra godt bundet
sammen.
Derfor vil ogsa den
totale bindingsenergien
bli hgyere for
atomkjernen som
helhet.

v

Bindingsenergi per nukleon (MeV)

7.88

T84

.\.

2
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112

116 120 124
Antall neytroner - N

128
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Spinnet til odde-talls kjerner

e Vi fyller alltid opp nivaskjemaene (ett for ngytroner og ett
for protoner) fra bunnen av og sa langt vi har nukleoner.
» Vi vil da fa grunntilstandskonfigurasjonen for nukliden.

® Det uparrede nukleonet i en odde-talls kjerne vil
bestemme kjernens spinn.

Eksempel: *C

13C har 6 protoner og 7 ngytroner. Det
uparrede ngytronet garinni 1p,,.

Malt spinn er som forventet lik %%.
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