KJM 1060 - Radiokjemidelen

Forelesning 3: Skallmodellen
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Partikkel i boks - en dimensjon

v + 2—mE = 0
d.x2 h2 l//
E, - -y, + MEE
n - 0 2mL2
\/?, nx(x + %) /\ n=2
v, = —smnm———
! L L \_/
dern=1,2,3, ..
\\ n=1
Sannsynligheten for a finne
partikkelen mellom x og x+dx er: L/2 0 L/2
p(xX)dx = yidx
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Partikkel i boks - tre dimensjoner

e Virkelige systemer har
tre dimensjoner!

® Bglgefunksjonen ma da
vaere en bglge i alle tre
dimensjoner.

® Siden vi arbeider med
sfeeriske systemer, er
det mest praktisk a
bruke sfaeriske
koordinater (r, 0 og ¢).
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Partikkel i boks - O-retningen

Bglgen i 0-retningen ma besta av et heltallig antall
balgelengder per omdreining:

[h [h
2znr = 14, = I
0

ma,r

der / er et heltall og w = d@dt (vinkelhastigheten).

ar)
~° Husk at
% A=h/p=h/mv
Vo= Wyt
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Angulaeermoment

Vi har da:
lh

mawr
Uttrykket for (klassisk) angulzermoment er gitt ved:

2xr =

[h

E:Zh

2
mawr =

e Vi ser at kravet om at bglgefunksjonen skal vaere kvantisert
i O-retningen farer til at angulaermomentet ogsa ma vaere
kvantisert.

® En mer ngyaktig behandlinggirat L = I(/+1)&

Partikkel i boks - r-retningen

® Ogsa i r-retningen ma bglgefunksjonen veere en bglge.

® En mer hensiktsmessig funksjonen en y, er u(r) = ryy(r)

» u(r) har egenskapen at p(r)dr, sannsynlighetet for a finne
partikkelen i omradet mellom r og r+dr er gitt ved:

p(r)dr = jwyﬂrz sin@drdddg o« u’dr

» Dette er analogt med sannsynlighetsfunksjonen for den
en-dimensjonale partikkelen.

® Hvis partikkelen er i en potensialbrgnn V(r), vil
u(r)-funksjonens bglgelengde veere gittavA = h / mv.
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Sentrifugalpotensialet

e \/i ma ta hensyn til at bevegelsen i 6-retningen gir opphav il
en kraft i r-retningen: Sentrifugalkraften F = mw?r

e Da vil
L 11+ > | sk -
Fo = =~ L = mer |
e Sentrifugalpotensialet blir da
I(1+ )h*
ch = IFcfdr = —Zmr2
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Schrodinger ligningen for u(r)

hod’

_ﬂdxz

v + Vy = Ey
Potensialet V er na lik V(r) + V, da ma

hod*

L)+ [V(r)+—l(l+1)h

2
mr

_%drz ]u(r) = Fu

Vi ser at dette er samme likning som for den
en-dimensjonale boksen, men at vi far et sett
lasninger for hvert I-kvantetall.
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Partikkel i tredimensjonal boks - konsekvenser

V., (1=1) L (1=3)
| —
E s 4 3f
Ej;s E3[’j EZf
Vo E E, E,
E 1s E1p

® Nar | gker, blir potensiallet grunnere og smallere.

» Det medfarer at energinivaene skyves oppover, men avstanden
mellom dem forblir den samme.

» Denne effekten er den samme uansett hva slags potensialbrgnn man

tar utgangspunkt i.
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Ve (I=1) Ve (I=2) « (1=3)

E2p Em
E,

® For 1/r potensiallet man ofte bruker for H-atomet blir
orbitalenergiene dyttet sa langt opp at:

=
m.m mm

@

Eni = Eqengn = - = Equo

® Det er derfor viktig & merke seg at kvantetallet n ofte benyttet

for atomer tilsvarer n+/ i var notasjon!

® Kjernepotensiallene er mer like firkantbokspotensiallene og
forskyvningen av E,, som funksjon av / er mye mindre.
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Partikkel i boks - ¢-retningen

e Som for O-retningen ma bevegelsen i ¢p-retningen ogsa
veere en bglge som ikke interferer med seg selv.

e Radien til denne sirkelbevegelsen er risin 6, da ma

: h mh
2zrsin@ = mA, = m—— =

mv, ma, rsind

der m,eretheltall og
w, er ¢- komponenten av angulaermomentet.
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Partikkel i boks - ¢-retningen

Fra klassisk mekanikk har vi at z-komponenten av bane-
anguleermomentet er

L = wmrisin’é@ ,

z

Kombinerer vi den med

: h m,h
2zrsin@ = mA, = m—— =

far vi at

my, ma, rsin@
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Kvantetallet m,

e Vi ser at angulaeermomentet i ¢-retningen, L,, er kvantisert.
® Siden L, <L, samaogsa|m|<I.
® m, kan derfor ha 2/+1 forskjellige verdier (-/, -I+1, ..., 0, I-1, /).

® Det er ingen grunn til at energien skal vaere avhengig av
hvilken retning anguleermomentet peker, derfor vil energien
veaere uavhengig av m,.

» For hver E,, vil det derfor veere en degenerasjon pa 2/+1 tilstander.

Energinivaer for bokspotensial

Orbital Degenerasjon Nukleoner
3p 6 138
1i 26 132
2f 14 106
3s 2 92
1h 22 90
2d 10 68
19 18 58
2p 6 40
1f 14 34
2s 2 20
1d 10 18
1p 6 8
1s 2 2
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Harmonisk oscillator

o Vi fikk ikke de korrekte magiske tallene ut av bokspotensiallet
- det er for firkantet!

® Det er rimelig a tro at potensiallet ikke er veldig forskjellig fra
tettheten i atomkjernen
» Vitrenger et potensial som ligner pa tetthetsfunksjonen:

pr) = —2

l1+e ¢

® En matematisk enklere beskrivelse er potensiallet for en
harmonisk oscillator:

o
Viry = -V, + Fr
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Harmonisk oscillator - Igsninger

Lasningen av Schrddinger-ligningen for harmonsik oscillator gir

E=(n,+n,+n +3ho,=(N+3ho,

) 27,
derN=n,+n,+n,09 o, = R
Anguleermomentetersomfer: L = /I(I+1)h

der/=N, N-2, ..., 1 eller 0.
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Harmonisk oscillator - sfaeriske koordinater

Igjen er det bedre a benytte sfeeriske kooridnater,
kvantiseringen i r-retningen er da gitt ved kvantetallet n.

Sammenhengen mellom Nog ner gittved: N = 2(n-1)+1

Energien er da gitt ved:

E=[2(n- 1)+ l|ho, + 1o,

dern=1,2,3, ..

Vihusker at E = E 1)1y = ... = E(huy (det vil si at alle
orbitaler der 2n+/ er samme tall er degenerte)
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Harmonisk oscillator energinivaer

=7

Nf[I=0 =1 =2 =3 =4 I=5 [|=6
1 [ 1s

2 1p

3 | 2s 1d

4 2p 1f

5 | 3s 2d 19

6 3p 2f 1h

7 | 4s 3d 29 1i
8 4p 3f 2h

1j

Tallene i den store ruten er n-kvantetallet for

sfeeriske koordinater.
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Oppsummering

N

I

De mer realistiske

resultatene (i midten) er
basert pa Wood-Saxon
potensialet (basert pa
tetthetsfunksjonen).

Isotropic harmonic
oscillator levels
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Hvor er de magiske tallene???

2,8, 20, 28,
50, 82, 126 |
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Spinn-bane kobling

oversett:

ned (m, = £'%).

® Bade partikkel i boks og harmonisk oscillator potensiallene
ga de tre forste magiske tallene (2, 8 og 20).

® Hayere opp stemmer det ikke - det er en effekt vi har
» Nukleonene har egenspinn, s = 2. Egenspinnet kan peke opp eller
» Egenspinnet til elektroner i atomorbitaler er sveert Igst koblet til

banespinnet og kan derfor sees bort i fra i ferste omgang.
» Men dette er ikke tilfelle for nukleonene!
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j-kvantetallet

® Det viser seg at egenspinn og baneanguleermomentet
er koblet sa sterkt sammen i atomkjernen at s og /
kvantetallene ikke lenger er "gode kvantetall".

» Det betyr at nukleonets egenspinn vv sterkt med nukleonets
banespinn.

j=1+s

assosiert til baneanguleermomentet /.

® Slik som for I har vi projeksjonen m; av j pa z-aksen
med tilhgrende kvantetall m.

e Effekten av denne sammenkoblingen er at tilstander
som far var degenererte splittes opp -forskjellige
kvantetall gir forskjellige energier.

® Vi ma derfor legge sammen s og | angulzermomentene:

e Kvantetallet j er assosiert til j pa samme mate som / er

j_
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Skall-modell
nivaskjema

e \Ved a velge
koblingskonstanten
mellom s og |
korrekt far vi
gruppert orbitallene
i samsvar med hva
som er forventet!

® Merk notasjonen
pa orbitalene:

nl.
der vi bruker

bokstaver for
I-kvantetallet.

1'% —(14) - [126] ——126
ikl _——3pY @ -
3 Te—3p% 4) =
- “2f% ) -
—2f —t
Shaw | -2f% (8) =[100]
odd 1h% (o=
P
s
L—1h-—
A
by
i 1'% (12)—[82] 82
—3s —_— 35k @)=
Py - 2d% (@) =
4w | 2d% (6) —[64]
even lgh @ -
,/
ot s
b g% (10)—[50] 50
2k ) ~[40)
, [—2p 1f% (6) —[38]
-:',g: Fe—2p¥ 4) —
—1f —<\
1f % (8) — [28)—28
2w [ =2 —— 1d % (4) —20] 20
even | o ld m—o "~ 25 ) —1186]
1d% (6) —[14]
——lp*% @ - |8) —8

Hiw
odd

—lp—<T

—lp¥

—1s —_— 12

) = [g)
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litds —(14) - [126] ——126

Skall-modell e ML @- Bruk Kall dellnivaski t
= o = T—3p 4) =
nivaskiema N g o ruk av skallmodellnivaskjemae
’ Shiw | it -2f % (8) =[100]
odd 1h (1=
e
“‘““_<\\ ® Skallmodellen slik som presentert her har vist seg a forutsi
i 1 (12)-(82) —— 82 en lang rekke av egenskapene til atomkjernene.
—3s —-_— % 2 -
LY UG 2% @ = ® For eksempel forutsier den atomkjernenes spinn korrekt for
ey s i en lang rekke kjerner.
i :/ » For & forutsi spinn ma man ta hensyn til at nukleoner, i motsettning til
. elektroner, parrer seg to og to: Dvs. at vi har en sterk vv mellom
| i :;"::g: e nukleoner av samme type som har samme n, / og j kvantetall, men
——cp -
3h0 [—2p il 1% (6) ~(38] motsatt m. . . .
ety SRS S i @ - » Siden spinnet til parrede nukleoner er motsatt rettet, vil totalspinnet bl
i 1% ® - [28)——28 null.
2w [ =2 —— 1d % (4) —20] 20
even |—1d —{‘H“‘-— 25 ) —1186]
ld % (6) —[14]
il I PN Spinnet til alle atomkjerner som har et like-tall
okt [y T e @ — 16| antall ngytroner og protoner er null!
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0 —1s —1s @ - 12] 2
Oppsummering sa langt Det sammenkoblede spinnet
® Atomkjernen er bygget opp av protoner og ngytroner (fellesnavn - T
nukleoner). j=1l+5
® Det virker sterke krefter mellom nukleonene, men de har meget kort
rekkevidde - kun ca. en nukleondiameter. Eis YK . _
J=NiG+Dn og j.=mh

e Pauli's eksklusjonsprinsipp hindrer nukleonene i & vekselvirke veldig
ofte, vi kan derfor approksimere vv mellom alle nukleonene med et
fellespotensial.

e For at fellespotensiallet skal veere bindene ma det veere formet som en

derm = -j, j+1, ..., -1, j; Tilsammen 2j + 1 verdier.

brgnn. I+ 5
» Det mest realistiske potensiallet er basert pa den malte tetthetsfordelingen av nukleoner . 2
i kjernen - det s&kalte Wood-Saxon potensiallet. J= |Z + S| = 1
» Det er enklere & lgse Schrodinger ligningen hvis vi bruker et firkantboks-potensiall (for l - A

skarpt i kantene) eller harmonisk-oscillattor potensial (for rundt i kantene).

® Ingen av disse tre potensiallene gir korrekte Igsninger med hensyn til de
magiske tallene (2, 8, 20, 28, 50, 82, 126).

® Fgrst nar vi tar hensyn til at banespinn og egenspinn er sterkt koblet
sammen i atomkjernen far vi de forventede tallene. Vi ma derfor innfgre
totalangulzermomentvektoren j, med det tilhgrende kvantetallet ;.

For eksempel vil nukleoner i d-orbitaler (I=2) ha j = 5/2
eller 3/2. Vi angir orbitalene slik: ds, respektive d,.

Om gnskelig kan vi angi hovedkvantetallet n ogsa: 1d,.,. 7s
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Antall nukleoner i hvert j-niva Nukleonparring

) ) ! B I I
L;——-—-—-—-———-vw—L;'h—11?:1J—|12£|J—12s
—3p—=Z_ ﬁ"’—‘j: o °
Antall nukleoner i hvert J’_H_{, bdmpy o- ® Nukleoner med < 7er AT
. Shw -~ - % - .
av de oppsplittede o ) adsimyen do=" samme n, | og j 2 o / "\
nivaene er 2j+1! e’ kvantetall, men med < / e .
N motsatt fortegn pa m S ,
s (2)-is2 8 2 Q bl
i ——— - kvantetallet vil X 7386 |- / - I
Eksempel: o — = o @-los vekselvirke spesielt ; &
o ’ sterkt. e | ! ]
g =
1d3/2 har plass til h lg% (10)=[50] —— 50 g aDVeCthJ)é?‘ gfg;?t?ljgze g
. = e (2)—[40] ’ ®
2:3/2+1 = 4 nukleoner. ot [~ 20— (9 00 blir ekstra godt bundet S 7.84 4
RN o L=y <. ' sammen =
: o G » Derfor vil ogsa den 2
Ett til: 2w {:i‘; —— 1a% @ -teol —2 Loltile bindifngsenergien 53]
1d% (6) = [14] I hgyere Tor
i f v 473 EFETEPE BT BN EPEPATE ISR B
1hg, har plass til 2:9/2+1 o _p_ o @18 ——s ﬁteclnrr]rélijernen som 108 112 116 120 124 128 132
= odd P — @18 :
10 nukleoner. 75 Antall ngytroner - N 76
| ] —1ls —_—1s @ - 12] 2

Spinnet til odde-talls kjerner

e Vi fyller alltid opp nivaskjemaene (ett for ngytroner og ett
for protoner) fra bunnen av og sa langt vi har nukleoner.
» Vi vil da fa grunntilstandskonfigurasjonen for nukliden.

® Det uparrede nukleonet i en odde-talls kjerne vil
bestemme kjernens spinn.

Eksempel: *C

13C har 6 protoner og 7 ngytroner. Det
uparrede ngytronet gar inni 1p,,.

Malt spinn er som forventet lik 4.
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