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Kapittel 1

Seksjon 1.1

Oppgave 1.1.13

La alderen pa de tre barna veere x,y, og z, i avtagende rekkefglge. Den fgrste
opplysningen sier at zyz = 36. Dette gir folgende muligheter for (x,y, 2):

(36,1,1),(18,2,1),(12,3,1),(9,4,1),(9,2,2), (6,6,1), (6,3,2), og (4,3,3).

Den andre opplysningen vi bruker er at x+y+ 2z =husnummeret. For talltriplene
vi listet opp over er x + y 4+ z henholdsvis

38,21,16, 14, 13,13, 11, og 10.

Siden venninnen fremdeles ikke vet hvor gamle barna er er enste mulighet at
summen er 13, siden dette er eneste mulighet som har to mulige verdier for
(z,y, 2), nemlig (9,2,2) og (6,6,1). Siden det bare er den eldtse som ikek har
lagt seg enda sa er den siste muligheten utelukket, slik at barna er 9,2, og 2 ar
gamle.

Seksjon 1.2

Oppgave 1.2.5

Vi skal bevise pastanden
P, :n® —n er delelig med 5.

Py er opplagt sann (1° — 1 = 0). Anta vi har vist Py for k = 1,...,n, og la oss
bruke dette til & vise P,41, det vil si at (n+ 1) — (n + 1) ogsa er delelig med
5. Vi har at

n+1)°—n+1)=n°+5n*+10n> + 100> +5n+1—-n—1
=n° —n+5(n*+ 20 +2n% +n).

Siden n° —n er delelig med 5, og siden 5(n* + 2n® 4+ 2n2 + n) opplagt er delelig
med 5, s folger det da at (n +1)% — (n + 1) ogsa er delelig med 5, slik at P, ;1
0gsa er sann.



Oppgave 1.2.6

n(n? 4+ 5) er opplagt delelig med 6 for n = 1 (vi far da 6). Anta vi har vist at
k(k? +5) er delelig med 6 for k = 1,...,n, og la oss bruke dette til & vise at
(n+1)((n+1)? 4+ 5) ogsa er delelig med 6. Vi har at

n+D((n+1)*+5) =n+1)n*+2n+6) =n(n*+2n+6)+n*+2n+6
=n(n®+5)+n2n+1)+n®+2n+6
=nn*+5)+3n? +3n+6 =n(n*+5)+3n(n+1)+6.

Det siste uttrykket er en sum av tre tall som alle er delelig med 6. 3n(n + 1)

er delelig med 6, siden en av n og n + 1 er delelig med 2. Dermed er ogsé
(n+1)((n+1)? 4+ 5) delelig med 6.

Oppgave 1.2.7

Vi lar P, veere pastanden at 2712 + 327+ er delelig med 7. For n = 1 er dette
tallet 2142 4 32:1+1 = 8 4 27 = 35, som opplagt er delelig med 7. Anta at vi har
vist at P, er sann. Vi skal vise at P, er sann, det vil si at 2(»+1)+2 4 32(n+1)+1
er delelig med 7. Vi har at

2(n+1)+2 + 32(n+1)+1 — 2n+3 + 32n+3
—9. 2n+2 4 9 . 32n+1
—9. 27L+2 + 9. 327’L+1 —9. 327’L+1 + 9 . 32n+1
— 2(2n+2 + 32n+1) + 7 . 32n+1.
Siden vi antar at P, er sann s vil 2(2""2 4 327+1) veere delelig med 7. Videre
er ogsa det andre leddet, 7 - 3271, delelig med 7. Men da vil ogsa 2(»+1)+2 4
32(n+1D)+1 yeere delelig med 7, og vi har vist at P, er sann.
Trickset vi gjorde over var & legge til og trekke fra 2 - 3271, Det er dette

som gjgr at vi kan bruke indkusjonsantagelsen og trekke ut to ledd, der begge
er delelig med 7.

Oppgave 1.2.8

Vi skal vise at, for alle naturlige tall n,

1 1 1
I+ —=+—=+-+—=>2(n+1-1).
NCRNG vn A )
For n = 1 sier dette ar 1 > 2(v/2—1) & 0.82, slik at hypotesen holder for n = 1.
Anta sa at vi har vist hypotesen for k = 1,...,n. Vi skal vise at den ogsa holder

for n + 1, det vil si at

>2(v(n+1)+1-1)=2vn+2-2.



Vi har at

1 1 1
1+ —=+—=+--+
V2 V3 vn+1
2 V3 Vvn Vn+1
1 1
>2(vn+1—-1)+ =2vn+1-2+ .
( ) vn+1 vn+1

Induksjonshypotesen er sann ogséa for n 4+ 1 hvis vi klarer & vise at

1
2vn+1 -2+ —— > 2vn+2 - 2.

vn+1
Dette er det samme som at 2v/n + 1+ nl+1 > 2v/n 4+ 2. Kvadrerer vi begge

sider far vi at 4(n+1) +4+ 5 > 4(n+2), som er det samme som at 5 > 0,
som jo er riktig.

Oppgave 1.2.9
a)

Siden det star n tall i telleren og n tall i nevneren kan vi skrive

1:3:5--(2n—1) 135 2n—1

= <2.2.2...2=2"
1-2:3--n 123 n

b)

For 0 < t < 1 er begge sidene i ulikheten 1 —¢t <1 — % positive. Det er derfor
nok a vise at ulikheten holder nar vi kvadrerer begge sider:

t2
1—t<1—-t+ —
< +4

men dette er det samme som at % < 0, som opplagt holder.

c)

Vi har at
1-3:5---2n—1) 135 2n—1 1 ) 1 11 ) 1
2-4-6---2n 246 on 2 4 6 n

1 1/2 ) 1/3 ) 1/n

o 2 2 2
¢1_1¢1_1_..¢1_1zlf\ﬁ...,/n—l

2 3 n 2V2V3 n

\ﬁl

S 2Vn 2yn’

der vi har brukt ulikheten fra b) pa alle n ledd bortsett fra det forste, og der vi
har forkortet alle ledd bortsett fra v/n i den siste overgangen.

v
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1
2
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Oppgave 1.2.10
a)

Vi far at

1+3=4

1+3+5=9
1+3+5+7=16
14+3+5+7+9=25.

Vi ser fra dette at vi kan danne hypotesen P,, at summen av de n forste odde-

tallene er n2.

b)

At Py er riktig ser vi fra a). Det n’te oddetallet er 2n — 1. Anta at P, er sann,
det vilsiat 1+3+...+ (2n—1) = n%. Vi har da at summen an de n + 1 forste
oddetallene er

14+34+...+Cn+1)=(143+...4+2n—1))+ (2n+1)
=n?4+2n+1=(n+1)>%

Dette viser at P, ogsa er sann.

Oppgave 1.2.11

Med f(z) = e® har vi at f/(z) = 2ze® = py(z)e®, der p(z) = 2z. Induk-
sjonshypotesen er derfor opplz;gt sann for n = 1, siden p; er et polynom av grad
1. Anta na f(x) = p,(x)e®, der p, er et polynom av grad n. Vi har at

f(”H)(x) = (pn)/(x)eIz +pn(x)2xe””2
= (22pn(x) + () (2))e” = prsr(@)e”

der vi har definert p,41(x) = 2zp, (z) + (pn)'(z). Det er opplagt at p,y1 er et
polynom av grad n + 1, og vi har dermed fullfert induksjonsbeviset.

Oppgave 1.2.15

Vi skal bevise pastanden P,, nar P, er definert ved at 37—1 k3 < %4 <Soh_ KB

For n = 2 svarer dette til at 1 < % < 13 4+ 23, som er det samme som at

1 <4 <9. P, er derfor sann, slik at fgrste trinnet i induksjonsbeviset er greit.

Anta s& at vi har vist at P, er sann, og at vi skal vise P11, det vil si at
(n+1)*

Sk < AL < ZZ;l k3. La oss skrive opp disse tre stgrrelsene under



hverandre, med de lengst til hgyre gverst:

n+1 n
> k= Zk?’ +(n+1)>» => K 4+n® 430’ +3n+1
k=1 k=1
(n+1)* n* +4n +6n%+4n+1 *n—4+n3+§n2+n+1
4 4 2 4
n n—1
Zk?’ :Zk3+n3.
k=1 k=1

I tillegg til & gange ut (n+1)3 og (n+1)*, s& har vi ogsa her splittet opp summene
ved & sette det siste leddet utenfor summen. Vi ser na at de fgrste leddene pa
hgyre siden er leddene som inngér i P,, og for disse har vi jo at 22;11 k3 < %4 <
ZZ:1 k3. Videre er det klart at n® < n3 + %nQ +n —|— <n®+3n2+3n+1. Fra
disse to observasjonene fglger det na at y ,_, k* ("H < S K3 siden en
sum er mindre enn en annen sum hvis hver av leddene er det.

Seksjon 1.4

Oppgave 1.4.8
a)

Setter vi inn @ = b = 1 i binomialformelen far vi at
n __ n __ n—k
2 — (14 1) Z@ | Z()
k=0 k=0

b)

2™ er antall mulige mater & plukke ut elementer fra en samling av n objekter.
Dette kan sees slik: For hvert av de n objektene er det to muligheter: Det kan bli
plukket ut, eller ikke bli plukket ut. Det totale antall mater & plukke ut pa blir
da produktet av antall muligheter for hvert objekt, det vil si 2 x 2 x ---2 = 2™,

Antall mater & plukke ut elementer fra n objekter kan ogsa skrives som
summen over antall mulige méter & plukke ut k elementer fra de n, der k (sum-
meindeksen) lgper fra 0 til n. Siden antall mulige méter & plukke ut k elementer
fra n objekter er (}), sa far vi ogsa Y, _, (1) for det totale antall muligheter.
Dette blir dermed et kombinatorisk bevis for at 2" = 7' (7).

Seksjon 1.5

Oppgave 1.5.8

Hvis P(z) er delelig med x — a, s& kan vi skrive P(z) = (z — a)P;(x). Hvis
P(z) ogsé er delelig med z — b s& mé jo P(b) = 0. Men da er det klart at ogsa
Py(b) =0, siden b — a # 0. Men da fglger det fra Setning 1.5.5 at P; er delelig
med = — b ogsa, slik at vi kan skrive Py (z) = (x — b)P2(x), og vi har derfor

P(z) = (z —a)Pi(z) = (z — a)(z — b) Pay(x),



slik at P ogsé er delelig med (z — a)(x — b).



Kapittel 2

Seksjon 2.1

Oppgave 2.1.9

Vi har at
lz—yl =[x —2)+ -yl <|z—z+|z—yl,

der vi i den siste overgangen brukte trekantulikheten.

Oppgave 2.1.10
Vi skal vise ved induksjon at
lar +az + az + -+ + an| < |ar| + |az| + as[ + - - + |aq].

For n = 1 er dette opplagt, siden det da star det samme pa venstre og hgyre side.
For n = 2 er det ogsa opplagt, dette er jo ikke noen annet enn trekantulikheten.
Anta na at vi har vist hypotesen for £k = 1,...,n, og la oss vise at hypotesen
ogsé holder for n 4+ 1, det vil si at

lar +az + a3 + - + apy1| < lag| + |ag| + |ag| + - + |ant1].
Vi skriver

lar +as+az+ -+ any1| =(a1 +azs+az+ -+ an) + ant1l
<lai+az+az+--+an| + |Gnt1]
< (lax| + [az| + as| + -+ + |an]) + [an41]
= lax| + [az| + |as| + - - - + |anta],

der vi fgrste brukte hypotesen for n = 2, deretter for n. Dette fullfgrer induk-
sjonshypotesen.

Seksjon 2.2

Oppgave 2.2.5
a)

Dette utsagnet er galt: Summen av to irrasjonale tall kan godt bli rasjonalt.

Hvis a er irrasjonalt s ser vi fra b) at —a ogsa er irrasjonalt. Men vi har at
a+ (—a) = 0, som jo er rasjonalt.



b)

Dette utsagnet er riktig: Hvis a er irrasjonal, s4 er —a det ogsa. Dette kan
bevises slik: Anta for motsigelse at —a er rasjonal. Da er a + (—a) = 0 rasjonalt,
men vi vet at summen av et rasjonalt og et irrasjonalt tall alltid er irrasjonalt
(Korollar 2.2.2). Dette er en motsigelse, slik at —a mé veere irrasjonalt.

c)

Dette utsagnet er galt: a kan godt veere irrasjonal, selv om a
a = /2. a er irrasjonal, mens a? = 2 er rasjonal.

2 er rasjonal. Sett

d)

Dette utsagnet er riktig: Hvis a? er irrasjonal s& er a det ogsa. Hvis nemlig a var
rasjonal sa gir Korollar 2.2.2 oss at a® ogsa er rasjonal, som er en motsigelse.

e)
Dette utsagnet er riktig: Hvis a er irrasjonal, sa er ogsa % irrasjonal. Hvis %

var irrasjonal, sa ville % = % der b,c € Z. Men da ville a = ¢, slik at a ogsa er
rasjonal, som er en selvmotsigelse.

Oppgave 2.2.8

Vi antar for motsigelse at V2 = %7 og at @ = PiPa...Pn, b = G142 - - . G, der
Di, q; alle er primtall.

a)

V2 = % kan skrives V/2b = a, som igjen kan skrives v2q1qa . .. ¢m = p1P2 - - - P
Kvadrerer vi begge sider far vi at

241919242 - - - GmGm = P1P1P2P2 - - - PnDn-

b)

La r veere antall tall blant pq,...,p, som er 2, og la s veere antall tall blant
q1,---,qm som er 2. I produktet pa venstre side av likhetstegnet i a) vil det da
veere 2r + 1 2-tall, mens det i produktet pa hgyre side vil veere 2s 2-tall. Siden
det ikke finnes tall som er bade partall og oddetall, sa finnes det forskjellig antall
2-tall i produktene pa hgyre og venstre side.

c)

Aritmetikkens fundamentalteorem sier at ethvert tall har en unik faktorisering
i primtall. Spesielt vil primtallet 2 forega like mange ganger i en enhver faktori-
sering i primtall. Men vi har over vist at det er forskjellig antall forekomster av
2-tall pa hver side, som er en motsigelse. Derfor ma /2 veere irrasjonal.

10



Oppgave 2.2.9

Vi antar for motsigelse at \/n = ¢, og setter a = pipz...pr, b= q1g2 ... Gy som

a

i Oppgave 2.2.8, der p;,q; alle er primtall. Kvadrerer vi uttrykket /n = ¢ og
flytter over far vi

nqi149149292 - - - qm4m = P1P1P2P2 - - - PrPr-

lan = s182...s; veere primtallsfaktoriseringen av n. Siden n ikke er et kvad-
rattall sa finnes et primtall p som forekommer et odde antall ganger, 2u + 1,
i primtallsfaktoriseringen n = s1s2...s; (hvis et slikt primtall ikke finnes si
mé n vere et kvadrattall). Vi ser nd at p forekommer et odde antall ganger
pa venstre side (i nq1g19242 - - . ¢mqm), 0og et like antall ganger pa hgyre side
p1pP1P2P2 - - - Prpr). Dette er en motsigelse ifplge aritmetikkens fundamentalteo-
rem (en primtallsfaktorisering er unik). Vi konkluderer med at /n er irrasjonal.

Seksjon 2.3

Oppgave 2.3.5
a)

Vi har to muligheter:

1. sup(A) > sup(B). I sa fall er sup(AUB) = sup(A) = max(sup(4), sup(B))

2. sup(A) < sup(B). I sa fall er sup(AUB) = sup(B) = max(sup(A),sup(B))
Uansett har vi at sup(A U B) = max(sup(A), sup(B)), slik at utsagnet er sant.
b)

Vi kan ha at AN B = (. I s fall er utsagnet opplagt galt.
c)
Vi har to muligheter:

1. inf(A) > inf(B). I s fall er inf(A U B) = inf(B) = min(inf(A), inf(B))

2. inf(A) < inf(B). I sa fall er inf(A U B) = inf(A) = min(inf(A), inf(B))
Uansett har vi at inf(A U B) = min(inf(A), inf(B)), slik at utsagnet er sant.
d)

Vi kan ha at AN B = sim i b), og da blir utsagnet galt ogsa her.

11



Seksjon 2.4
Oppgave 2.4.4

Vi skriver

a+a’ga~l+a~1
Ig’a'(1+1):a~2
A:12a,

der vi har indikert hvilket aksiom vi bruker i hver overgang.

12



Kapittel 3

Seksjon 3.1

Oppgave 3.1.10
Anta at z = 21 + 129 og w = wy + iws er slik at bade z + w og zw er reelle. At
z4+w =21 +iz0 +wy +iwe = 21 + w1 + (22 + wa)

er reell betyr at imaginzerdelen er 0, det vil si at zo + wy = 0, som betyr at
W = —292.
At zw er reell betyr at

2w = (21 + i29) (w1 +iws) = 21wy — 2ows + (w122 + wazy)

er reell, som pa samme mate bare kan skje hvis w29 + ws21 = 0.
Vi har na brutt ned problemet vart til a finne alle reelle lgsninger av

Wy = —2Z2
w122 = —W32Z21.

En Igsning av disse er opplagt, nemlig at zo = wy = 0, som svarer til at bade z
og w er reelle. Hvis z5 # 0 blir den unike lgsningen av likningene

Wy = —22
Wo 21 Wo 21

wl = —_ = — = Zl)
22 —Wwa

som uttrykker at z og w ma vaere konjugerte av hverandre.

Seksjon 3.2

Oppgave 3.2.13
a)
Vi regner ut
cw o= (1+iV3)(1+4)=1-V3+i(V3+1)=1-V3+i(V3+1)

1+4v3  (1+iv3)(1—1)
1+4 1+1

gl

= %u+v§+u¢37ny:Vif1+i“i‘¥

13



b)

For z har vi r = /143 =2, ogCOSHZ%,sin@zf,somgir@z%.
For w har vi r = /I + 1 =1/2, og cosf = ==, sinf = -, som gir § =

S

2 2

c)
Fra b) ser vi at = har polarform r = % =2, 0g 0 =
dermed

jus
3

z m =T V34+1  V3-1
w = QCOS(E)+Z 251n<ﬁ>— 5 +1 5

Sammenligner vi realdelene og imagineerdelene ser vi at

Vacos () = Y2t

12 2

s \/3—1
Zsin(33) = S5
V2sin 12 5

som gir

cos (1) = V6+ V2

12 4
N
sin (E) = TR
Oppgave 3.2.14
Vi har at
lz+w)? = (+wztw=(2+w)(z+w)

2z 4+ 2w+ wz + ww
12)? + |w|? + Zw + Zw
= |2 + Jwl® + 2R(zw)

= o ol

Geometrisk betyr R(Zw) = 0 at vinklene z og w star vinkelrett pa hverandre:
Hvis argumentet til z er 6 og argumentet til w er ¢, sa blir jo argumentet til Zw
lik ¢ — 6 (siden argumentet til Z er —6), og Zw har null i realdel hvis argumentet

s
er Zl:§7

som skjer bare hvis 0 og ¢ skiller seg med 5, det vil si at z og w star

vinkelrett pa hverandre. Men da danner z, w, z+w sidene i en rettvinklet trekant,

og det vi har vist er da ikke noe annet enn Pythagoras leeresetning.

Oppgave 3.2.16
a)
Vi har at
z—1 (z=1)(z+1 (2—-1)(z+1)

Z2z+z—7z2—1 z2—Z

B P e L | PR T PR T

der vi har brukt at 2z = |z|? = 1. Dette tallet er rent imaginzert, siden z — Z er

det (realdelene kansellerer hverandre.

14



b)

0, z—1, og z + 1 ligger alle pa en sirkel med sentrum i z med radius 1 (0 ligger
pa denne sirkelen siden |z| = 1). 2 — 1 og z + 1 ligger ogsa pd samme diameter
i sirkelen, og det at ‘Z_% er rent imaginaer betyr at vektorene z — 1 og z + 1 i
planet star vinkelrett pa hverandre, siden hvis a har vinkel 6 og b har vinkel ¢,
si har ¢ vinkel 0 — ¢, og ¢ er rent imaginzer hvis og bare hvis 6 — ¢ er 90 grader.
Med andre ord, i en trekant innskrevet i en sirkel der to av hjgrnene ligger péa

diameteren, sa vil vinkelen i det tredje hjgrnet veere 90 grader.

Oppgave 3.2.18
a)

1+ti og 1 —ti har samme modulus (v/1 4 t?), og hvis argumentet til 1 +¢i er ¢,
s& blir argumentet til 1 —¢i lik —¢. Men da har 7% modulus lik 1 og argument
lik 8 = 2¢. For alle t ligger dermed punktene pa sirkelen om origo med radius

1, som var det vi skulle vise.

b)

%fi; er § = 2¢, der ¢ er argumentet til 1 + ¢i.

Sistnevnte er lgsningen pa tan ¢ = ¢, slik at tan (g) =t.

Fra a) vet vi at argumentet til

Oppgave 3.2.21

Fra trekantulikheten kan vi skrive

2| = lz—w+w| <]z —w|+ |w]
wl = |w—z+z[<|w—z[+]z] = |z —w|+z],
som ogsa kan skrives
2| = Jw] < [z —w
jwl—lz| < |w—z=|z—w

Siden en av de to venstresidene her er lik ||z| — |w]||, s& kan vi konkludere med
at ||z] — [w]| <[z — wl.

15



Seksjon 3.3

Oppgave 3.3.8

Vi skal regne ut (1+1)8% og (3 —4)'™ ved hjelp av de Moivres formel. Da 1+
har modulus v/2 og argument T far vi

e = (2 (on () ()

= \@804 <COS <80;l7r) + 7sin (80;17r)>

= V2% (cos (2017) + isin (2017))

= 2% (cos (2007 + ) + isin (2007 + 7))
= 2992 (cos () +isin (7))

_ 9102

V/3 — i har modulus 2 og argument — %, og vi far dermed ogsé

(\/3 - i)173 = (2 (cos (—%) + ¢sin (—%)))173
= 27 (cos <—17§m> 1 isin (_17:7T>)
= 27 (COS (287 + 567T> + isin <287r + 5‘:))
= 2173 (cos (56?) + i sin (567r>>

— 9173 (_\f B ;z>

= —2'"(V3+1).

Oppgave 3.3.9

Bruker vi De Moivres formel far vi

. in 0
1+itan6\" _ +ZZOSG
1—itané 1— jsind

coaﬁ
cosf + isinf
cosf —isiné

(cosf +isinf)"  (cosf +isind)”

(cosf —isin@)"  (cos(—0) + isin(—0))"
cos(nf) +isin(nf))  cos(nd) + isin(nd)

cos(—nf) + isin(—nl)  cos(nh) — isin(nd)

. sin(nd
L+ cos((zeg 1+ Ztan(n@)

1— sm((nzg 1-— ztan(n9) .

16



Oppgave 3.3.10
Vi har fgrst bruk for at formlene

cosf +isinf

)
|

e = cosf —isin#,
som jo gjelder for reelle 0, ogsa gjelder for komplekse z, det vil si
e = cosz+isinz

e = cosz—1isinz.

Disse vises ved at vi forst regner ut cos z + isin z ved hjelp av definisjonene

eiz + 672'2

cosz = ——
2

eiz _ e—iz
sinz = -
21

fra Seksjon 3.3 (e‘i_z—leddene vil da kansellere), deretter regner vi ut cos z—isin z
pa samme méte (e**-leddene vil da kansellere). Vi far na

ei(z-i—w) _ e—i(z+w) ezl _ =iz o—iw
sin(z +w) = 57 = %
_ (cosz+isinz)(cosw +isinw) — (cos z — isin z)(cosw — isinw)
B 2i

2i(cos z sinw + sin z cos w) . .
= % = SIn z cos w + cos z sinw,
1

der halvparten av leddene i telleren kansellerte. P4 samme mate far vi at

ei(z+w) + e—i(z+w) _ elizgiw + e~z p—iw
2 B 2
(cos z + isin z)(cos w + i sinw) 4 (cos z — isin z)(cos w — i sinw)
2

cos(z + w)

2(cos z cos w — sin z sin w)

= 5 = C0s z cosw — sin z sin w.

Oppgave 3.3.12
a)

Formelen ZZ:O z % kan bevises ved induksjon pa ngyaktig samme méate
som for reelle tall. Formelen er opplagt sann for n = 0. Hvis vi har vist den for
0,1,...,n,sa far vi for n + 1

k:

n+1 n n
k=0 k=0 -1
zn-‘rl -1 Zn+2 _ Zn—i—l

+
z—1 z—1
Zn+1 -1 + Zn+2 _ ZnJrl Zn+2 -1

7

z—1 oz

som viser at formelen holder ogsa for n + 1. Dermed holder formelen for alle n.
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b)

Setter vi inn z = e'*? i formelen fra a) far vi forst at z* = e'*Y  og deretter
n el n+1
k6 __ 5 )0 -1
E e 71 ,
k=0
som var det vi skulle vise.
c)
Hgyresiden fra svaret i b) kan omskrives slik:
etn+1)6 _ q et(n+1)6/2 i(n+1)0/2 _ ,—i(n+1)0/2
eif _ 1 - ei0/2 ei0/2 _ —i6/2
et (n+1)6/2 _ ,—i(n+1)6/2
ein0/2 27

eif/2_e=i0/2

sin (("%1)0)
ein9/2
sin (g) ’
som er det uttrykket vi skulle frem til. Vi har her brukt formlene for cosinus og
sinus uttrykt ved hjelp av eksponentialfunksjoner.
d)
Setter vi opp realdel og imagingerdel i uttrykket i ¢) far vi

n

Zeiko = zn:cos k@) + isin(k0)) Zcos (k0) +zZs1n (k0)
k=0

- n sin %19
- (o) i 39 20

cos (20) sin (2 6) Z‘sin (26) sin (2L 6)

sin(g) * sin(g) ’

Sammenligner vi realdelene og imagingerdelene i disse uttrykkene far vi

som var det vi skulle vise.

18



Seksjon 3.4
Oppgave 3.4.14

Bruker vi formelen for Igsningen av andregradslikningen far vi

—2(1—4) & /41 —0)2 —28i —2(1—i)+£+/4—8 —4— 28
o 2

2
—2(1 — i) + /=36 _
: -

3
—1+ij:§\/§(1+i).

—1+i+3Vi

Velget vi positivt fortegn her far vi roten —1 + %\/? +i(1 + %\/5) Velger vi
negativt fortegn far vi roten —1 — %\/5—1— i(l1— %\/i) Modulus for begge rgttene
blir

\/(1—2\/5)2+(1+2\/§)2:\/1+‘Z+1+Z:\ﬂ.

Argumentet 6 til den fgrste roten ligger i forste kvadrant og er gitt ved at

cosf = —2¥% = ¥I1(3\/3 — 2), som vi m sla inn pa kalkulator.

Oppgave 3.4.19
a)

5
(1+2)% = (1 — 2)° kan skrives (}fﬁ) = 1, og femtergttene til 1 er pa formen

e2kmi/5 1 < | < 5. Disse kan ogsé skrives pa formen w*, der w = ¢2™/%. Vi har
altsa at 2 = w*, som kan skrives 1+ 2z = (1 — 2)w”, eller z(1 +w*) = wk -1,

11—z
_ wk—1
eller z = wFEE1”
b)

Erstatter vi 5 med n i utregningen over, og w med w,, = e>™*/", sa vil utregnin-

k
s s o . —1
gen gi pa samme mate, og vi far z = Z;ﬁ+17 1<k <n.

c)

Vi kan skrive

62k7ri/n ~1 B (€2kﬂ'i/n _ 1) (e—QkTri/n + 1)
e2kmi/n 41 |62k7ri/n + 1|2

1—-14 62k7ri/n _ 672k7ri/n

’€2k7r’i/n + 1‘2
e2k7ri/n _ e—ka'/n

|62k7ri/n + 1’2
Dette er et rent imagineert tall, siden e = 2isin (%T”) er rent
imagineert, og sidene nevneren er reell. Dermed ligger alle lgsningene pa den
imagingere aksen, som jo utgjgr en rett linje i det komplekse planet.

2kmi/n __ 672k7ri/n
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Seksjon 3.5

Oppgave 3.5.13
a)

—1 4 iv/3 kan skrives pa polarform som 2e2™/3_ slik at kvadratrgttene blir
£1/2em/3 = £2(1 4 /3).

b)

Bruker vi formelen for lgsningen av andregradslikningen far vi

potEVizd V1_4:—1:t§i.

2 2 2
To av rgttene er dermed kvadratrottene til —3 + ?z = $(—1+ V/3i), som pa
grunn av a) mé bli i%(l 4+ 1/3i). Siden de konjugerte ogsa er rgtter, sa vil de
siste rottene veere +1(1 — V/3i). Mer kompakt kan dermed alle rgttene skrives
:I:% + ?i, der alle fire fortegnsvalg er tillatt. Vi ser at alle rgttene har modulus 1,
og har argumenter %, %’“, 4?”, %’r Ganger vi sammen bidragene for de konjugerte
rgttene finner vi

)

(z—e'8)(z—e

) ZQ—QCOS(g)Z+1=Z2—Z+1
47

o ) 2
(z—el%)(z—e’T) = 22—2005<;)z+1:z2+z+1.
Vi kan derfor skrive 24 + 22 +1 = (22 — 2 + 1)(22 + 2 + 1).

Oppgave 3.5.15

. . 6— o
Formelen for summen av en geometrisk rekke sier at z* + 22 +1 = =L nar
z2—1

22 #£ 1. Nar 2% = 1 sa er det da klart at dette blir 0.
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Kapittel 4

Seksjon 4.1

Oppgave 4.1.3
b)

Differenslikningen ,, 49 +2x,,+1+4x, = 0 har karakteristisk likning r24+2r4+4 =
0, som har rgtter
—2+4-1
r= % =—1+4V/3
Velger vi = —1 + i1/3 finner vi at r har modulus /1 + 3 = 2, og argument

. o \/g o . 27 . .
gitt ved tanf = X3 = —+/3, som gir at § = 5. Setning 4.1.16 gir derfor at den

generelle lgsningen pé kompleks form er
L, = Cr" +C7" = C(—1+iV3)" + C(—1 — iv/3)",
mens den generelle lgsningen pa reell form er

Xy, = E2" cos(2mn/3) + F2" sin(27n/3).

Oppgave 4.1.4
a)

Differenslikningen ,, 49 — 3%, +1+3x, = 0 har karakteristisk likning r2—3r+3 =

0, som har rgtter r = 35V9=12 — 3%£1V3 Viloer vi roten 33 ga kan vi skrive
) 2 2 g 2
den generelle lgsningen pa kompleks form som

3+iv3) = (3-iv3\
xn=C< 5 ) —I—C( 5 )

3%"/3 har modulus /9 + 3/4 = v/3/2, og argument = arctan(v/3/3) = /6.
Den generelle lgsningn pa reell form kan dermed skrives

E (?) cos(nmw/6) + F (?) sin(nm/6).
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Oppgave 4.1.5
a)

Differenslikningen x,, 2+, +1 —6x, = 0 har karakteristisk likning r24r—6=0,
som har lgsning r = %m, som gir rgttene 1y = 2 og ro = —3. Den generelle
lgsningen blir dermed z,, = C2" + D(—3)2. Setter vi inn for initialverdiene far
vi likningene

C+D=9
2C —3D = —-2.

Lgser vi disse far viat C = 5 og D = 4, slik at lgsningen blir x,, = 5-2"44-(—3)"™.

b)

Differenslikningen x,, 49 — %y 41 +2, = 0 har karakteristisk likning 72 —r+1 = 0,

3
2

= /3, som gir = 5. Den generelle

som har lgsning r = 1 + zf Velger vir = 3 L 4+ i¥3 sa ser vi at r har modulus

1, og argument gitt Ved tanf = f/Q

lgsningen pa reell form blir dermed
2, = E1" cos(nm/3) + F1"sin(n7/3) = E cos(nw/3) + Fsin(nm/3).

zo = 2 og 1 = 1 gir likningene

E=2
1 V3
E-+F~" =
5 T

Setter vi inn i den andre likningen far vi at F© = 0, slik at Igsningen blir
2 cos(nm/3).

d)

Differenslikningen ,, 49 +2x,,+1+2x, = 0 har karakteristisk likning r242r42 =

0, som har lgsning r = —1 £ 7. Velger vi r = —1 + ¢ sa ser vi at r har modulus
3

V2, og argument gitt ved § = °F. Den generelle Igsningen pa reell form blir
dermed

T, = B(V2)" cos(n3m/4) + F(V/2)" sin(n3r/4).

zo = 1 og 1 = —2 gir likningene
E=1
2
—E\f\f - Fﬁg =-

Setter vi inn i den andre likningen far vi at F' = F — 2 = —1, slik at lgsningen
blir
Zn = (V2)" cos(n3m/4) — (V2)" sin(n3n/4).
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Oppgave 4.1.9

Siden forste siffer skal veere 1 er det klart at vi md ha at a; = 1. Siden neste
siffer ikke kan veere 1 hvis forrige var 1, sa er det klart at andre siffer ma vaere
0. Dermed ma vi ogsa ha as = 1, siden det bare er en mulighet for de to fgrste
sifrene. Dette forklarer initialbetingelsene.

La oss sé forklare hvorfor vi har at a,, = a,,_1+a, _s for n > 2. Alle sekvenser
av lengde n kan splittes i to kategorier: de som slutter med 0, og de som slutter
med 1. Siden to enere ikke kan fglge etter hverandre sa mé sistnevnte slutte med
01. Observer na fglgende:

1. For sekvenser av lengde n som slutter med 0 sa kan de fgrste n — 1 sifrene
velges vilkarlig, slik at vi her har a,,_; muligheter.

2. For sekvenser av lengde n som slutter med 01 sa kan de forste n— 2 sifrene
velges vilkarlig, slik at vi her har a,,_ muligheter.

Legger vi sammen disse to mulighetene far vi at a,, = a,,_1 + a,,_o for n > 2.

Differenslikningen kan ogsa skrives a,, — a1 — an—2 = 0, som har karakte-
145
2

ristisk likning 72 — r — 1 = 0 med rgtter r =

differenslikningen er derfor a,, = C (HT\/% +D (#) .Settervia; = ag =1

far vi likningene
1+
C
(5

. Den generelle lgsningen pa

S
N——
+
-l
7N

—
o |
S
N~
l

som kan skrives

C(1++5) + D(1—V5) =2
CB3+V5)+DB—V5) =2
Hvis vi trekker disse fra hverandre far vi at 2C + 2D = 0, slik at D = —C.

Setter vi dette inn i den forste likningen far vi at 2Cv/5 = 2, slik at C' = %, og
dermed D = —%. Dermed blir lgsningen

VB (1B VB (1-vB\" VB (14" [1-v5)
“m T2 ) T T2 5 2 T2 '

Oppgave 4.1.13
a)

Likningen vi skal frem til kan skrives som xz,, = ifﬂn—1 + %xn_g. Det forste
leddet svarer til de som var syke for en uke siden, og som fremdles er syke (25%
av de som var syke). Det andre leddet svarer til de som er blitt smittet av de
som hadde sykdommen for to uker siden.
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b)

Den karakteristiske likningen er 12 — ir — g = 0, som har lgsninger —1 og 5/4.

Den generelle lgsningen er dermed xz,, = C(—1)" + D(5/4)". Initialverdiene er
xo = 190, 21 = 260, som gir likningene C' + D = 190, —C + (5/4)D = 260, som
gir C'= —10, D = 200. Dette gir lgsningen x, = —10(—1)" +200(5/4)™. Vi ser
at x,, = 0o nar n — oo.

c)

Den nye differenslikningen blir z,, — i$n—1 — %l'n_g som har rgtter 1 og —3/4.
Den generelle lgsningen blir dermed z,, = C 4+ D(—3/4)". Initialverdiene gir
C+ D =190, C — (3/4)D = 260, som gir C = 230, D = —40. Dette gir
lgsningen z,, = 230 — 40(—3/4)™. Vi ser na at lim,_,. z, = 230. Anta til
slutt at sykdommen er enda mindre smittsom, slik at antall syke tilfredsstiller
differenslikningen x,, — ian — ¢tp—2 = 0, med ¢ < 3/4. Den karakteristiske

likningen har da rgtter YAtV 1At ”;/1“46. Nar ¢ < 3/4 har viat 1/16+4c < 1/16 +
3 =49/16, slik at 1/1/16 4+ 4c < 7/4. Vi har da at

1/44++/1/16 + 4 v1/16 + 4
=Y 2/ + C\§1/8+%<1/8+7/8:1.

|7;

Dermed blir begge rgttene i den karakteristiske likningen mindre enn 1 i abso-
luttverdi, og dermed blir lim,,_,~ z, = 0.

Oppgave 4.1.14

Den karakteristiske likningen er 72 —v/3r 41 = 0, som har rgtter r = w =
V3/2 4 /2. Setter vi r = \/3/2+1i/2 ser vi at p = 1 og § = 7/6, slik at den
generelle lgsningen er z:,, = E cos(nn/6)+F sin(nw/6). Initialverdiene z; = —12,

x3 = —6 gir likningene

EN3/2+ F/2 =—12
F= -6,

som gir at E = %(712+3) = —6v/3. Lgsningen blir dermed x,, = —6+/3 cos(n7/6)—
6sin(nm/6). For & finne hvilken méaned det er kaldest varmest, s& kan vi sette
den deriverte til funksjonen f(t) = —6+/3 cos(t7/6) — 6sin(tr/6) lik 0. Vi far

da f'(t) = Z (6v/3sin(tr/6) — 6 cos(tm/6)) = 0. Derfor méa vi ha at tan(tm/6) =
V/3/3, slik at t7/6 = /6 eller tw/6 = Tr/6, slik at t = 1 eller t = 7. Fra Figur

ser vi at minumum inntreffer ved n = ¢ = 1 (1. februar), og maksimum inntreffer
ved n =t =7 (1. august).

Oppgave 4.1.15

Siden en hunn har bédde en mor og en far sa er det klart at 1 = 2. Siden moren
har bade mor og far, og faren bare har en mor, sa er det klart at x5 = 3, og at vi
har to hunnbier og en hannbie to generasjoner tilbake. Siden hver hunnbie har
to foreldre, og hannbien bare har en mor, sa er det klart at z3 =2 x 241 =5.
Mer generelt, legg merke til at siden enhver bie i generasjon n — 1 har ngykatig
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Figur 1: Temperatur i klimamodellen i Oppgave 4.1.4

en bie som mor fra generasjon n, si er antall hunnbier i generasjon n lik x,_1.
Videre er antall hannbier etter n generasjoner lik antall hunnbier i generasjon
n — 1 (siden det bare er hunnbiene som har en far fra forrige generasjon), og
antall hunnbier i generasjon n — 1 svarer igjen til x,,_s. Legger vi sammen antall
hunnbier og hannbier far vi at x,, = z,_1 + Tp—2.

Vi ser her at vi har samme differenslikning som i Oppgave 4.1.9, slik at vi

har den generell Igsningen z,, = C' (#) + D (#) . Setter viinn 1 =2

og xo = 3 far vi likningene
2 2
115\ 1- 5\~
c< - ) +D< = ) _s,

C(1+V5) +D(1—V5) =4
C(3+5) + D(3—V/5) =6.

som kan skrives

Hvis vi trekker disse fra hverandre far vi at 2C 4+ 2D = 2, slik at D =1 — C.
Setter vi dette inn i den forste likningen far vi at C+1—C++/5(C —1+C) = 4,
som gir at v/5(2C — 1) = 3, og dermed

3 /s 1:%%:@“@:\/5(1%5),

C=1 2 10 10 5 2
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2
hvor vi gjenkjente (1+2\/3) fra utregninger ovenfor. Til slutt far vi

D:l—Czl—(l%\/g—&-%):
Dermed far vi at
VB (14vE\ (145" VB (1-vE\" (1-v5\"
S N 2 "5 T2 2
() ()

5 2 2

som er uttrykket for hvor mange forfedre en hunn har n generasjoner tilbake.
La til slutt y,, veere antall forfedre en hann har n generasjoner tilbake. Siden en
hann bare har en mor sa er det klart at generasjonstreet til en hann ser likt ut
som for en hunn, med unntak av et ekstra generasjonsledd helt i begynnelsen.

Derfor er
n+1 n+1
V5[ [1+V5 1-v5
Yn = Tp—1 = —(— 5 - 5

5

Vi legger merke til at lgsningen vi fikk bade for z, og y, er det samme som
den vi fant i Oppgave 4.1.9, med den ene forskjellen at sekvsensen er forsinket
med en eller to elementer. Og hvis du ser naermere pa lgsningen fra 4.3.9 sa er
asz = 2, ag = 3, som jo er initialbetingelsene i denne oppgaven. Derfor kunne vi
spart oss utregningene i denne oppgaven hvis vi allerede hadde sett at vi ma fa
samme fglge som i Oppgave 4.1.9.

Seksjon 4.2

Oppgave 4.2.1
a)

Den homogene likningen blir her z,,y; — 2z, = 0, som har generell lgsning
xn = A2". For & finne en partikuleer lgsning prover vi 22 = Bn + C og far

Bn+1)+C—-2(Bn+C)=n
—Bn+ B —-C =n,

som gir likningene

-B=1
B-C=0,
som gir B = C' = —1, slik at 22 = —n — 1. Den generelle lgsningen kan dermed

skrives x,, = A2" —n — 1.
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Oppgave 4.2.5
a)

Den homogene likningen 2,41 — 2z, = 0 har generell lgsning 2" = A2". For &
finne en partikuleer lgsning prover vi 2? = B, og far da —B = 2, slik at B = —2.
Den generelle lgsningen blir dermed z, = —2 + A2". Siden zq = 4 far vi at
4= -2+ A, slik at A= 6. Lgsningen blir derfor z,, = —2 4+ 6 x 2".

b)

Den homogene likningen x,12 — 6x,+1 + 82, = 0 har karakteristisk likning
r2 —6r+8 = 0, som har rgtter 2 og 4. Den generelle lgsningen pa den homogene
likningen blir dermed xz = A2"™ 4+ B4™. For & finne en partikuleer lgsning prgver
vizP = Cn+ D, og far da

C(n+2)+D—6(C(n+1)+D)+8(Cn+ D) =9n
3Cn —AC + 3D = 9n,

som gir at

30=9
—4C +3D =0,

som gir at C = 3 og D = 4. Den generelle lgsningen blir dermed z,, = A2"™ +
B4™ + 3n + 4. Setter vi inn initialbetingelsene far vi likningene

A+B+4=3
2A+4B+7=3,

som gir A = 0, B = —1. Den generelle lgsningen blir dermed z,, = —4" +3n+4.

Oppgave 4.2.18
a)

Ut fra teksten i oppgaven tar vi ut (1.02)"a kroner det n’te aret. Med renter
pa pengene fra aret fgr far vi 1.06x,, kroner &ret etter, siden rentesatsen er 6%.
Derfor far vi at

ZTpt1 = 1.06z, — (1.02)"a.

Initialbetingelsen blir zg = 10, siden vi starter med 10 millioner kroner pa konto.

b)

Den generelle lgsningen av den homogene likningen er z = A(1.06)". For &
finne en partikuleer lgsning prover vi o, = ¢(1.02)". Innsetting gir ¢(1.02)"+! =
1.06¢(1.02)™ — (1.02)"a, som kan forenkles til 1.02¢ = 1.06¢ — a, som gir ¢ = 25a.
Dene generelle lgsningen blir dermed z,, = 2! + 22 = 25a(1.02)™ + A(1.06)".
Setter vi inn xg = 10 far vi 25a + A = 10, som gir A = 10 — 25a. Lgsningen blir
derfor

2y = 25a(1.02)" + (10 — 25a)(1.06)".
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Nar n gar mot oo er det her leddet (10 — 25a)(1.06)™ som vil dominere. Hvis vi
vil alltid ha penger mé vi derfor ha at 10 — 25a > 0, som gir at a < 0.4. 400000
kroner er derfor det stgrste belgpet vi kan ta ut det fgrste aret hvis vi aldri skal
slippe opp for penger pa kontoen.

)

zgo = 0 gir

25a(1.02)%% 4 (10 — 25a)(1.06)%° = 0
25a(1.06%° — 1.02%°) = 10 x 1.06°
2

@7 51— (1.02/1.06)%9)

som gir a = 0.4193, eller 419300kr. Vi kan altsa ta ut litt mer penger per ar hvis
vi skal ga tom for penger etter 80 ar. Dette hgres jo rimelig ut.

Oppgave 4.2.21
a)

Andelen av vann fra springen i bassenget etter pafyll er S/V. Andelen gam-
melt vann i bassenget etter pafyll er 1 — S/V. Siden fgrstnevnte har salt-
konsentrasjon K, mens sistnevnte har saltkonsentrasjon c,_1, sa folger det at
ecn=01-5/V)ep—1+ (S/V)K.

b)

Med de oppgitte tallene far vi likningen ¢,, = (1 — %) cn_1—|—%0.1 =0.9c,_1+
0.01, som kan skrives som ¢, — 0.9¢,—1 = 0.01. Den homogene likningen har
generell lgsning ¢ = C(0.9)". For & finne en partikuleer lgsning c?, prgver vi med
P = A ogfar da at A—0.94 = 0.01, slik at A = 0.1. Den generelle lgsningen blir
dermed ¢, = ¢! +c2 = 0.14+C(0.9"). Initialbetingelsen cq = 1 gir at 1 = 0.1+C,
slik at C' = 0.9, og dermed blir ¢, = 0.1 + 0.9(0.9)" = 0.1 + (0.9)"*!. For at
saltkonsentrasjon skal bli halvert ma vi ha at ¢, = 0.5, slik at 0.1 + (0.9)"*! =
0.5. Dermed blir (0.9)"*! = 0.4, slik at (n + 1)In(0.9) = In(0.4), slik at

In(0.4)

— 1= 7.68.
In(0.9)

n =

Vi ma derfor velge n > 8.



Seksjon 4.3

Oppgave 4.3.9
a)

Ganger vi ut far vi at

(z—y)@" '+ 2" Py +a" P oy Ry
= 2" —a"ly

iy — g2y

a2y gy

+.’£2yn72 o xynfl

n—1_ .mn

+xy Y.

Vi ser her at alle ledd i summen pa hgyre side kansellerer bortsett fra det forste
og det siste, slik at vi star igjen med =" — y”, som var det vi skulle frem til.

b)

Setter vi forst n = 3 i formelen fra a), og deretter x = /n+ 1 og y = ¥/n (legg
merke til at her brukes na n ikke som potensen som forekommer i a), dette kan
veere et forvirringsmoment i oppgaven!), s& far vi forst

(V¥ T = Im(VrF DR + VrF T + ()
(YD - () =nt -1
Etter divisjon far vi da

YnFi- = .

(Vn+ 12+ Vn+1¢n+ (In)?

c)
Bruker vi resultatet fra b) finner vi fgrst at

2
3

li % 3 _ 3 — li n:
AtV = e T a1 + (Y

1
= lim 5
nTree (S/L'H) + /L YT 4 (Y1)2
B 1 71
I+1+1 3
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d)

Setter vi fgrst n = 4 og deretter x = {/1 + %, y = 11 formelen fra a) far vi at

(o) ()

4
1 1 1
= <4l%> —1t=14——1==
n n n

som gir at

S 1 1
n( 1+n_1>: 3 3 .
(i+2) +(Yr+2) + 1+t+a

1

. N . . . o 1
Lar vi n ga mot uendelig her ser vi at hgyresiden gar mot 577 = 7

Oppgave 4.3.11

La € > 0 veere gitt. Siden a,, og b, begge konvergerer mot A si finnes det en

Ny og en Ny slik at |a, — A| < § for n > Ny, og |b, — A| < § for n > N,. La

N = max (N1, N3). For n > N har vi da at

len — Al = |en —an+an — Al <|en — an| + |an — 4| < by, — an| + |an, — A]
= |bp— A+ A—ay|+|a, — A|

< b — Al 4+ |A = an| + |an — A
< fL84°
- 3 3 3 7

som var det vi trengte vise.

Oppgave 4.3.17

Hyvis fglgen definert ved ap = 0 og a,+1 = %+ + 1 er konvergent, sa kan vi finne
grenseverdien a ved & la n ga mot uendelig pa hver side i a,+1 = %+ + 1, og vi
far da @ = § + 1, som gir at a = 2 er eneste mulige grenseverdi. Videre, hvis
a, < 2saer det klart at a,11 = G- +1 < 1+1 = 2, og det fglger ved induksjon
at fglgen er oppad begrenset av 2. Videre er

an+1—an=%+1—an:1—%>1—1:0,

slik at fglgen er voksende. Siden fglgen er voksende og oppad begrenset vet vi at
den er konvergent, og 2 ma veere grenseverdien siden det er den eneste mulige
grenseverdien.

Oppgave 4.3.18
a)

Hvis z, < 2 sa er det klart at x,.1 < /2 X 2 = 2, og det fglger ved induksjon
at alle z,, < 2. Det at x,,+1 > x, er det samme som at 1’%+1 = 2x, > x%, som er
det samme som at 2 > x,,, som vi allerede har vist. Derfor er folgen voksende.
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b)

I a) viste vi at fglgen er bade voksende og oppad begrenset, og den er derfor
konvergent. Grenseverdien méa oppfylle z = v/2z, som betyr at 2 = 2z, som
betyr at x = 2.

c)
Hvis fplgen definert ved at y,4+1 = /2y, + y2 har en grense y, s ma y =

V' 2y + y?, som gir at y = 0. Fglgen er opplagt voksende siden y,,+1 = v/2yn, + y2 >
VY2 = y,. Folgen kan da umulig konvergere mot 0 siden startverdien er 1, og
eneste mulighet er at fglgen gar mot uendelig.
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Kapittel 5

Seksjon 5.1

Oppgave 5.1.5

Nar vi viser at f er kontinuerlig i a ved et € — d-bevis, er det lurt & starte med
uttrykket | f(z) — f(a)|, og finne en stgrrelse som er stgrre enn denne, der |z —a
inngar, og der vi har begrensinger pa de andre leddene som inngar. Valget vart
for ¢ vil avhenge av det opprinnelige valget av ¢, skalert med begrensningene pé
de andre leddene. De fglgende oppgavene illustrerer dette.

e)

Vi har at f(1) = 1. Vi skal altsa vise at vi, for enhver ¢, kan finne en ¢ slik at
|2 — 1| < € for alle x slik at |z — 1| < . Vi ser forst at

xT

1 ‘ | — 1]
-1
||

Her har vi allerede |z — 1| p& hgyresiden, men vi mé ogsa finne en begrensning
p& 7. Velger vi § < 3 (det vil si |z — 1] < §), sa vil [z > 3, og 13y < 2. Vi far

da
1

T

|z -1
|z
For at dette skal veere mindre enn e ma vi velge § < 5. Vi kan derfor velge

2
6 =min (4, %), der vi ogsé har tatt med den forste begrensningen vi hadde pé

J.

< 24.

f)
Vi har at f(0) = 3. Vi skal altsa vise at vi, for enhver ¢, kan finne en § slik at
% - %‘ < e for alle z slik at |z| < §. Vi har at

z+1 1| [3z+3—-z-3| | 2z

v+3 3] | 3@+3) | [3@+3)]

Her har vi allerede |z| pd hgyresiden, men vi mé ogsé finne en begrensning pa
T—ls-?ﬂ' Velger vi § < 1 (det vil si |z| < 1), sa vil |« + 3] > 2, og ﬁ < . Vifar

da

r+3 3

3

z+1 1| 2x <2><575
C13(z+3) 3% 2
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For at dette skal veere mindre enn € ma vi velge § < 3e. Vi kan derfor velge
d = min(1, 3¢), der vi ogsa har tatt med den fgrste begrensningen vi hadde pa

J.

g)
Vi har at f(4) = 2. Vi skal altsa vise at vi, for enhver ¢, kan finne en ¢ slik at
|[vx — 2| < € for alle z slik at |z — 4] < §. Vi har at

|z — 4|

IV +2|
Her har vi allerede |z — 4| pa hgyresiden, men vi mé ogsa finne en begrensning
. Velger vi § < 1 (det vil si |z —4| < 1) ser vi at [/z+2| > |v/3+2| > 3,
< 3. Vifar da

VE-2l =

s 1

8 TVa+2]
|x — 4] )

[Vz+2 — 3

For at dette skal veere mindre enn ¢ mé vi velge § < 3e. Vi kan derfor velge

d = min(1, 3e), der vi ogsa har tatt med den fgrste begrensningen vi hadde pa

J.

VE-2l=

Seksjon 5.2

Oppgave 5.2.6

I et polynom P er det den potensen av hgyest grad som vil dominere nar x gar
mot uendelig. I et polynom av odde grad sa vil leddet av hgyest grad ga mot —oo
nar x — —o00, og mot oo nar x — co. Spesielt kan vi finne en Ny slik at P(z) < 0
nar x < Ny, og en Ny slik at P(z) > 0 nar > Ny. For intervallet [Ny, No| har
vi derfor at P(N7) < 0, P(N2) < 0, og derfor folger det fra skjeeringssetningen
at P har minst et nullpunkt pa [Ny, Na].

Oppgave 5.2.7
a)

La oss definere funksjonene f(t) og g(t) ved at de gir oss hgyden ved tiden ¢
pé den fgrste og den andre dagen, respektive. Kall videre starthgyden for A, og
hgyden pa toppen for B. Da har vi at f(7) = A, f(15) = B, g(7) = B, g(15) = A.
Definer ogsa h(t) = f(t) — g(t). Vi har nd at h(7) = f(7) —g(7) = A— B <0,
og h(15) = f(15) — g(15) = B — A > 0. Fra skjeeringssetningen folger det né at
det finnes et nullpunkt ¢ for & mellom 7 og 15. Her har vi at f(c) = g(c), slik
at ¢ svarer til et tidspunkt mellom kl. 7 og kl. 15 der klatreren befinner seg i
samme hgyde.

b)

Vi har né i stedet at f(7) = A, f(15) = B
B <

g(10) = B, g(16) = A. Dette gir at
h(10) = f(10) - ¢(10) = C - )

= f(15) = g(15) = B— D > 0, der



C < B er hgyden klatreren har kl. 10 forste dag, og D < B er hgyden klatreren
har kl. 15 andre dag. resten av resonnementet er n& som i a), slik at vi finner
et tilsvarende tidspunkt mellom kl. 10 og 15 her. Altsa har vi ogsa her at det
finnes et tidspunkt der hgyden er de samme begge dagene.

Oppgave 5.2.12
a)

I summen

(o=1(3)+(1(3)~ (5) ++ 0 (557) )

vil det andre og det tredje leddet kansellere hverandre, det fjerde og det femte.
De siste leddene som kansellerer hverandre er det tredje siste og det nest siste.
De eneste leddene som ikke kansellerer hverandre er det forste og det siste, slik
at vi star igjen med f(0)— f(1). Med dette er 0 siden f(0) = f(1) ved antagelse,
som var det vi skulle vise. Hvis alle leddene ikke er null, og alle forskjellig fra
null har samme fortegn, s& ma den totale summen bli forskjellig fra null ogsa,
som er en motsigelse. Altsa finnes det garantert to ledd (f (ﬁ) —f (%)) og

(f (%) —f (%)) som har motsatt fortegn.

b)

Vi har at g (ﬁ) svarer til det i te leddet i summen fra a), og vi har vist at
to av disse leddene, g (ﬁ) .9 (%) har motsatt fortegn. Men da fglger det fra

skjeeringssetningen at det finnes en ¢ (mellom  og %) der g(c¢) = 0.

c)

La ¢ veere slik at g(c) = 0. Dablir f(c)—f (c+ ) = 0,slikat f(c) = f (¢ + 7).

Vi kan altsa sette d = ¢ + %, for da er joogsa d —c = %

d)

Vi regner ut

>
—~

(e
=

I

0-0=0
w1 = sin® (T) =i (3).

slik at h(0) = h(1) = 0. La na c,d veere slik at d — ¢ = a. Vi skal vise at, sa

lenge a ikke er pa formen % for en eller annen NN, s& kan ikke h(c) = h(d). Hvis

h(c) = h(d) ville

Samler vi leddene her far vi

mﬁ(tﬁ-wmQCZ):(d—@gﬁ(Z):aaﬁ(Z)



Setter vi inn d = a + ¢ kan venstresiden skrives

s (TEED) e (T) = ind (T ) - s ()
a a a a
sin? (W—C) — sin® (W—C) =0,
a a

og da ma jo ogsa hgyresiden veere null, slik at asin® (£) = 0. Men dette kan

skje bare hvis 7 er pa formen N, slik at a = %, som strider mot antagelsen.

Seksjon 5.3

Oppgave 5.3.3
a)

Anta lim,, o f(z) = A, lim,_, f(z) = B. For enhver € finnes det da konstan-
ter N1, Ny slik at | f(z) — A| < e for x < Ny, og |f(x) — B| < € for x > N3. Men
da er f begrenset for x < Ny, og for x > Ny. f er ogsi begrenset pa [Ny, No]
siden dette er et lukket og begrenset intervall, og dermed er f begrenset pa hele
tallinjen.

b)

Anta at f(z1) <0, og at f(z2) > 0. Siden lim,_,_ o f(x) = lim,_, f(x) =0
s& kan vi velge Ny, Ny slik at | f(z)| < min(—=z1, z2) for x < Ny og for x > Na.
Men da vet vi at vi ikke kan finnes noen ekstremalverdier til f utenfor [Ny, Na].
Videre vet vi at f har bade maksimum og minimum péa [Ny, N3], som dermed
maé veere globale ekstremalverdier.

Oppgave 5.3.5

Vi vet at f har bade maksimum og minimum pa [a,b], slik at V; C [a,b]. Vi
pastar at verdimengden er hele [a, b]. Dette vil vise at V; er et lukket og begrenset
intervall. Anta nemlig at d € [a,b]. P4 grunn av skjeeringssetningen vil det jo
da finnes en ¢ mellom maksimums- og minimumspunktet, der f(c) = d. Dette
viser at d € Vg, slik at Vy = [a, b].

Oppgave 5.3.6

I et nte gradspolynom er det leddet av grad n som vil dominere nar x gar
mot —oo og oo. Dette gar mot co i begge tilfeller, slik at lim,_, ., P(x) =
lim, o P(x) = co. P4 grunn av dette finnes det for enhver R en N slik at
P(z) > R for alle « med |z| > N. Siden P er kontinuerlig og [-N, N] er en
lukket og begrenset intervall, s& har P et minimumspunkt S pa dette intervallet.
Men da er det klart at vi kan sette K = min(R, S), der P(z) > K for alle z.
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Seksjon 5.4

Oppgave 5.4.2
c)

For & vise at lim,_,1 (222 + 1) = 3 trenger vi vise at, til enhver ¢ > 0, sa kan vi
finne en § > 0 slik at |222 + 1 — 3| < ¢ for alle § slik at |z — 1| < 6. Vi har at

1202 +1—3| = |22 — 2| = 2|z + 1|z — 1|
Vi har at hvis § < 1, det vil si | — 1] < 1, s& vil |z + 1| < 2, og dermed vil

stgrrelsen over veere mindre enn 4|z — 1| = 44, og hvis § < § sa vil dette igjen
vaere minre enn €. Vi kan altsa velge € = min (1, i)

Oppgave 5.4.4
c)

Vi ser at f(6) = lim,_,g- = %, siden f(x) = % er kontinuerlig for x = 6. Videre
er
lim f(z) = lim vr¥3—s lim vr3-9
6+ a6 x—6  am6 (x—6) (VI +3+3)
1 1 1

lim = = —.
e—6- /T +3+3 V9+3 6

Dermed er f kontinuerlig for x = 6.

Oppgave 5.4.7

For & vise at lim,_,, flg(x)] = c trenger vi, for enhver ¢, finne en ¢ slik at
|flg(z)] — ¢| < € for alle z slik at |z — a| < 4.

e Siden lim,_,, f(z) = ¢ vet vi at det finnes en d; slik at |f(z) — ¢| < € for
alle z slik at |z — b| < d;.

e Siden lim,_,, g(x) = b vet vi ogsa at det finnes en 9 slik at |g(x) —b| < &,
for alle z slik at |z — a] < Js.

Hvis |x — a| < d2 vil dermed |f[g(x)] — c| < ¢, slik at vi kan sette § = ds.

36



Kapittel 6

Seksjon 6.1

Oppgave 6.1.9
Vi har at
2 _ 2 2
Dis? = lim (x+h)*—2* . 2hx+h

h—0 h h—0 h
= lim(2z + h) = 2z.
h—0

Oppgave 6.1.10
Vi har at
DVl = lim vr+h-—yz I r+h—z

50 I T RS0 h(vz + h + v/T)
1 1

h
1' —_— 1. = .
h0 h(vVx 4+ h + /) B0 Vr+h+yz  2Jx

Oppgave 6.1.11

a)
Vi har at Lth—1)— 11 "
+ — — —
"1) = li = lim —.
F hs0 h o0 h

Det er klart at limj,_,o+ ‘—Zl =1, og limy,_,o- % = —1, slik at grenseverdien ikke
eksisterer.
b)
Vi har at

1+h—-D1+h-1-(1-11-1 hlh
(1) = tig LEAZ DR = A DUy AR g,
h—0 h h—0 h h—0

slik at den deriverte i 1 eksisterer, og er lik 0.

37



Oppgave 6.1.13

Vi har at
. f0+h) = £(0) o Asesh 1 cosh
lim L2 7S ) = lim ——="
Pt h hoot hoot b2
. (L —=cosh)(1+ cosh) ) 1—cos?h
= lim = Im 7
h—0+ h2(1 + cosh) h—0+ h2(1 + cosh)
. sin? h . sin?h . 1
= m ———————— - = l1m 1m
h—0+ h2(1 4+ cosh) h—o0+t h? h—o+ 1+4cosh
1 1
= ]_ _ = —,
373
mens N 2
im LOEM SO P w0,
h—0— h h—0— h h—0—

Siden de ensidige grenseverdiene er forskjellige, sé folger det at f ikke er deri-
verbar i 0.

Oppgave 6.1.14

Vi regner ut

P L ) L A Oy () Ed e
Fo === h
n n—1 /n n— n 1 (n n—
o BT koo (athn Tt —an lim ko (p)athn*
h—0 h h—0

n—1
= lim > (Z)xkh"_k_l

h—0
k=0

= lim L P B B Py N B PV S
h—0 n—1 n—2 n—3

= na" L

Vi har her brukt binomialformelen, at (nfl) = n, og at det bare er det fgrste
leddet som ikke inneholder en potens av h.

Oppgave 6.1.15

Vi har at
., sin(z + h) —sinx . sinxzcosh+coszsinh —sinz
sin’(z) = lim = lim
h—0 h h—0 h
. sin h . . cosh—1
= lim cosx—— + lim sing———
h—0 h h—0 h
. sinh . . cosh—1
= coszx lim — +sinzx lim ——— = cosz,
h—0 h h—0
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der vi har brukt at limy,_,q Sizh =1, og at
i cosh —1 . cos’h—1 . —sin?h
1m — - m ——=|1im -—
h—0  h h—0 h(cosh +1)  hr—0h(cosh+1)
inh —sinh
= lim IR _1x0=0.

h—0 h hli% cosh+1

Seksjon 6.2

Oppgave 6.2.4

@ = tanz svarer til at f(z) =z —tanz = 0. Vi har at f'(z) =1 — 5.

Det er klart at intervallene péa formen [((n — 1)/2)7, ((n + 1)/2)7] svarer til
intervaller med sentrum i k7 med lengde w. Pa slike intervaller antar tan z alle
verdier mellom —oo og oo, slik at f gar mot —oo og oo i hver ende av intervallet.
Det fglger fra skjeeringssetningen at f har minst ett nullpunkt, slik at det finnes
minst et punkt der x = tan .

Videre har vi at cos?(z) > 1, slik at f'(z) < 0, og f/(x) = 0 hvis og bare
hvis x = k.

e I det forste intervallet (n=0), s& er x = 0 et nullpunkt for f. Det er klart
at det ikke kan finnes andre nullpunkter mellom —7/2 og 7/2, siden f er
strengt avtagende pa [—7/2,0), og pa (0,7/2].

e Forandrener f(nm) = nm # 0, og lim,_, ((n—1)/2)x = —00, liMy_, (n41)/2)r =
0.

e Hvis n > 0 s& er det klart at f ikke har noen nullpunkter pa [nm, ((n +
1)/2)7), og har ngyaktig et nullpunkt pa [((n — 1)/2)m,nw) (siden f er
avtagende pa hvert av intervallene).

e Hvis n < 0 sa er det klart at f har ngyaktig et nullpunkt pa [nm, ((n +
1)/2)~), og ikke har noen nullpunkter pa [((n — 1)/2)m, n).

I alle tilfellene n = 0, n > 0, n < 0, ser vi at f har ngkatig ett nullpunkt.

Oppgave 6.2.8
Sett f(z) = In(14+ ), a = 0, b = z. Vi far forst at f(0) = 0, f'(x) = H%
Bruker vi middelverdisetningen far vi at det finnes en ¢ mellom 0 og x slik at

1 f(b)—fla) In(l1+x)—-0 _ In(1+ z)

:1+c_ b—a z—0 x

f'(e)

Vi har altsé at %ﬂ = ln(lzjz), og resultatet folger ved & gange med x pa begge
sider.

Oppgave 6.2.10

Likningen (1 + z)® < 14 ax kan fgrst skrives om til (1 4+ 2)* — 1 < az. Deler vi
(42)°—1 _ (142)"—1

na med x pa begge sider vil det sta igjen - = pa venstresiden.
Bruker vi middelverdisetningen pa funksjonen f(z) = (14 2)® pa intervallet fra

39



0 til = far vi at f(xi:g(o) = (szafl = f'(c) = a(1 +¢)*! for en c i intervallet
fra O til x.

Vi splitter na det vi skal vise i to muligheter: For x > 0 slipper vi & snu
ulikheten nar vi deler med z, slik at vi her skal vise at % =a(14+¢)* ! < a,
som er det samme som at (1 + ¢)*~! < 1, som er opplagt siden 1 + ¢ > 1 og
a—1<0.

For —1 < x < 0 méa vi snu ulikheten nar vi deler med =z, slik at vi her skal
vise at % = a(l+¢)* ! > a, som er det samme som at (1 +¢)*~! > 1,
som er opplagt siden 0 < 1+c<1loga—1<0.

For z = 0 ser vi at vi faktisk har likhet i den gitte ulikheten, slik at den
(14 2)* <1+ ax faktisk holder i alle tilfeller

Oppgave 6.2.12

Sett f(x) = 7 Wv
f'(z) <1 for alle . Bruker vi middevlerdisetningen for x og y ser vi at

Deriverer vi finner vi at f/(z) = og vi ser at

_r _ _ _Y _
1422 1+y2

e A CIES?

Ganger vi opp med |z — y| pa begge sider, sa far vi det vi skal vise.

Oppgave 6.2.13

Bruker vi middelverdisetningen pa intervallet (a,d) ser vi at det finnes en ¢; €
(a,d) slik at f'(c1) = W = 0. Bruker vi middelverdisetningen pa samme
mate pé intervallet (d,b) ser vi at det finnes en cy € (d,b) slik at f'(cz) = 0.
Bruker vi n& middelverdisetningen pa (ci1,c2) og funksjone f'(x) far vi at det
finnes en ¢ € (c1, c2) slik at f(c) = fle)=F'(e1) — g som var det vi skulle vise.

Cc2—C1

Oppgave 6.2.21
a)

Sett f(z) = In(lnx), og bruk middelverdisetningen p4 a = n og b = n+ 1. Vi

far forst at f/(z) = ﬁ, og sa at det finnes en ¢ mellom n og n + 1 slik at

In(In(n + 1)) — In(lnn) B
1 =In(ln(n+1)) —In(lnn) = e
Vi har ogsa at f"(x) = (_Ill;l;l);?, slik at f”(x) < 0 for z > 1. Siden n > 1 s er

altsd f'(x) avtagende pa omradet vi ser pa, slik at

(n+ l)lln(n-|- D= CILC — In(In(n + 1)) — In(lnn) < —

nlnn’

som var det vi skulle vise.
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b)
Bruker vi den venstre ulikheten fra a) far vi
1 1
o2 T i Dt 1)
> (In(In3) —In(In2)) + (In(In4) — In(In3)) + - - -
+(In(In(n + 2)) — In(In(n + 1)))
= In(ln(n +2)) — In(ln 2) — oo,

Sn =

som viser at s, ikke konvergerer.

c)
Fortsetter vi med ulikheten fra b) far vi
t, = sy, —In[ln(n+ 1)]
> In(In(n+2)) —In(In2) — In[ln(n + 1)]
> —In(ln2),

som er den ene ulikheten i det vi skal vise. Far & fa den andre ulikheten bear-
beider vi den hgyre ulikheten fra a) pa samme mate som i b):

1 T 1
2In2 (n+1)In(n+1)

< TLQ + (In(In3) — In(In2)) + (In(In4) — In(In 3)) + - - -

+In(In(n + 1)) — In(lnn)

1
= 3m3 +In(ln(n 4+ 1)) — In(In2).

Fortsetter vi med ulikheten fra b) far vi

Sn ==

tn = sp—nfln(n+1)]
1
< g+ In(in(e + 1) ~ n(ln2) ~ Infln(n + 1)]
1
= omp 2
Vi har na vist at, for alle n,
1
—In(In2) <t, < —In(ln2 .
n(ln2) < ¢, < —In(ln )+21n2
Videre har vi at
1
tni1 — tn i A 1
o (n+2)In(n + 2) n(ln(n + 2)) + In(In(n + 1))

1 1
_ =0,
(n+2)ln(n+2) (n+2)In(n+2)
der vi har brukt venstre ulikhet i a). Dermed er fglgen avtagende. Siden fglgen
ogséa er nedad begrenset, sa er den konvergent. Videre ma da grenseverdien ¢
oppfylle

1
2ln2°

—In(ln2) <t < —In(In2) +
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Seksjon 6.3

Oppgave 6.3.3
e)

Vi har at

. S 1\” , -
lim (1 + sin ) — lim e.’c 1n(1+51n T)
T—00 xT T—00

elimmaoo T 1n(1+sin %)

1u(1+siu l)
limg 00 —4—F

= e x

limg 0o T
= e T 22
_ cos 1
_ elnnm‘)m T T %
cos 0 1
e el+sin0 = 7 = ¢,
Oppgave 6.3.6
1/x
. .e -1
lim z(e’/* —1) = lim —_—
r—00 r—00 1
xT
) 1 el/;ﬂ
= lim —— l—hmel/w—l
r—o00 I vl T—00

Oppgave 6.3.18

Det er klart at nevneren i uttrykket gar mot 0, mens telleren gar mot 1 + gq.
Eneste mulighet for at grenseverdien skal eksistere er da at 1 4+ g = 0, eller
q = —1. Da blir grenseverdien gitt ved

eCos T + pT — 1 ) _(Sinx)ecosw +p

lim ——*— — = '
zi%h zIn(1+ z) zinéﬂ In(1+ ) + H%

Det er klart at nevneren ogsa i dette uttrykket gar mot 0, og telleren gar mot p.
Skal grenseverdien eksistere mé derfor p = 0, og grenseverdien blir da gitt ved

lim —(sin :zz)ecosz’ —  lim (Sin21’c — cos T)e“’”
o0+ In(1+2) + 17 =0+ = T T
0—1e' 1
I+1 27
Oppgave 6.3.22
Vi har at f(0) = 3, og at
. 1 —coszx . sinx 1
lim ———— = lim =—.
a0+ 22 20+ 2x 2
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Siden 22 + % er kontinuerlig for negative x, sa fglger det at f er kontinuerlig i
0. Videre har vi at

fm JOEW SO Ry 2= 2c0sho k2
h—0+ h C hos0+ h oot 2h3
I 2sinh — 2h . 2cosh — 2
= m ———-—— = llm ———
ot 6h? h—ot 12k
—2sinh
= 1. R
e T Y
h) — R2yl_1
g LOERN SO i T o,
h—0~ h B0+ L vt

og det folger at f er deriverbar i 0 med f'(0) = 0.

Seksjon 6.4

Oppgave 6.4.15
a)

g er definert der nevneren er # 0, det vil si der tan z # 0, og der tan z er definert.
Fgrstnevnte utelukker bare x = km, mens sistnevnte utelukker z = km + 7. Disse
to til sammen svarer til alle punkter pa formen k7, slik at D, = R\{k%,k € Z}.

—__—z .
tanx cos2 x sinz cosz—x

g/ (x) = tanz x = Sil’l2 T

Vi vet at sinz < 2 nar 0 < 2 < §. Deler vi med cosz (som er positiv pa det

gitte intervallet) pa begge sider far vi at

sinx x T
= <

< G
cosx CcosT cos“ T

der vi i den siste overgangen har brukt at 0 < cosz < 1 pa det gitte intervallet.
Fra b) har vi videre at ¢’(z) har samme fortegn som tanxz — som da blir
negativ, slik at g er avtagende pa (0, g)

En annen méte & vise dette pé er ved forst & observere at

_T
cos2

tanz  tanz —tan0 1

=g'(c) =

T z—0 cos? ¢

for en ¢ mellom 0 og x, der vi har brukt middelverdisetningen pa funksjonen
f(x) = tanzx. Siden cosx er avtagende pé (0, g) folger det at ﬁ < ﬁ
Dermed er ta% < coslz —, og ulikheten vi skal vise fglger na ved at vi ganger opp

med z pa begge sider.
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e)
Det er klart at f er kontinuerlig utenom “skjgtepunktene” z = 0,z = £7. For

x = 0 regner vi ut grenseverdien

lim f(z) = lim = lim
z—0 z—0 tan x z—0

=1=f(0),

2

cos“ x

som viser at f er kontinuerlig i 0. Nar x gar mot =7 sa er det klart at tanx gar
mot oo, slik at lim,_,+ /o f(x) =0 = f(0), slik at f er kontinuerlig i £7 ogsa,
og dermed er f kontinuerlig i hele (—m, 7).

f)

Den deriverte i 0 er

. f(h
/ _
f(O) o }lllg}) h h—0 h

~ lim i hcosh —sinh
= RS hsinh

~ lim Cosh—hsinh—cosh:hm —hsinh
h—0 hcosh +sinh h—0 hcosh +sinh

~ lim —sinh — hcosh :9:0

h—0 —hsinh 4+ cosh +cosh 2 ’

der vi har brukt L’Hépitals regel to ganger. Dette viser at f er deriverbar i 0,
og at f'(0) =0. For x = —% far vi

_—5th
LT gy SR
f( 2) S - S
T . 1 7 . cos(=% +h)
- —711111—:—— im-—=
2 h—0 htan(—% + h) 2 h—0 hsin(—% + h)
m.. cos(—5+h) w  —sin(—=%+h)
= —lim———=—1lim ————~
2 h—0 h 2 h—0 1
_ 7r1_7r
21 2

der vi igjen har brukt L’Hopitals regel. Dette viser at f er deriverbar i —7, og

at f’ (—g) = 5. P4 samme méte far vi for x = 3 at
I4h
L . tan(%—i—h)
2} = jm 2e T
f (2) hs h
T 1 T cos(5 + h)
= —lm ——-—=_-lim ———~
2 h—0 htan(5 +h) 2 h—0 hsin(§ + h)
m .. cos(5+h) —sin(F + h)
= —lim———>=—lim ——=—~=
2 h—0 h 2 h—0 1
o S
212
som viser at f er deriverbar ogsa i 7, og at f’ (g) =—-3
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Seksjon 6.5
Oppgave 6.5.10

Vi regner fgrst ut

1/z _ 1
lim Jw) = lim z(e!/* —1) = lim €
T—00 I T—00 T —00 =
h
-1
= lime = lim " =1,
h—0 h h—0

der vi har brukt L’Hépitals regel. Vi regner deretter ut

. _ _ : 20,1/2 1y _ o) — 1 Tz _ 1y _
zl;rl;o(f(x) x) $1ergo(x (e 1) —x) $1er;ox(x(e 1)-1)
= lim %(eh—l)—l
h—0 h

Vi viste akkurat at limy_,q %(eh — 1) =1, slik at vi her kan bruke L’Hopitals
regel. Vi far dermed

(h—1e"+1  he" 1,
noo k2 no0 2h 02"
Derfor blir y =z + % en asymptote for f.
Vi ma ogsa sjekke om x = 0 er en asymptote, siden f ikke er definert for
z = 0. Vi regner ut

s 2001 c201 e
lim 2% (e’ — 1) = lim 2%e'/* = lim — = oo,
z—0 x—0 y—)ooy2

der vi pa det siste uttrykket brukte L’Ho6pitals regel to ganger. Derfor er ogsé
x = 0 en asymptote for f.
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Kapittel 7

Seksjon 7.1

Oppgave 7.1.1

La sidene til innhegningen veere = og y, der y er den delen som star mot laven.
Lengden pé gjerdet blir 2 4+ y = 50, slik at y = 50 — 2x. Arealet blir derfor
A =zy = 2(50 — 2x) = 50x — 222. Setter vi den deriverte lik 0 far vi at

A'(z) =50 — 4z =0,

som gir at x = 12.5m, og y = 50 — 2x = 25m. Det maksimale arealet blir derfor
12.5 x 25m? = 312.5m>.

Oppgave 7.1.4

P& 1 time kjgrer bilen v mil, slik at bensinforbruket per mil blir 2400807 _

% + 0.08v. Deriverer vi dette far vi —,U% + 0.08. Setter vi dette lik 0 far vi at
v% = 0.08, som gir at v? = 25, og deretter v = 5. Dette ma bli et minimum, siden
bensinforbruket per mil gar mot uendelig bade nar v — 0, og nar v — oco. Vi
har altsd minimum bensinforbruk per mil for v = 5 mil per time, eller 50km//h.

Oppgave 7.1.7

Hgyden pa renna er 20sin6, og bredden pé siderenna er 20cosf. Arealet av
tverrsnittet blir dermed

20 x 20sin € + 20sinf x 20 cosd = 400sin O(1 + cos f) = 200 sin(260) + 400 sin 6.

Deriverer vi dette far vi 400(cos(26) + cosf). Skal dette bli 0 ma cos(20) +
cosf = 0, som ogsa kan skrives 2cos? + cosf — 1 = 0. Lgser vi denne finner
vi at cosf = —1 eller cosf = % Forstnevnte gir tverrsnitt 0, som jo er et

minimumspunkt for arealet. Sistnevnte mé veere et maksimum, der 6 = %.

Oppgave 7.1.9
a)

La sidene i rektanglet veere x og y. Skal omkretsen veere ¢ sd ma 2z + 2y = c,

som gir at y = %c —x. Arealet blirda A =2y =« (%c — x) = %cx — 22, og vi
far at A’(z) = $c— 2z. Skal dette veere 0 ma x = £, som svarer til at alle sidene

er like lange, altsa at vi har et kvadrat.

46



b)

La sidene i pakken veere z,y,z. P4 grunn av a) kan vi anta at grunnflaten er
kvadratisk, siden vi er ute etter & maksimere volum. Summen av omkretsen
og storste lengde blir da 4x + z. Setter vi dette til 300 ma z = 300 — 4z, og
volumet blir derfor V = 22(300 — 4x) = 3002% — 423. Vi far na at V'(z) =
600z — 1222 = 122(50 — ), og skal dette veere 0 ma enten x = 0 eller z = 50.
Det er sistnevnte som ma maksimere volumet, siden den fgrste gir volum 0. Vi
far altsa at x = y = 50, og z = 300 — 4z = 100.

Oppgave 7.1.15

La 6 veere vinkelen mellom diameteren og linjen fra sentrum i sirkelen til et av
de gverste hjgrnene pa trapesen. Det er klart at hgyden pé trapesen er rsin 6, og
at gverste kant pa trapesen har lengde 2r cos §. Siden nederste kant pa trapesen
har lengde 2r, s& blir arealet lik

A(0) = %(21" +2rcos@)rsind = r?sinf(cosh + 1) = %rz sin(26) + 2 sin .
Vi far da at
A'(0) = 12(cos(20) + cos ).
Skal dette bli 0 mé cos(26) +cos 6 = 0, som ogsa kan skrives 2 cos? §+cosf—1 =
0. Lgser vi denne finner vi at cos = —1 eller cos§ = % Forstnevnte gir areal
0, som jo er et minimumspunkt for arealet. Vi ma ha et maksimum for en 6,
siden enhver kontinuerlig funksjon pa et begrenset intervall har maksimum og
minimum. Videre kan ikke endepunktene i intervallet (§ = 0, § = ) vire mak-
simum, siden for disse punktene blir arealet 0. Derfor m& maksimum inntreffe
i et indre punkt, som er det punktet vi har funnet. For maksimum finner vi at
V3

sinf = *5°, som gir areal

_,2V33 _ 3v3r?
2927 4

r?sinf(cos + 1)

Seksjon 7.2
Oppgave 7.2.7

La z veere lengden pé det opplyste omradet, og = veere avstanden fra gjerdet. Vi
har da at 2 =tan § = @, som gir at z = %\/gx Dette gir at 2/(t) = %\fo’(t),
og hvis 2/(t) = 1 som angitt i oppgaven, sa blir 2/(t) = 2v/3.

Oppgave 7.2.13

La z veere avstanden mellom bilen og stolpen, og la z veere avstanden mellom
bilen og radaren. Avstanden til radaren er v/242 + 72 = 25. Vi har ogsd at
22 = 22 — 72. Deriverer vi begge sider far vi 2x(t)a’(t) = 2z(t)2'(t), som gir at

o/ (5) = 2020 — 25530 — 31 955,
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Seksjon 7.4
Oppgave 7.4.8

Bruker vi kjerneregelen en gang har vi jo ¢'(x) = m. Deriverer vi denne
som en brgk far vi

§'(x) = 2= Mg(@)lg'(x) _  f"gla)lg' (=)
(f'lg(2)])? (f'lg(=)])?

Merk at vi kan skrive dette enda mer kompakt som ¢'(z) = —(J{,gg% ved &
substituere ¢'(z) = [g(L)] Med f(x) = sinz har vi f'(z) = cosz, f"’(z) =
—sina. Vi har ogsa at f(m/6) = 1/2, slik at g(1/2) = 7/6, og dermed

F(9(1/2) = cos(n/6) = V3/2

F(9(1/2)) = —sin(r/6) = —1/2.
Dermed blir )

" ) o =

g'(1/2) = Ol —==5Vh

Oppgave 7.4.10

Med f(z) = ze(=%)/2 har vi at f'(z) = (1 — 22)e(=*")/2. Det er klart at
f'(z) > 0 pa (—1,1), slik at f er injektiv pa (—1,1). Den omvendte funksjonen

er definert pa [f(—1), f(1)] = [—1, 1]. Vi far til slutt at
) . 1= f(x) 1 —ge-2N)/2
lim (1-y)[d@]? = lm — 2 =y 26
Jm =9l @l” = lim mess = i G
i 1— xe(l—ﬁ)/z i (_1 + x2)6(1*$2)/2
T T (1—22)? aat T da(l—2?)

1 1422 1

f— _— 11 —_— = —.

41— 1— a2 4

Seksjon 7.6

Oppgave 7.6.7
a)

Vi skriver om likningen til

1
f(x)z%—Qarctansz,
og regner ut at
1 1+3V3 ™ 3
V3 —3 22— == 3—=>0
1GV3) 1 6 171V°73°
f(1) = 1-—2arctan(1) 17g<0
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Det folger derfor fra skjeeringssetningen at likningen har minst en lgsning. Vi
regner ogsa ut at

f/(x):1+;v2_2x(1—|—:17) 1 1-2r—2%2-2-222 —1—22— 322

(14 22)? T2 (14 22)? (14 22)2

Det er raskt & sjekke at andregradlikningen i telleren ikke har reelle rgtter, slik
at f'(x) < 0 overalt. Siden f dermed er strengt avtagende, si finnes det bare en
lgsning av likningen i det gitte intervallet.

b)
%1“)2 —2(14z) arctan z %*“’ —2arctan x
Vi har at ¢(z) = === (1(+x;4 S e (1+x;3 ~ . Vi vet fra a) at telleren

er > 0 for x < xg, og < 0 for x > xy. Tar vi med nevneren i betraktningen ser
vi at f er avtagende pa (0o, —1) og [zg, 00), og voksende pa (—1,z].

Pa (—1,00) ser vi fra fortegnet til den deriverte at xq er et maksimum. Videre
ser at ¢ er negativ for x < —1, og siden ¢(x¢) er positiv, ser vi at zp ogsa er et

globalt maksimum. Maksimumsverdien blir ¢(zg) = a(rﬂf;fzo

Oppgave 7.6.13
a)

Derivasjon gir

1 1 1
! — - _
Fle) = 14+ 4 ( x2> 1+ 22

S 1a?

Siden de to funksjonene har samme derivert sa blir f/'(z) — ¢'(x) = 0, slik at
f(z)—g(z) blir en konstant. f(z)—g(z) er imidlertid ikke definert for z = 0, slik
at vi kan bare slutte at f(z)—g(x) er konstant pa (—oo, 0), og konstant pa (0, co).
Det er imidlertid klart at lim,_,o- (f(z)—g(z)) = =%, og lim, o+ (f(z)—g(z)) =
5. Derfor er f(z) — g(v) = =3 for x <0, og f(z) —g(x) = § forz >0

b)
Linjestykket som forbinder punktene (z¢,y9) = (n,arctann) og (x1,y1) =
(—%, arctan [—%]) er gitt ved y — yo = ﬁ(m _ x0)7 som blir
arctan [~ L] — arctann -z
y — arctann = [ 71L] r—n)=—2—(z—n),
—=—n —=—n
n n

der vi har brukt at

1
arctan [—} — arctann
n

—  arctan [H ~ (~axctan(~n) = f(~n) —g(~n) = 2,
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der vi hra brukt at f(z) — g(x) = —F pa (—o0,0) fra a). Setter vi inn (z,y) =
(2n,0) og ganger opp med % + n far vi at

tann (L 4+ T (2 —n)
— arctann — n :7.%”—774,
n 2

som gir at x, =n (1 - %arctan n) — 22”;%, som er uttrykket vi skulle frem
til. Grenseverdien blir
. . 2 2 arctann . 2
lim 2z, = lim (n|{l— —arctann| — —— | = lim n|1— —arctann
n—oo n—oo v nm n—oo T
1 — 2 arctann 2 !
= lim —F——=—— lim 1“{2
n—o00 = T n—oo ——=
n n
2 . n2 2

Trseel4+n? 7
Oppgave 7.6.15
a)

La d veere den horisontale kateten i den rettvinklede trekanten med vertikal
katet x, og med vinkel 30°. Vi har da at tan(30°) = & = ?, slik at d = v/3z.
Vi ser ogséa at vinkelen v(x) kan skrives som en differens av to vinkler, nemlig
som vinklene i de rettvinklede trekantene med vertikal katet x og horisontal

katet 60 4+ d og 10 + d, respektive:
60+ d 10+d
v(zr) = arctan (+> — arctan (+>
x x

60 4 /3 10 + 3z
arctan T — arctan T

arctan (60 + \/5) — arctan <10 + \/§) .
x x

b)

_ 10( 1 - 6 )
P\ (2 4v3)” 1+ (D +vE))
c)

Setter vi v'(z) = 0 s& méa
1 B 6
7= 2
L (2 Va 14 (24 v3)

som gir at
2

6+6(10+\/§)21+(6£+\/§> :

T
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Ganger vi opp med z? og flytter alt over pa en side far vi
3600 + 120v/3z + 3% — 600 — 120v/3z — 1822 — 52 = —202? + 3000 = 0.

Lgser vi dette finner vi at 22 = 150, og = +5v/2. Det er klart at x = 5v/2 blir
et maksimum: v(z) gar mot 0 nar z gdr mot 0 og mot oo, slik at funksjonen er
begrenset. Dermed méa ogsa v ha et maksimum i et indre punkt.
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Kapittel 8

Seksjon 8.2

Oppgave 8.2.15
() )

La II veere en partisjon av [a, b], og la m; veere infimum og supremum
av f pa intervallene i partisjonen. Hvis ml(f), Mi(f) har samme fortegn, si er det
klart at Mi(f) —my;(f) = Mi(m) - mgm). Hvis de har motsatt fortegn si har vi at
Mi(m) - mgm) < Mi(f) - ml(f). Den siste ulikhetene gjelder derfor i alle tilfeller.
Siden f er integrerbar kan vi finne en partisjon II slik at @(II)-N(II) < e. Da
har vi at

DY () i = wiea) < DM —ma() s = wia) < ¢

slik at @(II)-N(IT) < € gjelder ogsa hvis vi bytter ut f med |f|. Men da er ogsi

| f| integrerbar.

Siden Mi(f ) < Mi(m) vil enhver gvre trappesum for f veere dominert av
tilsvarende gvre trappesum for |f|, og ulikheten gitt i oppgaven fglger direkte
ved & ta grenseverdier.

Seksjon 8.3

Oppgave 8.3.7
a)

Her er det klart at bade teller og nevner gar mot 0 nar x — 0, slik at vi ved &
kombinere analysens fundamentalteorem og L’Hopitals regel far

Cfretdt e Tdt
lim =—— = lim =
z—0 T z—0 1

1.

b)

Det er klart at nevneren gar mot 0o, og telleren gjor det samme siden eksponen-
ten i integraden gar mot 0, slik at integranden gar mot 1 (og da vil jo integralet
g& mot oo). Vi kan derfor bruke L’Hopitals regel, og far

xT
. f1 el/tdt . €1/$
lim =—— = lim
L—00 22 r—oo 21

=0.
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Oppgave 8.3.9

Sett F(x) = faz f(z)dz, der a < x < b. Bruker vi middelverdisetningen pa

F(z) ser vi at det finnes en ¢ € [a,b] slik at w = F’(c). Setter vi inn

b
F'(c) = f(e),F(a) = 0,F(b) = ff f(z)dx far vi W = f(c). Resultatet
folger na ved & gange opp med (b — a) pa begge sider.

Oppgave 8.3.12
a)

Funksjonene ¢1(z) = ¢(—z) og ¢2(x) = —¢(x) (vi bruker kjerneregelen sam-
men med analysens fundamentalteorem for & derivere den forstnevnte) gj(z) =
Incos(—x) = Incosz, gh(x) = Incosz. Vi har derfor at ¢1(z) = go(z) + C.
Siden ¢1(0) = ¢2(0) folger det at C = 0, og at gi(x) = go(x), og dermed at
¢(—x) = —¢().

b)
Fra fundamentalteoremet har vi at ¢/(z) = —Incosx. Vi far ogsd at ¢”(z) =

—sinxz __
coss  — tanw.

c)

Vi ser at ¢'(z) > 0 for alle z € (—7/2,7/2), slik at ¢ er voksende. Siden
tanz < 0 for z € (—n/2,0), og tanxz > 0 for z € (0,7/2), s& er ¢ konkav pa
(—=7/2,0), konveks pa (0,7/2).

d)

Siden ¢(x) = 0 kan vi kombinere L’Hopitals regel og analysens fundamentalteo-
rem, og vi far
o(x) —Incosz tan x

. . . 1
B ST a2 a6 6

e)

Setter vi inn & = 0 ser vi rask at begge sidene blir like, siden ¢(0) = 0. For &
vise at venstre og hgyre side er like trenger vi derfor bare sjekke at de deriverte
er like. Den deriverte av venstresiden er —Incosz. Bruker vi kjerneregelen for

53



& derivere hgyresiden far vi

1 T T 1 T T
—25 Incos (Z + 5) — 25 Incos (Z — 5) —In2
™ x ™ x
= —lIncos (Z + 5) — Incos (Z — 5) —1n?2

— o (o) on (F-3)) w2
(2 o (5) 00 (5)) 3 (on (5) o (5)) ) -
- I (; (0052 (g) ~ sin? (;))) ~In2

= —In (;cosa:> —In2=In2—Incoszx —In2 = —Incosz,

som var det vi skulle vise.

£)

Vi viser forst at grenseverdien I = lim,_, (r/2)- () eksisterer. Siden ¢ er vok-
sende trenger vi bare motbevise at ¢(z) — oo nar x — 7/2 (funksjonsverdiene
neer /2 kan da sees pad om som verdiene i en voksende og begrenset fglge, og
slike folger vet vi er konvergente). Vi kan skrive om likningen vi fant i e) til

T X T T X 0

2¢(4 * 2) ¢(x) _¢(4 * 2) +¢(4 * 2) ¢(x) _2¢(4 2) J””ln(i)
Nar z < m/2 er det klart at § + § > z, og siden ¢ er voksende sa er det klart
at ¢(§ + %) — ¢(x) > 0. Hvis ¢(x) — oo nar x — /2, sa vil qﬁ(% + %) — 00,
n g+ 7r/ 2 ogsa, men da vil ogsa venstresiden i ga mot oo, siden
(% % ) > 0. Men siden ¢(0) = 0 s& vil hgyresiden i ga mot 0 (siden
% Z O) noe som strider mot at venstresiden gar mot oco. Derfor kan ikke

@(r) — oo nar x — m/2, slik at grenseverdien I = lim,_, (r/2)- ¢(v) eksisterer.
Vi lar s& = g& mot 7/2 nedenfra pa venstre og hgyre side i identiteten fra
e). Venstresiden neermer seg da I. Pa hgyresiden vil argumentet § + & neerme
seg 7/2 nedenfra, mens argumentet 7 — 7 vil nserme seg 0. Slden #»(0) =0 vil
hgyresiden neerme seg 21 — 7 In 2. Etter a ha tatt grenseverdier pa identiteten

fra e) ender vi altsi opp med

z
2

I=21—- "o,
2
slik at I = §1n2.

Oppgave 8.3.14

Siden g(c) > 0 og g er kontinuerlig, sa finnes det en ¢ og et intervall I som
inneholder ¢, med g(z) > e for alle z € I. La II veere en partisjon som inneholder
I som et av sine intervaller. Da har vi at

b
/ g(x)dz > Zml(xl —xi—1) > €|lI| >0,
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der |I| er lengden pa intervallet I, og der vi har brukt at alle m; > 0 (siden
g(x) > 0 for alle x), og at integralet er supremum av alle nedre trappesummer.

Seksjon 8.4

Oppgave 8.4.5

a)

Setter vi inn y = 11 (*) far vi at f(z) = f(z) + f(1), og det fglger umiddelbart
at f(1) =0.

b)

Vi vet fra (*) at f(z+h) = f(z(1+2)) = f(z) + f (1 +2). Dette kan ogsa

skrives om til
flath) —f@) _fO+E)

h h

Hvis ¢ = 1 vet vi at grenseverdien her er k (siden f'(1) = k, slik at limj, o
k. Men med substitusjonen v = % kan vi ogsa skrive

fa+h) _
=

lim 7f (1 + %) = lim 7f(1 +u) i

h—0 h u—0 uzr

slik at f er deriverbar i x ogsa, og f'(z) = %

)

Vi vet at f har formen f(z) = kInz+ C. Siden f(1) = 0 folger det umiddelbart
at C =0, slik at f(z) =klna.

Seksjon 8.5

Oppgave 8.5.3

Middelverdisetningen sier at det finnes en ¢; € [x;, 2;_1] slik at mz):if(i‘l) =

F'(c;) = f(c;), der vi har brukt at F' er en antiderivert til f. Dette kan skrives
om til F(z;) — F(z;—1) = f(c;)(x; — x;—1). Kombinerer vi hintet fra oppgaven
og dette finner vi at

b n n
[ F@de =Y () ~ Flaio) = Y f(e) i = i)

i=1 i=1

Men dette er oga lik R(IL,U), der I = {xg,x1,...,2,}, 0og U er utvalget
{C17CQ7...,Cn}.
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Seksjon 8.6

Oppgave 8.6.11

c)
Vi har at y/(z) = « — 1=, slik at buelengden blir

/ T W @)de

1 1
\/1+x2—+ —dz

/V 2 1622

1)+ L
1~ 2° 4'

B 4 /lnm}

Oppgave 8.6.23
a)
0 <y < h svarer til at 0 < 2 < v/h. Volumet blir derfor

Vh Vh 1 v
/ 2rx f(zr)dx = / 2nadde = |:7T'I4:| = —7mh?.
0 0 2 0 2

b)

Opplysningen i oppgaven sier at V'(h) = wh, slik at V'(1) = w. Dermed gir
kjerneregelen at

2=V'(t) = V'(h(t))h'(t) = 7h'(t),

slik at A'(t) = 2 (her har vi egentlig betraktet volumfunksjonen som to funk-
sjoner: en der den er en funksjon av hgyde, en der den er en funksjon av tid).
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Oppgave 8.6.27
a)

Vi far at

Ip

32 32
/ (32 — u)*uPdu = / (322uP — 64uP™! 4+ uPt?)du
0 0

32
_ B2 6 e 1 s
p+1 p+2 p+3 0
2
_ 32 32p+1_ 64 2P+2+ 1 32P+3
p+1 p+2 p+3
(p+2)(p+3)—20p+1)(p+3)+(+1)(p+2)
(p+1)(p+2)(p+3)
32p+3p2+5p+6—2p2—8p—6+p2+3p+2
(p+1)(p+2)(p+3)
2 x 32pF3

(p+1)p+2)(p+3)

_ 32p+3

b)
Vi har at
f'(x) = em(z — 16)™ 1 (48 — )™ — en(x — 16)™ (48 — z)" !

for 16 < z < 48. Skal dette veere 0 ma cm(x — 16)™"1(48 — z)" = en(z —
16)™(48 — )" "1, som gir at m(48 — x) = n(x — 16). Setter vi inn x = 28 far vi
20m = 12n, eller m = %n

c)
Vi gjor fgrst substitusjonen u = 48 — z og far
z—16)2(48 — 2)1%%dx = — 32 — u)2u3dy = 32 — u)2u'%3qy
(
2 % 3210/3+3 2 % 3213/3
(10/3+1)(10/3+2)(10/3+3) 121619
54 x 3213/3
= ——————— ~4.66x 10".
13 % 16 x 19 x

Siden det gjennomsnittlige antall barn en kvinne fgder fra hun er 16 til hun er

48 er gitt ved dette integralet ganget med c, s4 méa vi ha c% = 1.86 (for
at en kvinne i gjennomsnitt skal fgde 1.86 barn), eller
1.86
c=———~4x1078

54x3219/3
13x16x19
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d)

For & lgse denne deloppgaven trenger vi et begrep vi egentlig ikke har leert enda:
En sannsynlighetstetthetsfunksjon er en funksjon p(z) som er slik at [ p(z)dz =
1. Sannsynlighetstetthetsfunksjonen for antall fadsler er altsa gitt ved

p(z) = c(x — 16)%(48 — x)19/3 _ (z—16)°(48 — x)10/3.
1468 c(z —16)2(48 — x)19/3dx L3

Gitt sannsynlighetstetthetsfunksjonen p(x), si blir gjennomsnittsalderen for en
fodende kvinne |, 1468 ap(x)dx (denne formelen har dere ikke leert, sd det er ikke
sé lett for dere & lgse denne oppgaven!), som blir

1 48
/ z(x — 16)%(48 — )1%/3dx

Loz Jie
= / (48 — u) (32 — u)*u!"3du
Loz Jo
1 32 32
= (48/ (32 — u)?ul"3du — / (32 — u)2u13/3du>
L3 0 0
1 L33
= 7(48110/3 - 113/3) =48 — T /
10/3 10/3
54x3222/3
T6X19%<22 32 x 13
= 48— TP — 48— ~ 29.1.
13x16x19
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Kapittel 9

Seksjon 9.1

Oppgave 9.11.6
Inz
|

Oppgave 9.1.14

Inz(2yz) — / l2\/§dx = 2\/51117/2\/571/26%
x
= 2yzxlnz -4z +C.

vV = / 2z sinwdy = [—27x cos x| —l—/ 27 cos xdx
0 0

= 27% + [2msing]) = 27%

Oppgave 9.1.21

Gjgr vi substitusjonen v = —22 far vi fgrst at du = —2xdz, og deretter

a2, 1 I VR
/xe dr = i/edx— 26— 26 .

Bruker vi delvis integrasjon finner vi s&
n_—z? n—1, —z? 1 n—1 _—z? 1 n—2 —z?
e T dx = 2" txe™ da = —52" e + §(n —Dz" e " dx

= —%x"’le’zQ + n—1 /x”*Qe*ﬁd:ﬂ.

Vi far deretter

1 )
/xE’e*xQdQ: = 7551:467962 +2/x367””2dx
( 1

Il
|
N
)

8

N
+
8

[V}
_|_

—
~——
o)
|
8



Oppgave 9.1.23
a)

Vi har at Iy = fol ldx = 1. For n = 1 bruker vi substitusjonen u = arcsinx
etterfulgt av delvis integrasjon og far

1 /2
L = / arcsin xdr = / u cos udu
0 0

w/2
- [usinu]g/2 — / sinu = 7/2+ [Cosu]g/2
0

= 7/2-1.

b)

Vi bruker substitusjonen u = arcsin x etterfulgt av delvis integrasjon og far
1 /2
I, = / (arcsinz)"dx :/ u'" cos udu
0 0

) w/2
= [u"sinu]g/ 7/ nu™ ! sinu
0

w/2
= (©/2)" —n <[u"1 cos u] 3/2 + / (n —1)u""%cos udu)
0

/2
(r/2)" —n(n — 1)/0 u" 2 cosudu = (7/2)" —n(n —1)I,_s.

c)
Vi far at I3 = (7/2)3 — 61 = (7/2)% — 6(n/2 — 1) = (7/2)% — 37 + 6.

Seksjon 9.2

Oppgave 9.2.4

Med substitusjonen x = 2sinu far vi forst dz = 2 cos udu, og dermed

2 w/2
/ Va4 —22dz = / V4 — 4sin® u2 cos udu
0 0

/2 /2 1
= 4/ cos? udu:4/ =(1 4+ cos(2u))du
0 o 2
w/2

1
= 2 [u + = sin(2u)] =.
2 0
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Oppgave 9.2.15
Vi far
V3o +x

= S —
o VI /Omx

5o
/ S —
Vi — 2?2
V3/2
B 0 \/1—’I.L2 /\/>
[arcsin u] (‘)[/2 [ﬂl

Tio-1="141
3+ 3+7

der vi i det fgrste integralet gjorde substitusjonen u = 2z, i det andre integralet

substitusjonen u = 4 — x2.

Oppgave 9.2.23

Vd hjelp av substitusjonen u = arcsin  blir volumet

1 w/2 /2
/ n(arcsinz)?dz = / nu’y/1 — 22du = / mu’\/ 1 — sinudu
0 0 0

/2 /2

. ™ .

= / mu? cos udu = [qu sin u] A / 2mu sin udu
0 0

3 /2
= % + [27u cos u]g/2 du — / 27 cos udu
0
3 3
= % - [27rsinu]g/2 = 7; — 27
Oppgave 9.2.25
Vi setter I,, = fow/él tan”™ zdx.
a)
. 71'/4
Vi har at Iy = dx =7/4, og
w/4 /4
L = / tan xdr = / bmxmdm
0 o Ccosx

/ﬁ/zdu /1 du
o 1 u o \/5/2 u

In2
= [nullg,=-I@2""?) = =,

der vi har gjort substitusjonen u = cos x.
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b)

Vi har at
9 9 sin? x
tan" 2z = tan"ztan®z = tan" =z 5
cos? x
1—cos?x
= tan"z =tan" x —-1].
cos2 x cos? x
Vi far derfor at
/4 /4
Inio = / tan" 2 xdr = / tan” x ( 5~ 1) dx
0 0 cos? x
/4 tan™ x /4
= / 5 dx — / tan” xdx
0 cos? x 0
1 1
1 1
= uwdu — I, = T -1, = —1,.
/0 " [n +1 o = om+1 "
der vi har gjort substitusjonen v = tan x.
c)
In2

Setter vi inn n = 0 i den gitte identiteten far vi at I; = %=, som vi har bevist
er sant i a). Anta s at vi har vist at formelen er riktig for n. Vi skal vise at den
ogsé er riktig for n + 1. Vi bruker b) og far

DLty = longs = ﬁ —Iony1
R TN
— (*1;’”1 :(1)”+1ni1+ln2 <1;+;”.+ 1;+1>:
= (_I;M—l:1n2—<1_;_~_i1))__”+_1;:+1_(_1)%1”—1#1):
- ¥ :1n2_<1—;+;—-~-+_1;+1+(_1)n+2n_1’_1>:7

som beviser at formelen er riktig for n 4+ 2 ogsa. Det fglger ved induksjon at

formelen er riktig for alle n.
d)
For en verdi y € (0,7/4) har vi

/4
/ tan” xdx /
0 0

Y

( tan” xdx +

Y

/4
/ tan” xdz < /
Yy 0
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der vi har brukt at tany < 1. Hvis vi forst velger y sa neer m/4 at 7/4 —y < §,

og deretter n sa stor at 7 tan™y < 5, s& ser vi at foﬂ/4 tan™ xdx < €. Det fplger

at lim,, o0 foﬂ/ *tan" vdx = 0, siden € var vilkarlig valgt. Dermed ma leddene i

¢) kansellere hverandre, slik at
In2=1

Oppgave 9.2.28

a)
Vi far

1 1 _1n+1

b
= F)e(f®) — F@)a(f(a) - / f(z)dz

der vi forst gjorde delvis integrasjon, og deretter substitusjonen z = g(t) (som

gir t = f(x)), som vi kan gjore

b)

siden g er monoton.

Med g(t) = arcsin /¢ har vi at f(z) = sin?z, og i det gitte integralet er a =
0,b = Z. f er kontinuerlig og strengt monoton, og bruker vi a) far vi at integralet

3"

blir

2

Seksjon 9.3

Oppgave 9.3.2
a)

Vi skriver

5r +5 A B

/2
I—0—/ sin xdz =
0

71'/21
g_/o 5(1—5111(295)) dx
w/2
s 1 1
= 2—{2%4—4005(2%)}0
_ F_m, 1,1 =, 1
2 44 4 402

Az +3)+ B(z — 2)

(A+ B)z + 34— 2B

(x —2)(x+3) x—2+x+3

og ser at vi ma lgse likningene

(x—=2)(z+3)
A+B =
3A—-2B =
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Det er raskt & se at eneste lgsning her er A = 3, B = 2, slik at delbrgksoppspal-
ting gir

2
/de:/< 3 . >dx:31n|x—2|+2ln|x+3l+0~

(x —2)(x+3) xr—2 43
c)
Vi kan faktorisere nevneren som x? — 2z — 8 = (z + 2)(z — 4). og vi skriver
do + 2 A n B Alx—4)+B(x+2) (A+B)z—4A+2B
(z+2)(z—-4) 2+2 2-4  (z+2)(xz—-4) (z+2)(z—-4)
og ser at vi ma lgse likningene
A+B = 4
—4A+2B = 2.

Det er raskt & se at eneste lgsning her er A = 1, B = 3, slik at delbrgksoppspal-
ting gir

4z 42 1 3
— % _dr= do =1 2| +3In|z — 4]+ C.
/(x+2)(x_4) z /<x+2+$_4) z=Inlz+2[+3mn|z—4+C

Oppgave 9.3.6
a)

Polynomidivisjon gir fgrst at

544zt 42 3z +1
i e x3+3x2—4x+1+L
[ | 2+z+1
3 1
s(2x+1)— 5
— x3+3x2—4x+1+M
24+ z+1
3 2 1 1 1
= 234322 —dx+14 = 2$+ - = 5
3 2z+1 2 1
3 2
= 322 —dr+14+ 2 _z
SR T +2x2+m+1 3

2 )
2 1
(Z@+3) +1
der vi har “lurt inn” et multiplum av den deriverte av nevneren (som blir 2z +1)
i telleren, splittet opp brgken i to, og skrevet om nevneren (det er raskt & sjekke
at nevneren ikke har reelle rgtter). De fire fgrste leddene her er greie & integrere.
For det neste leddet kan vi gjgre substitusjonen u = x2+x+1, og far at integralet

blir % In(z242+1). I det siste leddet kan vi gjgre substitusjonen u = % (:17 + %),

og far da du = %da@ og dermed

V3
2v3 1
= —gg 1 = —— arctanu + C
u



Hele integralet blir dermed

4 V3

d)

Vi ser raskt at nevneren kan skrives som 2% — 4z + 3 = (z — 1)(z — 3). Delbrgk-

soppspalting gir deretter
20 +1 2z +1 31 n 7 1
r2—4x+3 (z—-1)(x-3) 2z-1 2z-3’

slik at integralet blir

—%mm—u+gu—a+a

Oppgave 9.3.8

Delbrgksoppspalting gir her
2z + 2 A B C

@+22@—1) 42 @+2? Ta-i
Az +2)(z — 1)+ Bz — 1) + C(x + 2)?

(x+2)2(x-1)

(A+C)2? + (A+ B +4C)z + (—2A — B+ 40)

(z+2)*(z - 1)
og dette gir likningene

A+C 0
A+B+4C = 2
—2A - B+4C 2,
som har lqjsningeneA:—%, B = %7 C= %. Dermed blir integralet
4 2 1 4
——1 2|l —c—— 4+ -Inlz—1|+C.
glule+2 =37 5 Hgle—1+

Oppgave 9.3.18

. m; Bm; Bm; Tm; . .
Rottene til 24 4+1 = 0erz = e%?, e %, e ¢ e’ Parer visammen de konjugerte

rgttene finner vi

(x—ei?)(z — e%”) = 22 —V2zr+1

(x — e%i)(x — e%ﬂi) = 22+V22+1.
Delbrgksoppspaltingen tar na formen

1 Az + B Cx+D
i1 22— V2zx+1 +x2+\/§x—|—1
(Az + B)(2®> +V2x + 1) + (Cz + D)(z? — V2x + 1)
zt+1

(A4 C)a® 4+ (V2A+ B —2C + D)a® + (A+ V2B + C —2D)x + (B + D)

1 3 3 2 1
x4+x3—2x2+x+2ln(x2+x—|—l)—{arctan( <x+2>>+C.

b

4t +1
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som gir likningene

A+C =0
V2A+B-V2C+D = 0
A+V2B+C—-V2D = 0
B+D = 1,
som har lgsninger A = fTQ,B =D= %,C’ = %. Vi har altséa
1 _ —Tza:—&-% %x—i—%
xzt+1 22 —V2r+1 224+V22x+1
e A e el R B AC R b B
22 —V2r +1 22 +V2x+1
V2 2242 L1 1
- s B 2
8 22 —V2zr+1 2(\/5(:5—%)) 1
V2 20442 1

1
8 2242z +1 5(\/§<$+@)>2+1

der vi har skrevet

2
2 1
22—V +1 = (m—\[> +§

2
2 1
V241 = <x+\[> + 3
Her kan vi integrere alle de fire leddene, slik at integralet blir

_an(gﬂ V2 4+1) + g arctan (\/§ <x — ﬁ))

8 2
—&—gln(gﬂ +V2x + 1)+ g arctan (\/5 <m + ?)) ;

der vi har gjort substitusjonene u = v/2 (x - 72> og u =12 (x + g)

Oppgave 9.3.25
a)

Siden polynomet har reelle koeffisienter, og 2 4 4 er en rot, sa er ogsa 2 — i en
rot. Men da er polynomet delelig med (z — (2 +4))(z — (2 —i)) = 22 — 42 + 5.
Utfgrer vi polynomdivisjonen (2% —112+420) : (22 — 42 +5) far vi z +4. Rgttene
er altsa 2 + 4,2 — i, og —4.
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b)

Vi skriver
10z + 3 Az + B C
x3 — 11z +20 x2—4x+5+x—|—4
(Az + B)(x +4) 4+ C(2® — 4z +5)
3 — 11z + 20
(A+C)z? + (4A+ B —4C)z + (4B + 5C)
23 — 11z + 20 ’

som gir oss likningene
A+C = 0
4A+B—-4C = 10
4B+5C = 3,

som har lgsninger A =1, B = 2,C = —1. Integralet blir dermed

/ T+ 2 B 1 e
2 —4x+5 x+4
1 2x—-4 4 1
= ——d ——————dx— | ——d
/2x274x+5 x+/(xf2)2+1x /x+4m

1
3 In(z? — 4z +5) + 4arctan(x — 2) — In |z + 4| + C.

Oppgave 9.3.36

Vihar at V = fol mdm. Her kan vi bruke formel (2) i boka, men la oss ga

frem som om vi ikke husker denne, og i stedet bruke metoden som utleder (2).
Delvis integrasjon gir

/1 du /11 N 1 1+/1 22 p
— = —du = |[u—— ——du
o 1+ u? 0 1+ u? T+u?], Jo (1+u?)?

1 bod ! 1
= 7+2/ 71;_2/ ————du.
2 0 1+u2 0 (1+u2)2

el .
Isolerer vi fo mdu her ser vi at

/lld _ 1 /1du+1 _
o Trw22®™ T 2\, 1re2 T 2) "

7 + 1
8 4
der vi har brukt at f 11”22 = arctan u. Dermed blir volumet 7 (g + i)

Seksjon 9.5

Oppgave 9.5.3
e)

Vi skal bevise denne pa to méater. Forst skal vi bruke sammenligningskriteriet.
Ved opptegning av grafene ser vi at e* — 1 < 2z pa [0, 1], slik at 15 > 5

27"
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1 1
1 1 1
/ —dr = lim |[=Int| = lim —=Int = oo,
0 2x t—0+ | 2 p t—ot 2

slik at integralet divergerer. Den andre méaten a vise dette pa er ved & regne ut
integralet direkte ved hjelp av substitusjonen u = e” — 1, som gir du = e*dx,

eller do = ud—fl. Vi far da

1 e—1 e—1
1 1 1
/ _ / L - / 1_ du
0 o ulu+1) 0 u u+1
1—e
lim |In Y = 00.
t—0+ ut+1/],

Oppgave 9.5.4
a)

Arealet under grafen er gitt ved floo %, som vi vet fra Setning 9.5.8 divergerer,
slik at arealet er uendelig. Volumet av omdreiningslegemet er gitt ved

* rdx . Tt
— = lim |——| =m,
1z t—o0 Tl

slik at volumet er endelig.

b)

Arealet under grafen er gitt ved

b de . 1
/0 ﬁ_ lim [2\/§]t—2,

t—0+

slik at arealet er endelig. Volumet av omdreiningslegemet er gitt ved

! wdx . 1
— = lim [rInz], = oo,
0 x t—0

slik at volumet er uendelig.

Oppgave 9.5.5

Anta forst at p < 1. Bruker vi grensesammenligningskriteriet med g(z) = z%,
Ina

ser vi umiddelbart at integralet divergerer, siden <~ = lnx — oo nar z —

xP
oo. For p > 1 kan vi finne en ¢ > 0 slik at ogsa p — € > 1. Vi bruker na
grensesammenligningskriteriet med g(x) = % (som gir et konvergent integral)

po<
og far —=— = 1;3. Bruker vi L’Hopitals regel pa den siste far vi
zP—€
Inz
lim = lim = lim =0,
r—oo € T—00 TETLE™ rz—00 €X°

slik at integralet konvergerer.
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Oppgave 9.5.12

Problemet i oppgaven er at integranden er pa formen oo — co. Vi kan skrive om
integranden til

T k z(z+1) — k(22% +2k) (1 —2k)2* + x — 2k?

202+ 2k x+1 (202 +2k)(z+1) (222 +k)(z+1)

Hvis 1 — 2k #0, d.v.s. k # %, kan vi bruke grensesammenligningskriteriet med
floo %dw til & slutte at integralet divergerer, siden da er det leddet i teller med
hgyest grad et andregradsledd.

Anta si at k = % Vi kan da skrive integralet som

t

o x 1 , 1 9
/1 (2302 1 2o 2) dx tlggo [4 In(2z° 4+ 1) — = ln(z + 1)}

1
2 1
! 222 +1\1"
= lim |[-In| ———
oo |4\ (2 + 1)2
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Kapittel 10

Seksjon 10.1

Oppgave 10.1.3
a)

Vihar f(z) = —2, og en antiderivert til f er F(z) = —2Inz. Setter vi g(z) = x
og brukr Setning 10.1.3 finner vi lgsningen

y:efF(w) </6F(w)g(x)dm+0> :eZIHw </621na:x2dx+c>

= 22 (/dz+C’) = 2% 4+ C22.
d)

Vi har f(z) = 2, og en antiderivert til f er F(z) = 2Ina. Setter vi g(z) =
”C;# og bruker Setning 10.1.3 finner vi lgsningen

y=e T (/ @ g(z)dr + C) = ¢ 2Inz (/ eQIHziarCf;”da: + C)
1 1 T
= — arctanzdxr +C | = — [ zarctanz — | ——dx + C
2 z2 1+ 22

1 1 1 1 C
== (xarctanm - iln(l + %) +C> = ;arctanx - 55 In(1 +2%) + o2

2

2 2x

der vi har brukt delvis integrasjon.

Oppgave 10.1.7

Differensiallikningen (z + 1)y’ +y — 1 = 0 kan skrives y’ + w%rly = m%rl for
x > —1. Vi setter f(z) = g(z) = w%rl og regner ut en antiderivert til f ved

F(z) =In(z + 1). Vi bruker s setning 10.1.3 og far lgsningen

1
y=e F@ (/ @ g(z)dx + C) = ¢~ In(=+1) (/ e+t =gy 4 C)
z+1

1
= (/dw—i—C):x—’_C.
r+1 r+1
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Seksjon 10.2

Oppgave 10.2.1

Veksten i befolkningen per ar er 0.02y(¢). Tilskuddet per a&r pa grunn av inn-
vandring er 40000, slik at vi far at ¢'(t) = 0.02y(t) 4+ 40000. Dette kan ogsa
skrives o/ (t) — 0.02y(t) = 40000. Vi setter f(t) = —0.02, og finner en antide-
rivert F(t) = —0.02¢. Setter vi g(t) = 40000 og bruker Setning 10.1.3 finner
vi

y(t) = e F® < / eFOg(t)dt + C’) — 0-02t ( / 40000e 002t gt + C)

4
= 0% (S%(;Oeomt + C> = —2000000 4 Ce*?".

Setter vi inn y(0) = 2000000 far vi at 2000000 = —2000000 + C, slik at C' =
4000000. Lgsningen blir derfor y(¢) = —2000000 + 4000000e%-92t,

Oppgave 10.2.5
a)

P& grunn av nedbrytning mister vi —0.05y(¢) per tidsenhet, slik at y/(t) =
—0.05y(t). Den generelle lgsningen blir derfor y(t) = Ce™%9% Ved t = 0 er
200000 tonn av 10 millioner tonn skadelig stoff, som svarer til 2% av stoffet.
Derfor er initialbetingelsen y(0) = 2. Setter vi inn ¢t = 01 y(t) = Ce™ %% finner
vi at C = 2, slik at y(t) = 2e70-05¢,

b)

La z(t) veere antall millioner tonn skadelig stoff pad den nye lagringsplassen.
Leddet —0.1z(¢t) stammer fra at hvert ar brytes ned 10% péa den nye lagrings-
plassen. Nar vi overfgrer en halv million tonn sgppel ved tid ¢ overfgrer vi

Qe—O.OSt

=505 = 0.01e=9-95* millioner tonn skadelig stoff. Dette forklarer det andre

leddet i differensiallikningen. Initialbetingelsen z(0) = 0 kommer av at vi starter
med ingenting pa den nye lagringsplassen.

c)

Differensiallikningen kan skrives 2/ (t) +0.12(¢) = 0.01e~995 slik at vi kan sette
f(t) = 0.1, og g(t) = 0.01e~ %% En antiderivert til f(¢) blir F(t) = 0.1t, og
Setning 10.1.3 gir en generell lgsning

2(t) = e 01 (/ 011001005t g4 4+ C) — 01t (/ 0.0160'05tdt—|—0>

— e—O.lt (0.260.0515 4 O) — 0.26—0.05t + Ce—o.lt.

Setter vi inn z(0) = 0 far vi at C = —0.2, slik at z(t) = 0.2e 7005 — (.2¢=0-1¢,
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Oppgave 10.2.10

Hvis y(t) er antall liter klor som finnes i badevannet, s& mister vi 55y klor
hvert dggn, siden 50000 liter er en tyvendedel av 1 million liter. Videre far
vi hvert dggn tilfgrsel av W = 0.5 liter klor. Vekstraten blir derfor
Y (t) = —35y(t) + 5. Flytter vi over —55y(t) far vi likningen fra boka.

For & lgse likningen setter vi f(t) = %, g(t) = %, og bruker Setning 10.1.3
til & finne lgsningen

1
y(t) = =005t (/ ieo.omdt n C) — 10 4+ Ce0-05t,

Vi har videre initialbetingelsen y(0) = 29041900000 — 40 Setter vi inn t = 0 i
Igsningen over finner vi at C' = 30, slik at y(t) = 10 + 30e %95, Klorprosenten

er nede i 0.003% néar 10%8))00 = 3 x 1075, det vil si nar y(t) = 30. Vi mé altsa

lgse likningen 30 = 10 + 30670'051‘/, som gir at e~ 0.05t — %, slik at t = 7111_2(;51;3 =

20(In3 — In2) ~ 8.1093. Med andre ord, det tar oss litt mer enn 8 dager & na
en klorprosent pa 0.003%.

Oppgave 10.2.15
a)

Opplysningene i oppgaven gir at det finnes en a slik at 7"(¢) = a(20—T(t)). Det-

te kan ogsé skrives 7" (t)+aT'(t) = 20c. Dette gir lgsningen T'(t) = e~ ! ( [ 20ke®'dt + B) =
20 + Be™ !, som er pa den formen som star i oppgaveteksten med A = 20. Vi-

dere er initialbetingelsene T'(0) = 6 og T'(2) = 13, som gir likningene 20+ B = 6

(det vil si B = —14), og 20 + Be™*% = 20 — 14e~2* = 13. Den siste likningen

kan skrives % = e 2% som gir a = %1n2 ~ 0.34657.

b)
Vi har at T'(3) = 20 — 14e=*% a2 15.0503.

c)

Fra a) ser vi at T(t) = A + Be ™, der A er temperaturen i kjgleskapet, B
er ukjent, og der « er regnet ut i a). Initialbetingelsene er na 7'(0) = 15 og
T(1) = 12, som gir likningene

A+B=15
A+ Be ¢ =12.
Trekker vi disse fra hverandre finner vi at B(1 —e™®) = 3, slik at B = —2—.
Dermed blir 3

~ 4.7574.

A:157B:1571

—x
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Seksjon 10.3

Oppgave 10.3.1

Vi setter f(z) = —3 og finner antiderivert F(z) = —3z. Med g(z) = >* finner
vi den generelle lgsningen

y(x) = e </ e 372 dy + C) =&’ (—e "+ 0) = —e* + Ce*”.

Setter vi inn y(0) = 0 finner vi 0 = —1 + C, slik at C = 1, som gir lgsningen
y(r) = —e?* 4 3%,

Oppgave 10.3.3
Vi setter f(z) = tanx og g(x) = sin(2x), og finner forst

v t
/ ft)ydt = / tantdt = / ﬂd = [~Incosu|f = —Incosz.
c 0 o cost

Deretter finner vi

xr + xr ‘ z . 2t
/ g(t)efc f(S)det = / sin(2t)e*1“ cost gy / wdt
‘ 0 o cost

= / 2sintdt = [—2cost]§ = —2cosx + 2.
0
Setter vi inn i Setning 10.3.1 far vi
y(x) = Mo (—2cosx + 2+ 2) = 4dcosz — 2cos? .
Oppgave 10.3.11
a)

L1kn1ngen kan ogsa skrives 3" + ( + wlnm) y = wlnw Vi finner en antiderivert

til f(z) = 1 + = ved F(z) =Inz + Inlnz, og finner dermed lgsningen
y(.’E) — eflnzflnlna: (/ 61nw+1nln:p d.’E-l—C)
rlnx
1 1 C
= C = — .
rzlnz (z+C) 1nx+xlnx

b)
C_ or ikke definert for x = 1. Hvis C' = 0 faller dette leddet imidlertid bort

zlnx
slik at vi da har lgsningen y(z) = .

Seksjon 10.4

Oppgave 10.4.1
b)

Vi skriver likningen forst som y3y’ = x%. Integrerer vi dette finner vi at $y* =
123 + C, som gir at y(z) = +{/323 + D.
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d)

Vi skriver likningen som

ayy =1+2 +y + 2% = (1+2°) + (1 +2°) = 1+ 2*) (1 +¢°).

Likningen kan dermed ogsa skrives som 1Z_y;2 = % + x. Integrasjon gir %ln(l +
y?) = In|z| + 22 + C, slik at

2 2
1 +y2 _ D621n|x\+x _ Dm2e:c )

Vi finner dermed lgsningen y = +v/Dx2e?” — 1.

Oppgave 10.4.2
a)

Likningen kan skrives %y’ = 3z, som gir at In|y| = 32% + C, og dermed y =
De3’ /2. y(0) =4 gir at D = 4, slik at y(x) = 4e37°/2

o)

Likningen kan skrives e Yy’ = —2, som gir at —e ¥ = —2x + C, som gir at
y=—In(2x + C). y(0) =0 gir at C = 1, slik at y(z) = —In(2z + 1).

Oppgave 10.4.4

’

Vihar at y' = a(y—r1)(y—r2) kan skrives pé separert form som m =a.
Gjor vi delbrgksoppspalting far vi

A n B :A(y—r2)+B(y—r1)
y—ri y—r2 (y—r1)(y —r2)
_ (A+B)y—rA—rB 1
B (y—r1)(y —72) B (y—ri)(y—r2)

Dette gir likningene

A+B=0
—T‘QA—T’lB:]..

Det forste likningen gir at B = —A. Innsatt i den andre gir det at (r1 —r3)A = 1,
som gir at A =1/(ry —r2). Vi far na at

/
it ()
(y—r1)(y —12) T =T y—r1 y—r2
1

(Inly —ri| —In|y — ra]) + C4

Ty —T2

1 _
ln(|y T1|)+Cl.
r — T2 |y*7’2|
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Siden integralet av hgyresiden blir at + Cs far vi at

1 _
ln(|y r1|)+C’1=at—|—C2,

rL—r2 ly — 7ol
som gir at
y—n _ Kea(ﬁ*w)t
Yy—r2

or en konstant K. Lgser vi for y finner vi at

ry— TQKea(rl—rg)t ry— TlKea(rl—rg)t + TlKea(rl—rg)t _ T2K8a(r1—r2)t
= 1— K@a(Tl—Tz)t = 1— Kea(rl —ra)t
(rg — 1) Kea(ri—r2)t Ty — 71

1= Keatnmat " Gaata ot 4 17

der vi til slutt har satt C = —1/K.

:’)"1—

Oppgave 10.4.7

a)
Lgser vi 0.56p — 4.0 - 10~8p? — 16 - 10° = 0 finner vi at
—0.56 4+ 1/0.562 — 256 - 103 —0.56 4 1/0.3136 — 0.256

B —8.0-10-% B —8.0-10-3

—0.56 ++/0.0576  —0.56 £ 0.24

—8.0-10-8 —8.0-10-8

som gir at p = 107, eller p = 4 - 10%. Differensiallikningen kan dermed skrives
P'(t)

(p—107)(p —4-10°)

Vi ma na bruke delbrgksoppspalting, og skriver

1 A N B _ (A+B)p—4-10°A-10"B
(p—107)(p—4-108)  p—107  p—4-106 (p—107)(p—4-106)

som gir likningene

= (0.07 +0.03)10%,

=—-4.0-1078.

A+B=0
—4-104 - 10"B =1,

som har lgsning A = % -107%, B = —1.1076. Integrasjon gir deretter

1
6

1 1
5 10~%In|p —107| — G 107 %In[p —4-10° = —4.0- 1073t + C,

som gir at In ‘;’:4% = —0.24t + C, og deretter
— 107
b — De—0-24t
p—4-106
Setter vi inn initialbetingelsen finner vi at D = _Qﬁgéﬁ = —2. Vi far na at

p—10" = —2(p — 4-10%)e=024 og til slutt at

107 8. 106 —0.24t 544 —0.24¢ 3
p(t) = —* o102 T o s (o — 2 ).
14+ 2¢—0.24¢ 14+ 2¢—0.24¢ 14+ 2¢—0.24¢
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b)
Vi ser at limy_o0 p(t) = 2-10° (2+ 2) =107

c)

Vekstraten er stgrst nar (p — 107)(p — 4 - 10°), som skjer nar p = 7 - 10 (midt
mellom de to nullpunktene). Setter vi inn i

p—107 — _9p—0.24
p—4-106
finner vi at _3%%)%6 =—1=—2¢e"92% som gir at
In(1/2) In2
t= = —— =~ 2.881
—0.24 0.24 881,

som svarer til 1963.

Oppgave 10.4.10
a)

Leddet —ax kommer fra at dgdsraten er proporsjonal med antall fisk (t). Led-
det bx? kommer fra at, siden antall mgter av en gitt fisk med andre fisk er
proporsjonal med x, s& vil det totale antall mgter mellom to fisk veere propor-
sjonal med 22, slik at fgdselsraten ogsa er proporsjonal med z2, det vil si at den
er pa formen ba2.

b)

dz

Differensiallikningen kan skrives mﬁ

integrasjon far vi

Jrtaine [t (e )

1 1. |z—a/b
- (Infe —a/bl ~Infz]) = —In]—0

= 1. Etter delbrgksoppspalting og

-iec

slik at m_Ta/b =1— & = De®. Setter vi inn x(0) = xo finner viat D =1— B
Lgser vi for z finner vi at

a B a
b(1 — Deat)  b— (b— et

x(t) =

c)

Hvis b — = > 0 vil vi nar b = (b — 7-)e®* fa 0 i nevneren, slik at z(t) — oo

nar t gar mot denne verdien. Lgser vi for dette finner vi at e* = ﬁ, som
x0

gir at t = —1In(1 — a/(bxo)). Videre er b — 7o > 0 det samme som at b > -,

som er det samme som at xo > ¢. Med ko = ¢ har vi altsi at hvis zo > ko

s vil populasjonen vokse over alle grenser nar ¢ — —<In(1 — a/(bxo)). Hvis

xo < ko kan vi aldri f4 null i nevneren, og nevneren gar mot uendelig, slik at

populasjonen dgr ut i dette tilfellet.
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d)

Hyvis fiskepopulasjonen skal holde seg konstant lik xp mé vi ha at ‘(% = 0. Da

° . 2 . 2 .
mé bz? —az —c = 0, slik at z = “EVEHC Her er det bare z = 2EY2H4¢ o

er interessant (den andre er negativ). Vi ma altsa ha at x(t) = xo = 2tV tabe Vgi“bc

2 2
for alle ¢. Lgser vi for ¢ finner vi at ¢ = ¢y = %.

Oppgave 10.4.13
a)

Nullpunkter for h har vi kun nar ¢ = 0. Vi har at h'(t) = —0.1e~ %1t 4 0.5¢70-5,
Setter vi dette lik 0 far vi at e~ %1% = 5¢795¢ som gir at —0.1¢ = —0.5¢ + In 5,
slik at t = gln 5. Det er klart at dette ma veere et maksimumspunkt, og at

h(g ln 5) — 6—0.25 Inb _ 6—1.25 In5 — 5—0.25 _ 51.25 ~ 0.5350

Vi har ogsé at h”(t) = 0.12¢70-1t —0.52e =05, b’ (¢) = 0 gir at e 01t = 257 0-5
som gir at —0.1t = —0.5¢ + 21In 5, slik at ¢ = 51n 5.

c)

Vi ser fgrst at f(t) = Ce™**. Siden f(0) = 10 ma vi ha at C = 10, slik at
f(t) = 10e~*. Den andre likningen blir na ¢’(t) + lg(t) = 10ke™*'. Lgser vi
denne som en fgrsteordens lineser differensiallikning finner vi at

10k
g(t)y=e" ( / e 10ke " dt + c) =l <l0ke(lk)tdt + c)

10k

— T kefkt +C€7lt.

g(0) =0girat 0 = 2% +C,slik at C = 12 Vi far derfor g(t) = 2% (e " —e~ ).

d)

Vi har her at g(t) = 2(e7 %" — e70-5") = 2p(¢). K1 1700 har det gatt 10 timer,
og da er g(10) = 3(e~! — e75) = 0.9029.

e)

Hvis vi endrer initialkravet til f(0) = A far vi at f(t) = Ae ™™, og g(t) =

OdA (=01t — ¢=0-5t) = 1 Ap(t). Maksimumsverdien her er 24 x 0.5350. For at

denne skal vzere mindre enn 5 ma vi ha at A < % = 37.3837.
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Oppgave 10.4.18
a)
Deriverer vi begge sider og bruker analysens fundamentalteorem finner vi at

20 0) =~ [ S+ 2o =1 (1 [ i) + Lo

Tr \T

Her vi ogsé substituert [f(z)]? = 1 [[° f(¢)dt, det vil si brukt likningen i boka.
Likningen i boka far vi n& ved & sette in y = f(x), og dele med 2.
b)
Likningen er separabel siden vi kan skrive
1
1—y 2z
Vi integrerer og finner —In[1—y|[ = 2 In|z[+C, slik at |1 —y|~ = e l=l/2+C =

In |z|*/2 _ i = E —-1_ E
De =Dz, slikat 1 —y= > 0g dermed y =1 — 2.

Seksjon 10.5

Oppgave 10.5.1
a)

Den karakteristiske likningen blir 72 + r — 6 = 0, som har rgtter » = —3,2.
Dermed blir den genereller lgsningen y(z) = Ce™3% + De?®.

c)

Den karakteristiske likningen blir 7246749 = 0, som har rgtter r = —3. Dermed
blir den genereller lgsningen y(z) = Ce™3% + Dxe =532,

Oppgave 10.5.3
a)

Den karakteristiske likningen blir 72 —5r+4 = 0, som har rgtter r = 1, 4. Dermed
blir den generelle lgsningen y(z) = Ce® + De?®. Initialbetingelsene y(0) = 2 og
y'(0) = —4 gir dermed likningene

C+D=2
C+4D = —4,

som gir at C' =4, D = —2. Lgsningen blir dermed y(z) = 4e® — 2¢e**.
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c)
Den karakteristiske likningen blir r?2 —4r —1 = 0, som har rgtter r = 2 + V5.

Dermed blir den generelle lgsningen y(z) = Ce?tVDz 4 De(2=V)z Tpitialbe-
tingelsene y(1) = 2 og y'(1) = —1 gir dermed likningene

Ce*tV5 4 De? V5 =2
C(2+ V5)e*V5 £ D(2 — V5)e? V5 = 1,
Ved & sette inn den forste likningen i den andre kan disse skrives om til
Ce?tV5 4 DV =2
Ce*tV5 — De2V5 = /5.

(2-

Legger vi disse sammen og trekker de fra hverandre finner vi at C = %

V5)e 27V5 og D = 1(2 4+ V/5)e 2+V5. Losningen blir dermed
1 1
y(z) =52~ VB)e 2 Ve HVE | 52+ VB)e 2HV 2 VE)e

_ %(2 BRI %(2 VBRI,

Oppgave 10.5.4
a)

Den karakteristiske likningen blir 72 — 47 + 4 = 0, som har r = 2 som en
dobbeltrot. Det betyr at den generelle lgsningen blir y(z) = Ce** + Dxe?®.
Kravene y(0) = 1 og y(1) = —1 gir likningene
Cc=1
Ce? + De? = —1,

som gir at C' = 1 of D = —e~2—1. Dette gir lgsningen y(z) = e2* — (e~ 2+1)ze?®.

Oppgave 10.5.5
a)

Fra lgsningen ser vi at —2 ma veere en dobbelrot i den karakteristiske likningen,
som dermed mé ha formen a(r +2)? = a(r? + 4r +4) = 0. En differensiallikning
blir dermed ¥ + 4y’ + 4y = 0.

b)

Den generelle lgsningen av likningen er Ae~2% + Bze~2%. Lgsningen der y(0) = 0
og y'(0) = 1 kan vi derfor finne ved & lgse

A=0
—24+B =1,

som gir A =0, B = 1, slik at lgsningen blir y(z) = ze=2*.
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Oppgave 10.5.11
a)

z(t) er rovdyr og y(t) er byttedyr siden z(t) gir en reduksjon i vekstraten til
y(t).

b)

Vi har at 2”(t) = by’ (t) = —bcx(t), der vi i det andre steget brukte den andre
likningen.

c)

Differensiallikningen 2 (t) +bex(t) = 0 for & finne x(¢) har karakteristisk likning
72 4 be = 0, som har lgsning r = ++/bci. Vi far dermed z(t) = C cos(v/bet) +
D sin(v/bet). Siden x(0) = zq og 2/(0) = by(0) = by kan vi finne C og D ved &
setteinnt =01

z(t) = C cos(Vbet) + D sin(Vbet)
#'(t) = —CVbesin(Vbet) + Dvbe cos(Vet)

og far da
C = o
DVbe = by,

som gir at C' = xg og D = \/gyo, slik at

x(t) = o cos(Vbet) + \/Eyo sin(Vbct).

Vi far ogsé
y(t) = 2/ (1) = % <—x0\/%sin(\/%t) 4 \/E\/%yo cos(\/%t)>
- \/Exo sin(Vbet) + yo cos(Vbet).
Q)

Med verdiene i oppgaven far vi at vbe = V4.2, og \/% = /20 x 84 = /1680.
Videre er det klart at

20 = N1(0) — 300 = 300 — 300 = 0
1o = Na(0) — 10000 = 1400 — 10000 = —8600.

Dermed blir antall individer av hver art

8600

/1680
No(t) = y(t) + 10000 = yq cos(Vbet) + 10000 = —8600 cos(v/4.2t) + 10000.

sin(v4.2t) + 300

b
Ny (t) = z(t) 4+ 300 = \/Zyo sin(Vbet) + 300 = —
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Figur 2: Bestandene N;(t) og Na(t).

Ds(:(c)oer klart fra dette at Ny (t) varierer mellom 300 + 5% ~ 509.185 og 300;

oss 90.1815, og at minimum inntreffer for ¢ = %, maksimum for ¢ = 37,
der T er perioden. Nz(¢) varierer mellom 10000 —8600 = 1400 og 10000+8600 =
18600 men minimum som inntreffer for t = 0, maksimum for ¢t = 5 Det er klart
at perioden er T' = \/—b’L = \/T ~ 3.0659. Vi har plottet bestandene i Figur
Ns(t) er den bestanden med flest dyr, det vil si at det alltid er flest byttedyr.
Forklaringen pa at bunner og topper er forskjgvet i forhold til hverandre kan
veere at nar byttedyrbestanden blir stor blir det bedre tider for rovdyrene, mens

nar byttedyrbestanden blir liten blir det darligere tider for rovdyrene.

Seksjon 10.6

Oppgave 10.6.1
a)

y" — 3y — 2y = 0 har karakteristisk likning 2 — r — 2 = 0, som har rgtter

r = 1iv 18— 1—?)’, slik at rgttene er —1 og 2. Den generelle lgsningen er
dermed y( ) = Ce™® + De**.

b)
Vi prgver med y, = Aex, og da blir (y,)" — (yp) — 2y, = (A — A —24)e” =
—2Ae” = e”, slik at A = —3, slik at y, = —le er en partikuleer lgsning.

)

. . o o _ 2 1 .
Den generelle lgsningen til " — 3y’ — 2y = e” er y(x) = Ce™™ 4 De** — 5e*. Vi

har ogsa at y'(z) = —Ce™® + 2De?* — Le”. Setter vi inn initialbetingelsene far
vi at
C+D L_ 2
5=
1

~C+2D—>=2.
C+ 5
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Legger vi sammen likningene far vi forst at 3D — 1 = 4, slik at D = % Deretter

v
far viat C =241 - D =5 -2 = 2 Dermed blir lgsningen y(z) = 3e™" +
gezx — %e“.

Oppgave 10.6.2
a)

y" — 2y’ — 8y = 0 har karakteristisk likning 72 — 2r — 8 = 0, som har rgtter

= 2E/4432 V24+32 = 1+ 3, slik at rgttene er 4 og —2. Den generelle lgsningen er
dermed y(x) = Ce*® + De™2%,

b)

Vi prover med y, = Az+ B, og da blir (y,)" —2(yp) —8yp = —2A—-8Ax—8B =
—8Ax —2A — 8B = 6 — 8z. Vi ma da ha at A = 1. Videre ma —2A4 — 8B =
—2 — 8B =6, slik at B = —1, og dermed blir y, =  — 1 en partikuleer lgsning.

c)
Den generelle lgsningen til 3 —y' —2y = 6 —8x er y(x) = Ce** + De™2* 41 —1.
Vi har ogsa at y/(z) = 4Ce** —2De~2* + 1. Setter vi inn initialbetingelsene far
vi at
Ce*+De 2=0
4Ce* —2De 2 +1=1.

Fra den siste likningen far vi at 4Ce® = 2D, slik at D = 2CeS. Setter vi inn i
den fgrste likningen far vi at Ce* 4+ 2Ce%¢ =2 = 0, som gir at 3Ce* = 0. Vi far
dermed C =0, og D = 0, slik at lgsningen blir y(z) =2 — 1.

Oppgave 10.6.3
a)

Deriverer vi y(x) = Ae” sin(2z) far vi at

y'(z) = Ae” sin(2x) + 2A4e” cos(2x)
y"(z) = Ae” sin(2x) + 2A4e” cos(2x) + 2Ae” cos(2x) — 4Ae” sin(2x)
= —3Ae”sin(2z) + 4A4e” cos(2z).

Setter vi inn far vi at

y" — 2y — 3y = —34e” sin(2x) + 4A4e” cos(2x)
— 24e” sin(2x) — 4Ae” cos(2x) — 3Ae” sin(2x)
= —8Ae” sin(2z).

Skal dette veere lik e” sin(2z) sd ma A = —3, slik at y(z) = —Le” sin(2z).
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b)

Den karakteristiske likningen har rgtter r = 2£vaT12 4+1 = 14+ 2, slik at rottene
er 3 og —1. Dermed blir den generelle l(asmngen av den homogene likningen
yn = Ce3* + De~*. Den generelle lgsningen er dermed

1
Y =Yp T yn=Ce + De™" — ce”sin(2z).

Oppgave 10.6.4
a)
Den karakteristiske likningen her blir 2 — 47 + 4 = 0, som bare har den reelle
roten = 2. Dermed er den generelle lgsningen y;, (z) = Ce?* + Dxe®
b)
Vi prever med y,(z) = Az + B, og far da at
(yp)" — 4(yp) +4yp, = —4A + 4Ax + 4B = 4Ax — 4A + 4B = z.

Viser daat A= B =1, slik at y,(z) = 1(z + 1) er en partikuleer lgsning. Den
generell lgsningen blir dermed y(z) = Ce*” 4+ Dxe*” + ;(x + 1). Vi far n at
y'(x) = 2Ce* + (D + 2Dx)e®* + 1. Setter vi inn initialbetingelesene far vi at

1
C+ =0

1
20+D+1:L

+ 3 = 3. Lgsningen blir dermed y(z) =

N

som gir at C = _Z’ og D =
—1e% 4 3ge2 + Lz +1).

Oppgave 10.6.7

Vi prgver med y, = Az? + Bx + C, og far da at

(yp)" —8(yp) +6y, = 2A—8(2Ax+B)+6(Az*+Ba+C) = 6Ar*+(—16A+6B)z+2A—8B+6C.
Skal dette veere lik 22 sa ma A, B, C oppfylle likningene

6A=1
—-16A+6B=0
2A-8B+6C =0

Den fgrste likningen gir at A = 6 Den andre likningen glr nad at B = 1(5 A= §
Den tredje likningen gir til slutt at C' = —7A + 4B =+t 4+ 18 - 7352 2 =

8 7
Vi har dermed den partikuleere Igsningen y, = éac + ac + gf Videre har den

karakteristiske lgkningen rgtter 8£v64-24 64 24— 44+1 Dermed blir den generelle
lgsningen

429
y(z) = Ce<4”7>”+De<4W)’”+6x+9x+51
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Kapittel 11

Seksjon 11.1

Oppgave 11.1.1

De deriverte til f(z) = e®” er

fl(x) = ze® f'(x) = (2 —|—4x2)e“32
FO(2) = (122 + 82%)e® FD () = (12 + 4822 + 162%)e” .

Dermed far vi at

fO)=1  fOy=0 fO)=2 fHo)y=0 fH0)=12

Dermed blir Taylorpolynomet av fjerde grad om 0 lik

% (3) (4)
7ia) = 1(0) + /0@~ 0) + 0@ 02+ L0 o 2O g
=1+z°+ %x‘L.
Oppgave 11.1.3
De deriverte til f(x) =sinz er
['(x) = cosx f'(x) = —sinx
O (z) = —cosz f®(z) =sinz.
Dermed far vi at
T V2 (T (T V2
(3= r(3)= r"3)=-%

V2 V2
2 2
GRS SNAORS S

Dermed blir Taylorpolynomet av fjerde grad om 7 lik

no= 0450 (e ) L0 (e 7 0 (o 0 0 )
V2 V2 ™ V2 ™2 V2 T V2 T 4
S ) R G I I G R S G
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Oppgave 11.1.7

De deriverte til f(z) = arctanz er

f(z) = H#l_g f(x) = _Ufﬁ
@)y 6272
fO) = (14 22)3"

Dermed far vi at

F(0)=0 Fo)=1 F'(0)=0 FO0) = -2.
Dermed blir Taylorpolynomet av tredje grad om 0 lik

" (3)
Ts(x) = f(0) + f(0)(z — 0) + f 2(!0) (x—0)2 + ! 3!(0> (x—0)3 =2 — %xi”.
Oppgave 11.1.10
De deriverte til f(z) = 2% — 322 + 22 — T er
f(x) = 42% — 62+ 2 f"(x) =122% — 6 O (z) = 24z

Dermed far vi at

F)y=-7 Fy=0 (1) =6 o) =24
Dermed blir Taylorpolynomet av tredje grad om 0 lik

Tya) = £(1) + £ () - 1) + T

=—74+3x—1)2+4(zx—1)>°

(x—1)2+

Seksjon 11.2

Oppgave 11.2.1

Taylorpolynomet til e* av grad 4 om 0 blir 1 + x + “’—; + "”—; + %, siden alle
de deriverte er e”. Restleddet tar formen %0135, der ¢ er et tall mellom 0 og b.

e

Siden e” er en voksende funksjon er dette mindre enn {55 b°, nar vi setter inn

Tz =b.

Oppgave 11.2.3
Med f(z) =1Inz har viat f/(z) = 2, f"(z) = =%, f®(z) = &, og fH(2) =

T

3
— 5. Vi far dermed at f(1) =0, f'(1) =1, f’(1) = —1, og f®)(1) = 2, slik at
Taylorpolynomet til f av grad 3 om 1 blir

1 2 1 1
Pyr)=(x—1)—s(z—1)°+Z(2-1)3=@—-1)— (- 12+ (- 1>
2 6 2 3
For b > 1 har vi at | f(¥)(z)| < 6 for = € [1,b]. Dermed gir Korollar 11.2.2 at
6 1
[Bsf(O)] = (b~ 1)t = 70- ™.
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Oppgave 11.2.4

Med f(z) = e® har vi at f(™)(x) = e®. Vi ser pa Taylorpolynomet til f om 0.
Siden f(™) er voksende sa kan restleddet begrenses ved |R,f(1)] < o Jrl),(
0 < (n+1)' (n+1)‘ < To000- Som gir at (n + 1)1 >
30000. Pgver v1 oss frem finner vi at minste slik n er n = 7. e med ngyaktighet
stgrre enn blir dermed

1 1 1 1 1
Ps(1)=1+1 — 4+ — + — + —— ~ 2.71825397.
() + +2+6+ +120+720+5040

Vi ma na velge n slik at

10000

Oppgave 11.2.5
Med f(z) = /x = 2/? far vi

/ _ 1 —1/2 " _ 71 —-3/2 " _ § —5/2
f(@) = 5e f'(@) = —7e 1) = Sa
Vi far dermed
1
1 -1 / 1 _ 1" 1 _
F(100) =10 £'(100) = = 7"(100) i

Taylor-polynomet av grad 2 om 100 blir dermed 10+ 55 (2 —100) — 5555 (z —100)?.
Tilneermingen til +/101 = f(101) blir dermed

1 1 80000 + 400 —1 80399
10 + 20 " 3000 — 3000 = 2000 10.049875.

Restleddet tar formen 7=c~%/2, der c er et tall mellom 100 og 101. Siden z~°/2 er
en avtagende funksjon er dette mindre enn 7-10075/2 = £107% = 0.625x 1076,
slik at vi har 6 siffers presisjon.

Oppgave 11.2.6

Vi har at e® = 1+x+"§—? +.. .+%+(7%C1)!1:"“ for en ¢ mellom 0 og z. Dermed
blir

e’”—l—x_1+ T n—2 e
x? 3! n! (n+1)!

Lar vi x ga mot 0 her ser vi at grenseverdien blir %

Oppgave 11.2.9

Det er mye regning & finne Taylorrekka til integranden 1 . Det viser seg a
veere enklere i denne oppgaven & ta utgangspunkt i Taylorrekka til e”, som kan
skrives e = Ty, (v) + Rp(v) =1 +2+ ... + 55 + (nH),x L for en ¢ mellom 0
og x. Setter vi x = —t her far vi at

|t - (1 (=t +. .+ S+ S (—t)"+1)

n!

t t
n " n e
ot (D) M O el e T
t
tn—1 ec(t)
=1 1)7t+1 _)nt2_= - yn
L A R A e T
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der ¢(t) er et tall mellom 0 og —t. Dermed har vi at

14 -t 1 n—1 1 c(t)
1—e t e
dt = T4 . 4+ (=D ) at / B D —
/o t /(+ T n!> T ey

Fra dette er det klart at vi bgr velge n slik at

1 ec(t) 1 ec(®) 1 1
/ (—1)"+2 t”dt‘ < / ————t"dt < / ———t"dt < 1073,

der vi har brukt at e“) < 1 nar ¢(t) € [~1,0]. Det holder derfor & velge n slik
1 n , .
Prgver vi oss frem finner vi at n = 5 er minste slik n. Vi far dermed at

1 —t 1 2 3 4
1—e to2 Bt
dt ~ l— -4 —— — 4 — ) dt
/0 t /0( 27 % 24+120>
1 1 1 1
=1

T2l T3x3l 4x4l 5xsl
7200 — 1800 + 400 — 75 + 12 5737

7200 ~ 7200

~ 0.7968

Oppgave 11.2.15
a)
Med g(z) = ¢/T+z = (1+2)*/3 far vi at

1 _ 2 _ 10 _
g(@)=(1+2)7" ¢"(@)=-S1+2) ¢"(2)= -(1+2)"%"
3 9 27
Vi far deretter
1 2
0)=1 "0) = = "(0) = —=.
9(0) 90) =3 9"(0)=—3
Dermed blir Taylorpolynomet til g av grad 2 om origo
2
T

b)
For ¢ > 0 er g""(c) = 22(1+¢)~®3 < 0. Dermed har vi for restleddet at

g"(c) 3 < 10 5 5 3

Rof2) = T < o 2 = g @

)

Vi har at /1003 = /1000 + 3 = 10/1+0.003 = 10¢(0.003). Hvis vi bru-
ker Taylorpolynomet av grad 2 vil restleddet bli mindre enn 10 x 8—510.0033 =
? x 1072 = 0.5 x 1078, slik at vi far minst 7 siffers presisjon. Dermed blir

tilneermingen

0.003  0.0032
3 9

V1003 = 10g(0.003) ~ 10 (1 + ) =104+0.01—-107° = 10.0099900
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Kapittel 12

Seksjon 12.1

Oppgave 12.1.1
b)

Vi ser at ag = 14, 7 = 1. Dermed er summen % = % e

S

c)

Den geometriske rekken faes ved & gange hvert ledd med —% < 1 for a fa det

neste leddet. Summen blir derfor ﬁ = %.
6

Oppgave 12.1.3
a)
1

Her er ap = 1, r = —x, sd summen er Tz

b)

2

Her er r = x*, s& summen er ﬁ

d)

Her er r = e~ 1/2

2 1
, Sa summen er 1T—e=1/2"

Oppgave 12.1.4
a)

Folger av at arctann — § nér n — oo.
b)

Fglger av at cos (1) — 1 nar n — oc.

n
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c)

Vi regner ut

1 n
lim a, = lim (1—sin—
n—oo n—oo n
_ lim en ln(l—sin %)
n— oo

_ elimn_mcnln(lfsin %)

. In(1—sin z)
ehmm—m (f

. —cosx
ehmx"o T—sinx

= e L

Det fglger dermed fra divergenstesten at rekken divergerer.

d)
Vi regner ut
lim (” - 2) _ fim ei(3)
lim (558
n— 00 L
= e n
5 2
limy, 0o —2 3 —
= e T nZ nt3
=l Sy
= e P40
e)
Vi regner ut
_ —221/n1 9
lim n(2Y" 1) = lim —— 1%
n— oo n— o0 —_n_
= In2#0.
Oppgave 12.1.5
a)
Setter vi
1 _A+ B  (A+B)k+ A
k(k+1) k k+1  k(k+1)
ser vi umiddelbart at A = —B og at A =1, slik at m = % — ITlH
b)

Bruker vi det vi viste i a) vil alle ledd i summen kansellere bortsett fra det
positive leddet (1) for k = 1, og det negative leddet (- ml-l) for k = n. Resultatet
folger.

89



c)

Det er klart fra b) at summen konvergerer mot 1.

Seksjon 12.2

Oppgave 12.2.1
a)

Funksjonen f(z) = In(z + 1) er positiv, kontinuerlig og avtagende pa [1, 00]. Vi
kan derfor sammenligne med integralet

> 1
/1 s 1dx = lim [In(z + 1)]711 = nh_{rgo In(n+1) —In2.

n—oQ

Rekken vil derfor divergere, siden integralet divergerer (In gir mot uendelig).

b)
Funksjonen f(z) = I%H er positiv, kontinuerlig og avtagende pa [1, co]. Vi kan

derfor sammenligne med integralet

h dr = lim [arctanz]” = li t tanl=_- -~ ="
: 1‘2+1 x—nLrI;o arc an$1 —nLrI;oarC ann arctan 1 = B) 1 4

Rekken vil derfor konvergere.

c)

Funksjonen f(z) = ﬁ er positiv, kontinuerlig og avtagende pa [1, 00]. Vi kan
derfor sammenligne med integralet

oo 1 o0 1 1 n
/ 5 dr < / —de = lim [—} =1.
1 Ttz 1z n—00 Ty

Rekken vil derfor konvergere.

d)

Funksjonen f(z) = ﬁ er positiv, kontinuerlig og avtagende pa [1,00]. Vi
kan derfor sammenligne med integralet

< 1 > 1 1, 1" 1
/ 5s—dx §/ —dr= lim |—=e ?*| ==¢2
1 cosh”zx ;e n—oo | 2 L2

Rekken vil derfor konvergere.
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e)

Funksjonen f(z) = § —arctanx er positiv, kontinuerlig og avtagende pa [0, oc].
Vi kan derfor sammenligne med integralet

m . ™ n n €T
/0 5~ arctanzdr = nh_)rrgc ([m(Q — arctan x)}o +/0 de)
= lim (n(7r — arctann) + {1 In(1 + x2)} >
n— o0 2 2 0

n—oo

1
= lim (n(;T — arctann) + 5 In(1+ n2)> .

Begge leddene her er stgrre enn 0, og det andre vil gd mot oco. Rekken vil derfor
divergere.

Oppgave 12.2.2

Vi sammenligner med

o x(lnz)p  fip uP

Hvis p # 1 vet vi at dette er

1 " 1
lim [ ul_p} = lim (n'7? — (In2)'77).

n—oo |1 —p n—oo 1l —p

In2
Det er klart at dette konvergerer hvis og bare hvis p > 1.
For p = 1 vil rekken divergere. Integralet ovenfor vil da i stedet bli en

logaritmefunksjon, og integralet vil divergere siden Inn — oo nar n — oco.

Oppgave 12.2.3
a)

Bruk grensesammenligningstesten med lim;2 ; % til & fastsla at rekken diverge-
rer.
b)

Bruk grensesammenligningstesten med lim;- ; 7%2 til & fastsla at rekken konver-
gerer.

)

Bruk grensesammenligningstesten med lim;- ; # til & fastsla at rekken konver-
gerer (bruk at arctann — 7/2).

d)

. . 1.
Vi regner ut (sammenligner med -):

L) s
”1—{20 (n—|—\/ﬁ)% _nl—>nolol—|—n*1/2 B

Rekken vil derfor divergere, siden ) % divergerer.
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e)

Vi sammenligner med -
n

lim 1 — cos (%) ~ lim —2L sin (%)
n—00 % n—00 — = n—oo 2
n n

- lsin(%) B 1

3"

S=

Rekken vil derfor konvergere, siden % konvergerer.
f)

Bruk grensesammenligningstesten med > %:

i (1/n2
lim sin(l/n) = lim (1/n7) cos(1/m) = lim cos(1/n) =1,
n— 00 1/n n— 00 —1/n2 n— 00

slik at rekken divergerer.

g)

Bruk grensesammenligningstesten med ) %:

arcsin(1/n?) . arcsinx x
lim —F 5 = lim = lim — =1,
n—00 1/n =0 T z—0 sin &

og dermed konvergerer rekken.
h)
Bruk grensesammenligningstesten med > %:
\/m2 1—
lim vnrtlon lim n(v/n?2+1—n)
n— 00 1/n n— 00
n(vn2+1—n)(Vn2+1+n)

= lim
n—00 Vn2+1+4n
. n(n?+1-n?)
= lim ———~=
nooo \/n24+14n
n
= lim ————
n—oo \/n2+1+n

1 1
lim ————— =
n—oo /1 +1/n2+1 2

og dermed divergerer rekken.
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i)

Bruk grensesammenligningstesten med > #:

/3 1— 3/2
him YL gy n32(/n3 +1—n?/?)

n—o0 1/77,3/2 n—00
P23 1 —n¥?) (V3 + 1+ nd/?)

= lim

n—00 \/n3+1+n3/2
. n3/2(n3 +1-— n3)
T e Vn? + 14 n3/2

n3/2
lim ——
n—o00 ‘/n3 + 1 +n3/2
1

1
lim — =
n—oo \/1+1/n34+1 2

og dermed konvergerer rekken.

Oppgave 12.2.4
a)

Vi sammenligner rekkene ) a, og . sin(a,). Hvis ) a, konvergerer, og

siden
sin(a,) 1

n—oo  Qy

(siden lim,, oo = 0) sa vil ), sin(a,) ogsa konvergere pa grunn av grensesam-

menligningstesten. den motsatte veien fglger for eksempel fra at lim,, o Sin‘l(g )
1.

b)
% divergerer sa vil sin(l) divergere pa grunn av a). men da vil

Siden ), -

>, sin (sin (1)) ogsa divergere pa grunn av a) igjen.

Oppgave 12.2.5
a)

Forholdstesten gir en grenseverdi pa %, og dermed konvergerer rekken.
b)

Forholdstesten gir en grenseverdi pa 3, og dermed divergerer rekken.

c)

Vi bruker rottesten:

1 n? 1/n 1 n
li_>m ((1—n) ) = li_>m (1—n> =e <1

Rekken vil derfor konvergere.
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d)

Forholdstesten gir en grenseverdi pa 0, og dermed konvergerer rekken.

e)

Forholdstesten gir en grenseverdi pa 0, og dermed konvergerer rekken.

f)
Vi bruker forholdtesten:

n 1)2 1
lim 24 = im (n+1) =-.
n—oo  ay, n—ooo (2n+2)(2n+1) 4

Rekken vil derfor konvergere.

g)
Vi bruker forholdstesten:
4 1 n
lim Antl  _ li —(n +1)n
n—oo (@ n—o00 (TL + 1)(7’L -+ 1)"
. 4n"
= lim ——
n—oo (n+ 1)7
= lim =
R D)
4
= —>1
e

Rekken vil derfor divergere.

Oppgave 12.2.7
a)

Rekken konvergerer. Bruk grensesammenligningstesten med rekker Zzozl L

nZ-

b)

Rekken divergerer. Bruk grensesammenligningstesten med rekken > 7 ﬁ

c)

Rekken divergerer. Bruk sammenligningstesten med rekken > °° , 1

n=1n"

d)

>n —e.

3=

Rekken divergerer pa grunn av divergenstesten, siden lim,, . (1 +
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e)

forholdstesten gir

2 2
1)e™ —(n+1) 1)e—2n—1
im 224 — Qim (n+ De = lim (nt Dem™™ =0,
n—00  (p n—00 n n—00 n

slik at rekken konvergerer.

f)
Vi sammenligner med Y a, =Y 1
nn+1 1

1. i — 1- — 1-
n1—>H;<> [o2% 7L1—>H;o (n -+ 1)"+1 n1—>H;o (]_ + ]_/TL)(]. —+ 1/71)”

[

slik at rekken divergerer.

g)
Forholdstesten gir

. An+1 . 2(71 + 1)
lim = lim =0

)

slik at rekken konvergerer.

Oppgave 12.2.9

Siden summen av de n fgrste tallene er %

Forholdstesten gir

- . 1
s& blir summen lik 07 | %

1 2)2n+1 2
lim Gntl lim (n+1)(n+2) lim nt =

)

1
n—oo  Qy, n— oo n(n + 1)2"+2 T 5o 2n 9

og rekka konvergerer derfor.

Oppgave 12.2.13
a)
Anta P(z) = Zﬁ;o anz™. Da er

. P/ (x)
— ehmzaoo Plz) — 60 — 1’

i im er - In P(x)
lim P(n)l/n — lim exInP(n) _ Jlimeo =5
n—oo n—o00

hvor vi har brukt at P’/(z) er et polynom av grad en mindre enn P(x).

b)

P& grunn av a) blir grenseverdien for a}/ " lik 1/2, og dermed konvergerer rekken

pa grunn av rottesten.
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Seksjon 12.3

Oppgave 12.3.1
a), c), d)

Rekkene er alternerende, og a, — 0. Det er klart for alle rekkene at de er
avtagendene, siden funksjonene n? + 1, v/n og In(n) er voksende. derfor er alle
tre rekkene konvergente (kravene i testen for alternerende rekker er oppfylt).

b)

Divergerer p& grunn av divergenstesten (a,, gar ikke mot 0).

e)

Pa grunn av divergenstesten divergerer rekken, siden det n’te leddet ikke gar
mot 0.

Oppgave 12.3.3
a)

Det er fort gjort & sjekke at kravene i testen for alternerende rekker er oppfylt.
Vi forsgker finne den minste n slik at |a,+1| < € = 0.05. Dette svarer til m <
0.05, eller (n 4+ 2)? > 20. Det er klart at minste n der dette er oppfylt er n = 3.

Den tilnsermede summen blir da

ot 1 n 1 1 —36+16 -9 29
ss=ajt+astaz=—-4+--—=—"" "= —-——
e N A TG 144 144

b)

Vi ma finne n slik at |a, 1| = ﬁ < 0.25. Dette er det samme som v/n + 1 >

4, eller n > 15. legger vi sammen de fgrste 16 leddene finner vi —0.4818.

c)

Rekken er alternerende. Videre er

An+1
An,

= |”—+1| < 1 for alle n. Det er klart fra

dette at kravene i testen for for alternerende rekke er oppfylt. Vi forsgker finne
den minste n slik at |a,y1| < € = 0.1. Dette svarer til (n + 1)e”("+1) < 0.1.
Det er fort gjort & sjekke at minste n hvor dette er oppfylt er n = 3 (Jaz| =
0.1494, |a4| = 0.0733). Den tilnzermede summen blir da

1 2 3

83:a0+a1+a2+a320—7+—2——3%—0.2466.
e & e

Oppgave 12.3.4
a)

1—z+22—2%+--- er en geometrisk rekke der vi ganger med —x for & fa
det neste leddet i rekka, og der det forste leddet er 1. Summeformelen for en
geometrisk rekke gir at summen blir —* L

1—(—x) = T¥z-
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b)

Vi har at
S| = |3 o= S
k=0 k=n+1
_ |x|n+1 n+1
1+z —

for x >0 (siden daer 1 +z > 1).

c)

Med f(z) = In(14z) er £ (x) = (—1)""*(n—1)!(14x)~". Spesielt er ) (0) =
(—=1)""Y(n—1)!. Sa lenge = > 0 er det klart at restleddet i Taylorrekka gar mot
0, slik at Taylorrekka

oo oo 1
I M

om 0 konvergerer mot In(1 + ), det vil si at

In(1+z) — ( >
k=0

Rekken her er alternerende, slik at avviket er fra summen er begrenset ved
n+2

|an+1| n+2

N

P k+1

— 0.

In(1+z)+

d)

Sett inn z = 1 i formelen fra c). Skal vi finne In(3/2) med en ngyaktighet bedre

N (1/2)n+2
enn 0.01 mé derfor ==

n = 3, som gir tilngermingen

= 2n+2%n+2) < 0.01. Prgver vi oss frem finner vi at

il/Qk+17171+171
—~  k+1 2 4x2 8x3 16x4
96 —-24+8—-3 77
192 192 0.4010

Oppgave 12.3.6
a)
. 1 1 1 1 — 1,1
Sidenn > y/ner =< Tn Dermed er _ﬁ"_ﬁ < 0. For noddeera,, = \/ﬁ—kn,

som dermed er negative. For n like er det klart at leddene er positive, og rekken
er derfor alternerende. Det er klart at leddene i rekken gar mot 0.
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b)

Vi kan skrive

> +) =y Z .
n=2 ( \/{E n n=2 f
Den forste av disse rekkene ser vi fort at oppfyller kravene i testen for en al-

ternerende rekke. Den andre rekken vet vi at er divergent. Da fglger det fra
Korollar 12.1.8 at >~ , ( D f) er divergent. Grunnen til at dette ikke

=
strider mot testen for alternerende rekker ma jo da bli at det siste kravet der

(om avtagende ledd) ikke er oppfylt. Hvis leddene var avtagende ville vi for n
odde ha at (—a, > ani1)

1 1 1 1
_ _1_7’
vn o on~ n+1 n+1

eller
1 1 1 1

> — 4+ .
vno o on+1" n n+1
Dette kan du teste at ikke er tilfelle ved a sette inn et par verdier av n (for

_ 1
eksempel n = 5). Alternativt kan du begrunne dette ved at leddene T WS

vil veere mye stgrre enn 57 bare n er valgt stor nok.

Seksjon 12.4

Oppgave 12.4.1
a)

Rekken er betinget konvergent, siden Z 7 divergerer, mens den alternerende
rekken konvergerer etter testen for alternerende rekker.

b)

Denne er absolutt konvergent: Sammenlign den positive rekken
(som jo konvergerer).

+4 med

c)
Betinget konvergent, siden Zarcsm( ) divergerer (sammenlign med den di-

vergente > 1), og 3" (—1)"arcsin (1) konvergerer (alle kravene i testen for en
alternerende rekke er oppfylt).

e)
Betinget konvergent, siden Z " divergerer (sammenlign med den divergente

n+1
for en alternerende rekke: Vi ser lett at lim,, .., a,, = 0. For & se at rekken er

avtagende kan du for eksempel regne ut den deriverte til f(x) = Nz og sjekke

x+1
at denne er < 0 for z stor nok.

S L 77008 SO (—1)n L konvergerer. Sistnevnte tilfredsstiller alle kravene i testen
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f)

Rottesten pa > (1 — %)n gir grenseverdien e~ ! < 1, slik at rekken konvergerer
absolutt.

Oppgave 12.4.3
a)
An41

1mmﬁm‘a

= |a|. Fra forholdstesten for generelle rekker fglger det da at

rekken divergerer hvis |a| > 1, konvergerer (absolutt)hvis |a|] < 1. For a = —1
ser vi at rekken konvergerer. For a = 1 ser vi at den divergerer.

b)

An+41
An

lim,, o0 = 0. Rekken er derfor (absolutt) konvergent for alle a.

d)

Nar —v2 < a < V2 vil |1—a?| < 1. Forholdstesten vil da gi at rekka konvergerer.
Hvis |a| > v/2 vil |1 — a?| > 1, og samme testen gir at rekka divergerer. Nar
a=+?2,a=—2,a=0 divergerer rekka pa grunn av divergenstesten.

Oppgave 12.4.5
a)

Vi har at
. lancn|
im

n—oo |an|

< lim Clan|

T n—oo |an|

=C < oo,

der |¢,,| < C for alle n. Da fglger det av sammenligningstesten for positive rekker
at ), ancy, er absolutt konvergent (siden a,, er antatt absolutt konvergent), og
dermed konvergent.

b)
Hvis a, bare er antatt konvergent gjelder resultatet ikke. Dette kan du se for

eksempel ved & velge a,, = (_i)n, e = (—1)™

Oppgave 12.4.6

lan| .

[14+an]| "

Vi bruker grensesammenligningstesten pa de positive rekkene |a,| og

1
i lanl/ (L +anl)

n—00 |an| n— 00 |1 +0Jn| -

Hvor vi har brukt at a,, — 0 pa grunn av divergenstesten. Dermed konvergerer

ogsa 12 — absolutt.
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Seksjon 12.5

Oppgave 12.5.1
b)

An41
a

Forholdstesten gir at lim,, o = |2z|. Rekken er defor absolutt konvergent

for |z| < %, divergent for |z| > 1. For z = +3 ser vi fort at rekken divergerer.

d)

An41

Forholdstesten gir at lim,, . ‘ - ‘ = ¢~ ®. For x > 0 er derfor rekken absolutt

konvergent, for x < 0 er den divergent. For x = 0 ser vi lett at den er divergent.

f)

Rottesten gir en grenseverdi e®. For x < 0 ser vi derfor at rekken er (absolutt)
konvergent, for x > 0 er den divergent. For © = 0 ser vi lett at rekken er
divergent.

Oppgave 12.5.2
a)

Vi ser at ““75772”) < L = M,. Siden > M, er konvergent, si konvergerer

— n

>, sin(nz)n® uniformt pa R.

b)

xn
N
gerer »_ j? uniformt pa [—1,1].

Vi ser at = M, pa [-1,1]. Siden Y M,, er konvergent, si konver-

1
> 372

c)

Vi ser at [ne”™*| < ne~" = M,, pa R. Siden >_ M,, er konvergent (forholdstes-
ten), sa konvergerer » . ne” ™" uniformt pa R.

Seksjon 12.6

Oppgave 12.6.1
a)

Forholdstesten gir at rekken konvergerer absolutt for |z — 2| < 1, og divergerer
hvis |z — 2| > 1. Den divergerer hvis |z — 2| = 1, slik at konvergensintervallet
blir (1, 3).
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b)

Forholdstesten igjen gir at rekken konvergerer for |z| < 3, divergerer for |z| > 3.
For |z| = 3 ser vi fort at rekken divergerer, slik at konvergensintervallet blir
(~3,3).

c)

Forholdstesten gir konvergens for |2z — 1| < 1, dvs. for = € (0,1). Det er fort
gjort & sjekke at rekken divergerer i endepunktene av dette intervallet, slik at
konvergensintervallet blir (0,1).

d)

Forholdstesten gir konvergens for |x + 1| < 1, dvs. for z € (—2,0). For x = -2
ser vi vi far en alternerende rekke, som oppfyller kravene i testen for konver-
gens av alternerende rekker. For z = 0 ser vi fort at rekken divergerer, slik at
konvergensintervallet blir [—2,0).

e)

. Gp41 _ 1 _
nll)ngo e |71 |z —1].
Rekka konvergerer derfor i (—3,5). Ved sammenligning med rekka > - ser vi at

rekka ogsé konvergerer i endepunktene, slik at konvergensomradet blir [—3, 5].

f)

) 1 )
lim |2 = Jim sin(l/(n + 1)) 1))\x| = |z| lim _WC%O/(WA— D) = |z
n—oo | G n—oo Sln(l/n) n—o0 —# Cos(l/n) ’

Vi ser derfor at rekke konvergerer for |z| < 1. Rekka konvergerer ikke for = = 1,
som kan sees ved & sammenligne med rekken > % Rekka konvergerer betinget

for x = —1 pa grunn av testen for alternerende rekker. Konvergensomradet blir
derfor [-1,1).
g)

Forholdstesten gir

(n+1)%x

Gp41
(2n+2)(2n+1)

an

-1
4

Vi ser derfor at rekken konvergerer for |z| < 4, og divergerer for |z| > 4.
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For |z| = 4 er dat langt ifra opplagt hva som skjer, og vi bgr skrive om
leddene i rekken pa folgende méate for & se hva som skjer:

(n!)24n
lanl = 5
nxnxXm—1)(n—-1)x---x2x2x1x1 _

mx (2n—1)2n—2) x ---x2x 1
n(n—l)(n—2)><---><2><1><n(n—1)(n—2)><~--><2><122n
2nx (2n—1)2n—2) x -+ x2x1
2n(2n —2)(2n —4) x -+ x4 x2x2n(2n —2)(2n —4) x -+ x 4 x 2
2nx (2n—1)2n—2) x---x2x1

2n(2n —2)(2n —4) x - x4 x 2
2n—1)(2n—3) x --- x3x1
2n 2n—2 42
2n—12n—3 31
> 1,

der den siste ulikhetene fglger av at hver av faktorene i produktet er > 1. Derfor
er rekken divergent for |x| = 4, og konvergensintervallet blir (—4,4).

h)
lim |a,|"" = lim 7YV7|2z| = |2z].
n—oo n—oo

Rekka konvergerer derfor i intervallet (—1/2,1/2). Det er klart at rekka diver-
gerer i endepunktene pa grunn av divergenstesten, slik at hele konvergensinter-
vallet ogsd er (—1/2,1/2).

Oppgave 12.6.3

P& [—1, 1] ser vi fort at rekken konvergerer (sammenlign med #) Dermed fglger
det fra Abels teorem at summen er en kontinuerlig funksjon.

Oppgave 12.6.4

Forholdstesten gir oss at rekken konvergerer for |Igl‘ < l,dvs. for z € (—1,3).
For # = —1 far vi rekken ) (_\}%n, som vi ser fort at er konvergent. Dermed
er summefunksjonen en kontinuerlig funksjon pa [—1,3) (Abels teorem igjen)
(det er fort gjort & sjekke at rekken divergerer i « = 3, slik at vi ikke kan utvide

summefunksjonen til en kontinuerlig funksjon med 3 ogsé i definisjonsomradet).

Oppgave 12.6.5

Rekken her er geometrisk. Hvis |1 — 22| < 1 (dvs. z € (—v/2,0) U (0,v/2) far vi
en geometrisk rekke, og dsummen blir ﬁ = % For x = 0 er alle leddene
i rekka 0, slik at summen blir 0. Summefunksjonen blir derfor gitt ved

sw={§ 1GVEOUOY
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For = +1/2 og alle andre z-verdier divergerer rekken. Konvergensomradet er
altsd (—v/2,/2), og summen er altsa 0 hvis z = 0, og £ hvis z # 0 og |z < V2.
Vi ser at summefunksjonen ikke er kontinuerlig i dette tilfellet. Dette kan virke
som strider mot Abels teorem. Legg imidertid merke til at potensrekken ikke
har samme form slik den har i Abels teorem.

Oppgave 12.6.7
a)

For at fglgene skal konvergere ma vi pa grunn av divergenstesten ha at a,, — 0.

Vi regner ut
In(1 1
lim M = lim =1,
z—0 T z—=01+4+x

og dermed kan vi bruke grensesammenligningstesten til & sla fast at den ene
rekka konvergerer hvis og bare hvis den andre gjor det.

b)

Den gitte rekka konvergerer pa grunn av a) hvis og bare hvis >~ In (1 + nip)
gjor det. Denne konvergerer igjen pa grunn av a) hvis og bare hvis rekka
>, -5 gjor det. Fra tidligere vet vi fra integraltesten at denne konvergerer

hvis og bare hvis p > 1.

)

Vi kan bruke grensesammenligningstesten som i a) til 4 se at rekka har samme
konvergensradius som >_°° | 12" og denne ser vi lett at har konvergensradius

n=1n
1. For z = 1 ser vi at rekka divergerer siden Y~ L divergerer, for r = —1
—=1ln

ser vi at rekka konvergerer siden den tilsvarende rekka er alternerende. Konver-
gensomréadet er derfor [—1,1).

Seksjon 12.7

Oppgave 12.7.1
a)
Vi bruker Setning 12.7.1 og 12.7.3 for f(z) =Y - n?z™

n=
n3

JUnfl
2
n
"t
+1

S
n=1
[eS)
n=0

n
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b)

flay = 3 et
Fz) = Z(n+1)2 m

= n+1
B = 37 (z —2)n !
F(il?) - ngl nn+1>2
d)
0 n(p — n—1 X an+1 x —4)"
) = SR =Y TR sy
n=1 n=0 ’
R N I C) Lo BN LT C T O L
o) = S T =gty

Oppgave 12.7.2
a)

o2 o a®™ er en geometrisk rekke som konvergerer for |z| < 1. Bruker vi sum-

meformelen for geometriske rekker far vi .

b)

Vi kan skrive

Sl L b
— 1—22 1-2 1+4a
Integrerer vi begge sider far vi
1 o _ [T 3 2
nz::o TR = /0 (H + 1+t) dt

1
= 5[—ln|1—t|+ln|1+t|]§

1 1+
= —In .
2 1—x

Ganger vi med 2 pa begge sider far vi

1+z =1
1 :2 2n+1
n(l—x) 2t

n=0

som var det vi skulle vise.
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c)

Sett inn z = % i b), da far du ligningen som du skal komme frem til.

Oppgave 12.7.3

a)
3 2

Bruk summeformelen for en geometrisk rekke med r = x°, ag = z*.
b)

Gang forst med —3 pa begge sider i ligningen fra a):

7—3x2 =-3 i 232,

3
1 z n=0
Integrerer vi begge sider fra 0 til x far vi
In(1—)]E = In(1—2%) = -3 i 1 smes_ i 1 sy _ i 1
0 n:03n+3 nzon—i-l —=n

c)
Sett inn x = —11 b):

3n+1

. 1\3n 0o
n(2) =3 ¢ 711) -y BT 131
n=1 n=1

Hgyresiden konvergerer (er en alternerende rekke). Siden vi vet fra Abels teorem
at summefunksjonen er kontinuerlig, s& méa summen av rekken bli lik venstre-
siden. Resultatet er faktisk det samme som det i Eksempel 12.7.4: Dette folger
av at n — 1 er like/odde hvis og bare hvis 3n + 1 er like/odde. Dermed far alle
ledd i de to rekkene samme fortegn.

Oppgave 12.7.5

For m =1 sier utsagnet at

- fj(l)"(ﬁ)xn =Sy,

n=0 n=0

som fglger direkte fra summeformelen for en geometrisk rekke. Anta at vi har

vist at
1 > m+n-—1
(ErED I E (AN

n=0

Deriverer vi begge sider far vi

g = (T e

n=1
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Deler vi med —m pa begge sider far vi

1 > n/im+n—1
e -1 n—1"" n—1
(14 z)m+L Z( ) m( n >x

n=1

> o1 m+n-1"~1
= ;(_1) 1m(n!(m—1)!) o
= n—l(m+n—1! n—1
- ;(_1) (nl)!m!)x
> (m+1)+n-1
= Y =
(")

Dette viser at pastanden holder ogsa for m + 1.

Oppgave 12.7.7
a)

Bruk forholdstesten.

b)

d)
Folger ved & bruke ¢) n ganger (start med z =y = 1).

o)

Folger ved & bruke c) n ganger (start med z =y = -1).
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f)
E(p/q) = E((p-1)/a+1/a) = E((p=1)/0)E(1/q) = --- = E(1/q)" = (e!/9)" = e?/1.

Seksjon 12.8

Oppgave 12.8.1
a)

Taylor-rekken rundt 1 er

o0

Z%(x— 1),

n=0
Forholdstesten Viser at denne konvergerer for alle z. Hvis |z| < M er restleddet
begrenset av (n+1)' (x —1)"*1. Det er klart at vi kan fa denne s liten vi vil bare
vi velger n stor nok. (eller bruk Setning 12.8.2).

b)

De deriverte av sin( ) repeterer seg med periode 4: sin(z), cos(z), —sin(x),
— cos(x), sin(z),.... Det er klart at Taylor-rekken rundt /4 blir

g (1+(m—7r/4)—21!(9c—7r/4)2 ;'(x—w/él) i(x—w/él) )

(pd grunn av derivasjonsregelen for sin(x),cos(x) kommer det alltid to posi-
tive ledd etter to negative ledd, og omvendt). Samme konvergenssomrade og
begrunnelse ellers som for a).
d)
Taylorrekka blir
B o (71)kk" fe'e)
Tf(x)—z o (z — 1)k Z Flz — 1)k

k=0 ’ k=0

Dette er en geometrisk rekke, som har konvergensomrade (0,2) (endepunktene
er ikke med p& grunn av divergenstesten). Summeformelen for en geometrisk
rekke gir summen ﬁ = % = f(z), som viser at rekken konvergerer mot
funksjonen.

o)

Den deriverte av In(z + 1) er

1 n,.n
m+1:2(71) 2.

n>0

Hgyresiden ma derfor veere Taylor-rekken til H% Integrerer vi fra 0 til = far vi

ln(m—i-l):i( 1n i

n=0

n+1
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Vet vet derfor at hgyresiden her er Taylor- rekken til In(z + 1) (og har sam-

me konvergensintervall (—1,1) som rekken for ? Konvergensintervallet her

blir faktisk (—1,1], siden vi na har fatt konvergens i det ene endepunktet ogsa
(alternerende rekke).

Oppgave 12.8.3
a)

k
Vi vet at sinz =Y 7o le) 22k +1 slik at

+1)!
. 2 — 4k+2.
sin(x z;) 2k k+1 272k+1)x
b)
Vi har ¢* =377, %l;, slik at
ot & (_x?))k B e ( 1)k 3k
e =3 B > k!

d)
Siden f(™(0) = (—1)"*'(n —1)! (n > 1) far vi

n

m(l+z) = Y (-1

n>1 n
) 3 1,371
1— = -y =
n(1 - 2°) >

n>1

(ser her at den andre rekken ikke er alternerende).

e)
Siden f™(0) = (=1)" 2L (> 0) far vi

nla2n

1 _ _1\n (277‘)' P
1+ B Z( 1) (n!)222n

n>0

1 _ (277‘)' 2n
2 ; (nh)222n "
f)
Vi har e” = 77 ) 27 slik at
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g)

k
Vi vet at sinz =Y o %x%ﬂ, slik at

sin(z) s (—1)*
P ];) (2k + 1)!x2k'

Siden f(z) er definert slik at den er kontinuerlig i 0, s& vil rekken over veere
Taylorrekka til f.

Oppgave 12.8.5
a)

Vi ser fgrst at
FO(x) = (222 + 22 4 22 + 1)e*® = (222 + 4z + 1)e*.

Vi ser umiddelbart at dette stemmer med induksjonshypotesen for n = 1. Anta
at vi har vist at

() = (22?2 + 2" (n+ D + 2" 2n(n 4 1))e*.
Da blir

f(n+1)($> _ <2n+1x2 + 2n+1<n + Dz + 2”—1n(n +1)+ ontly 4 2" (n + 1))@%
(2"t 2? + 2" (n+2)2 + 2" (n + 1) (n + 2))e*,

som viser at induksjonshypotesen er riktig for n + 1 ogsa.
b)
Vi ser at f((0) = 2"~2n(n + 1). Taylor-rekken blir dermed

2" 2(n+1)
(n—1)!

z".

n>1
Ved hjelp av forholdstesten ser vi at denne konvergerer for alle x.

)

Det er lett a se at vi kan fa restleddet sa lite vi vil ved & velge n stor nok.
Dermed vil Taylor-rekken konvergere mot f for alle . Setter vi inn z = —1/2
ser vi at Taylor-rekken blir

n nt+1
;(_D 4(n—1)

som er rekken fra oppgaveteksten. Summen blir dermed f(—1/2) = (1/4 —
1/2)et =—L

.
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d)
Vi har

n>0
ALY
D
n!
n>0
o annJrl 2n711.n
D Y S
nl (n—1)!
n>0 n>1
2nxn+2 2n—2xn
por - SIER SR
n! (n —2)!
n>0 n>2

Legger vi sammen de to siste rekkene ser vi at vi far for n > 2 (for n = 1 er det
lett & se at vi far samme bidrag som i Taylor-rekken over)

an—lgn - gn=2gn no2+(n—-1) gn—2_T +1

_ n

CE R I I e TR

som stemmer med Taylor-rekken over.

Oppgave 12.8.8
a)

Vi bruker forholdstesten:

l‘n+1
. An+1 . log v/n+1
li ntll iy Ogrilw
n—oo an, n—oo -
log v/n
I >
= lim |———
n—oo | logvn+1
log v/n
_ a
. log vn+1
limy, 00 log /1
_ ||
- GES))
. 2(nt1
limg, o0 [ =5
2n
= |af.
Konvergensradien er derfor 1. Rekka konvergerer for x = —1 pa grunn av testen

for alternerende rekker. For x = 1 kan vi sammenligne med den divergente rekka
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™
31

logv/n n

lim = lim
. n
= lim ~
loge n—oo 51nn
1 . 1
= im —
2log e nrco %
1

- 2loge nh—>ngon: oo

Det er dermed klart fra grensesammenligningstesten at denne rekka ogsa diver-
gerer for x = 1, slik at konvergensomradet er [—1, 1).

b)

Siden potensrekken er lik Taylorrekka til f er u (2110(;!(0) = 1ogx1/ﬁ’ slik at f(319)(0) =

10;’1/03!170. Vi begrenser sa feilen for ledd N 4+ 1, N + 2, ... slik:

1 1
+ +...
2N+l logy/N +1  2N+2]log+/N + 2

1 1 1
log VN +1 (2N+1 * N Jr)
1
2N logv/N +1

< 0.1.

Det holder derfor & velge N slik at 2V 1logv/N +1 > 10. Prgver vi oss frem
finner vi at NV =5 er den minste slike verdien.

Oppgave 12.8.11

a)

Vi ser ved forholstesten at rekka konvergerer i (—1,1). Dette er faktisk hele
konvergensomradet, sidne vi har divergens i endepunktene pa grunn av diver-
genstesten.

b)
Deriverer vi h(x) far vi '(z) = zf(x) = Y02, 2(n + 1)z?"+1. Integrerer vi

n=0
denne fra 0 til = far vi at

h(:v)fh(()):h(x):Zx2”+2:x2+x4+x6+~~

n=0

Det er klart at dette er Taylor-rekken til A.
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c)

Vi ser at Taylorrekken til h er geomterisk, og at summen blir h(z) =
far videre

Vi
xT —I2 £3
fU—Ww_“%%L_ 2
= - I

x x

Oppgave 12.8.12
a)

Forholdstesten viser at konvergensradien er 1. Rekken er alternerende i ende-
punktene, slik at konvergensomradet blir [—1, 1].

b)

Kall summen for s(z). Deriverer vi rekka leddvis far vi

oo

n— n— T
s'(x) = Z(_l) TPt = 1122

n=1

der vi har gjenkjent rekka som en geometrisk rekke. Integrerer vi far vi

T 1

Setter vi inn 2 = 0 pa begge sider far vi at C' = 0, og dermed s(z) = 755.

Oppgave 12.8.13
a)
Z nz"

n>1

konvergerer nar |z| < 1 (bruk forholdstesten). Siden rekken divergerer nar |x| =
1 (divergenstesten), sa er konvergensintervallet (—1,1).

b)
Vi har at

S(J?) _ S n—1
" _nz::lmc :

Integrerer vi begge sider fra 0 til = far vi

") N ]
f) =S =

n=1

Deriverer vi né far vi

S(x) 1

T (1—=x)2’
slik at S(z) = ﬁ Det eneste problemet som kunne oppsté her er nar vi

deler med z, siden x kan veere 0. Dette er ikke noe problem likevel, siden vi kan
bruke det vi vet om at summefunksjonen er en kontinuerlig funksjon, ogsé i 0.
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Oppgave 12.8.14
a)

Forholdstesten gir at rekka konvergerer for |z| < % Rekka konvergerer for
x = —1 ved testen for alternerende rekker. Rekka divergerer for x = 1 ved
sammenligning med den divergente rekka > %

b)
Vi ganger forst med = og far

Deriverer vi na far vi

1
!/ n,.n
(xS(x)) —303 T =1 "3g

Integrerer vi dette far vi

zS(x) = féln\l —3z|+C= féln(l —3z) + C.
Setter vi inn x = 0 ser vi at C = 0, slik at
_f —iln(1-3z) z#0
S(@) = { 1 z=0
Oppgave 12.8.15
a)

Forholdstesten gir at rekken konvergerer for |z| < 1. Siden rekken er alternerende
er det klart at konvergensintervallet er [—1, 1].

b)
Vi ganger forst med = péa begge sider og far
oo :E2n+1
S(x) = — .
z5() nz:%( VG
Deriverer vi begge sider far vi at
= 1
S r_ —1)" 2n —
(@8(@) = PV =

Integrerer vi fra 0 til x far vi
xS (x) = arctan(x),

slik at S(z) = %n(‘”) for x # 0. P& grunn av kontinuitet av summen av rekka
ser vi fort at vi ma ha at S(0) = 1 (som vi ogsé kunne fatt ved & sette inn z = 0
i den opprinnelige rekka).
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c)

Vi har né vist at

oS _1)
arctan(1/2) = 2(2”5_1))'22”“

Siden denne rekka er alternerende holder det & finne n slik at |a, 41| = W

0.01. Det er lett a se at minste slik n er 1, slik at tilnsermingen blir

s —aptag i1 _1_1_28
PR T ™o " 6x23 T 2 48 48

Dette er ikke helt det samme som svaret i fasiten.

Oppgave 12.8.16
a)

Ved forholdstesten blir konvergensradien 1. Rekka konvergerer i begge ende-
punktene ved sammenligningstesten pa rekka > n% derfor blir konvergensom-
radet [—1,1]. Deriverer vi rekka leddvis to ganger far vi

o0

f”(l‘) — Z(_l)nxn—2 _ : Jlrx

n=2
b)
Vi integrerer forst og far
f(x)y=I[1+z|+C,

og dermed f'(z) = In(1 4 z) (sett inn z = 0), der vi kunne ta bort absolutt-
verditegnet. Vi integrerer sa pa nytt og bruker delvis integrasjon:

T

flz) = xln(1+x)—/x+1
= zln(l4+2z)—z+n(z+1)+C
= (z+1)In(z+1)—z+C.

dxr

Setter viinn z = 0 ser vi at C =0, slik at f(z) = (z+1)In(z + 1) — .

c)
Viser at f(1/2) =3/21In(3/2) — 1/2. Altsa har vi at

In(3/2) = % + %f(1/2) = % + % (Z T‘fz(nl)jl)> '

n=2
Rekken til hgyre er her alternerende. Hvis vi klarer & finne N slik at

] = 2 1 _ 1
INHUZ ZONFI(N + )N = 250°

114

IN



sa far vi den ngyaktigheten vi skal ha. Vi ma altsa velge minste mulige N
slik at 2VT1(N + 1)N > 166.66. Vi finner fort at dette blir N = 3, slik at

approksimasjonen blir
1 1
222 233 x2

(s %)

\V]

In(3/2)

X
+ 4+
wliny wl

+

Wl Wl W~k Wl
Wl o
=
oo‘c"

4
B e

R

~ 0.4028.

Oppgave 12.8.17
Vi ser pa rekken

oo
S -1y
Forholdstesten gir at rekken konvergerer nar |m51\ < 1, det vil si nar |z —1| < 2.
Det er klart at rekken divergerer nar |x — 1] = 2 (divergenstesten), slik at
konvergensomradet er (—1,3). La S(x) veere summen av rekken. Vi skriver om
forst:

l\')‘:

Deretter integrerer vi begge sider fra 1 til x:

T S(t) (- 1) x—1 x—1
2 g = - - .
/1 t—1 ; on 21— =1y 3-g

2

Deriverer vi na far vi
S(x) 2

r—1 (3-x)%

slik at §(x) = 22=1)

Oppgave 12.8.18
a)

Ved forholdstesten blir konvergensradien 1, slik at rekka konvergerer i (—1,1).
Rekka konvergerer ikke i endepunktene © = —1,z = 1 pa grunn av divergens-
testen. Dermed blir konvergensomradet (—1,1).

115



b)
Kall summen av rekka for s(z). Deriverer vi rekka far vi forst
s'(x) = Z na™.
n=1

Deler vi med z far vi

Y
x n=1

Integrerer vi far vi

Deriverer vi far vi

s'(xz) 1 B 1 1
r  (1-=x)2 771—x+(1—x)27

eller s'(x) = ﬁ Ny integrasjon gir at
s(x) —ln(l—:v)—i—i—é—c
N 1-x '

Setter vi inn z = 0 ser vi at C' = —1, slik at s(z) = In(1 — z) + = — 1.

1—x

Oppgave 12.8.19
a)

Bruk forholdstesten her.

b)
Vi har at
W=
- nn!
= nn!
Deriverer vi far vi -
, xnfl
s'(2) = Z !
n=1 :

eller

Integrerer vi denne fra 0 til = far vi ligningen i oppgaveteksten.
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)

Muligens kan dette gjgres pa flere mater. Metoden nedenfor bruker ikke noe
estimat pa restleddet i Taylors formel (siden det ikke er sd lett & skrive opp en
formel for de deriverte i dette tilfellet). Fra a) og b) vet vi na at

1t
~1 1 1 1
/et dt =14 4 o oo ——
0

2.20 " 3.3 monl T

Vi vil finne ut hvor mange ledd vi trenger pa hgyresiden for & fa til en approk-
simasjon med en feil E < 5-1075. Legg merke til at

1
(n+1)-(n+1)!
= ! + ! + ! +
o (n+)-m+D2 0 (n+1)-(n+1)122  (n+1)- (n+1)!123
1 1
> + + + -
m+1)-(n+2)!  (n+1)-(n+3)! (n+1) - (n+4)!
1 1 1
> + + + -
m+2)-(n+2)! " (n+3)-(n+3)!  (n+4) (n+4)!
I den fgrste ligningen har vi brukt at 1 = % + (%)2 + (%)3 +---=1). Dermed
har vi at, hvis s, (z) er summen de n forste leddene, s er

2

8(1) - Sn(l) < (’I’L 4 1) . (n + 1)'

Vi trenger derfor bare velge n slik at
2
(n+1)-(n+1)
Eksperimentering med Matlab gir her at n = 8 holder. Summen av de 8 fgrste
leddene kan du regne ut med Matlab ved & skrive
n = [1:8]; sum(1./(n.*xfactorial(n)))
Vi far da 1.317902, avrundet.

<5-1078.

Oppgave 12.8.21

a)

ved forholdstesten ser vi at rekka konvergerer for alle x.
b)

deriverer vi rekka far vi at

! = n 1 n




som er en rekkeutvikling for f/(z).

c)
Integrerer vi ved delvis integrasjon far vi at
flx) = —2%e ™+ /Qme_’”dx
= 2% " —Qxe_“/Qe_zdx
= 2% —2ze " — 2"+ C.
Setter vi inn = 0 og f(0) = 2 ser vi at C' = 4, slik at
f(z) = —2%e™™ — 2ze™" — 2" + 4.

Oppgave 12.8.23
Vi bruker forholdstesten:

an+1
Qn

lim =
n—oo

m p—
n+1|
Rekken konvergerer derfor for alle  (selv om = = 0 strengt talt ikke gir mening,

siden 0° ikke gir mening). Kall summen for S(z). Ganger vi med x pa begge
sider far vi

& l‘"+1 .
n=0

hvor vi kjente igjen potensrekken til e®. Vi ser derfor at S(z) = % for alle
x forskjellig fra 0 (definerer vi S(0) = 1 kan denne utvides til en kontinuerlig
funksjon i 0).

Oppgave 12.8.25

a)

Bruker vi forholdstesten ser vi at rekken konvergerer nar |z| < 1. Det er ogsa
klart at rekken konvergerer for x = +1, slik at konvergensintervallet blir [—1, 1].

b)
Det er klart at f(x) er kontinuerlig og deriverbar for  # 0. Vi har at
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slik at f er kontinuerlig i 0. Vi har ogsa at

. 04+ h)— f(0 . —+1
. In(l1—=h)+h
= o h2
R
=
— hm_ih
h—0 2h(1 — h)
_ 1
= -5

Derfor er f deriverbar i 0 ogsé, og f'(0) = —3.

c)
Sett S(z) til & veere summen av rekken i a). Deriverer vi far vi forst
x ,.n—1

§'(2) = —

n=1

Ganger vi opp med x og deriverer pa nytt far vi

1
1—2a’

@S/ (@) =Y o' =
n=1

nar x € (—1,1). Integrerer vi far vi
zS'(z) = —In(1 — z),

eller S’(x) = —f(z). Integrerer vi begge sider fra 0 til = far vi

s =- [ " pydt =1 - g(a).

Der S(z) konvergerer er det derfor klart at g(z) =1 — 7, fl—; konvergerer.
Dermed mé Taylor-rekken til g om 0 veere gitt ved 1 — >~ 7, fl—z

d)

Vi ser at ¢'(z) = f(x) for alle x i konvergensomradet. Det er videre klart at
f(x) er negativ for alle z, og dermed er g(x) en strengt avtagende funksjon
(den deriverte er mindre enn 0), og har dermed en omvendt funksjon h. Siden

g(0) =1 har vi at
iy Lo 1
=50 = 0 -

Utregningen av h”(1) er litt verre, siden vi ikke har leert om sammenhengen

mellom de andrederiverte til en funksjon og dens omvendte funksjon. Vi kan
imidlertid utlede en slik sammenheng ved & derivere den kjente ligningen

1

" = )
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ved hjelp av kjerneregelen (se ogsa Oppgave 7.4.8 i leereboka). Da far vi

ey = 9N G)

(¢'(h(x)))*
Setter viinn = =1, h(1) =0 far vi
B(1) = JORQ) O —gx (=) 1
(9'(0))? (£(0))? 1 2’
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